Приближенные методы решения интегральных уравнений

1. Постановка задачи
Рассматриваются интегральные уравнения Фредгольма 1-го и 2-го рода:


[image: image1.wmf](

)

(

)

(

)

ò

=

b

a

x

f

ds

s

y

s

x

K

,

l

;
   
[image: image2.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ò

=

-

b

a

x

f

ds

s

y

s

x

K

x

y

,

l

,

и интегральные уравнения Вольтерра 1-го и 2-го рода:
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где 
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 заданные функции, 
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 – искомая функция.

Для интегральных уравнений характерны следующие две задачи:

а) Найти решение уравнения 
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 при заданных значениях параметра 
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 и при заданной правой части 
[image: image9.wmf](

)

x

f

. (Если 
[image: image10.wmf](

)

0

¹

x

f

, то уравнение называется неоднородным, в противном случае – однородным).

б) Найти собственные значения и собственные функции ядра 
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, т.е. найти такие значения параметра 
[image: image12.wmf]l

, при которых однородное уравнение имеет нетривиальные решения 
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 называются собственными значениями ядра 
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, а соответствующие им решения 
[image: image16.wmf](

)

x

y

 называются собственными функциями ядра 
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2. Решение уравнений Фредгольма методом замены интеграла 

             конечной суммой

Будем предполагать, что 
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 непрерывны и, более того, имеют непрерывные производные до некоторого порядка. Тогда и решения уравнения имеют производные того же порядка.

Для решения уравнения заменим интеграл, входящий в него, конечной суммой, используя какую-либо квадратурную формулу, например:


[image: image20.wmf](

)

(

)

(

)

ò

å

=

+

=

b

a

n

j

j

j

F

R

x

F

A

dx

x

F

1

, 
[image: image21.wmf](

)

F

R

– остаточный член квадратурной формулы.

Здесь 
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1) Интегральное уравнение в  
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  имеет вид:
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Заменим интеграл конечной суммой:
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Сделав, очевидные переобозначения, получим систему 
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 уравнений с 
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 неизвестными:
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Решая эту систему, получим: 
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 т.е. значения решения в точках 
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 в узлах 
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 и, следовательно, может считаться аналитическим выражением для приближенного решения.

Для уравнений Фредгольма 1-го рода система (*) имеет вид:
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а) Если в качестве квадратурной формулы выбрана формула прямоугольников, то: 
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б) Если в качестве квадратурной формулы выбрана формула Симпсона, то: 
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2) Если система (*) однородна, то нетривиальные решения существуют, если определитель системы равен 0. Тогда для 
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 получается уравнение n-ой степени. Решая это (характеристическое) уравнение, находим его корни 
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 решается система (*), и ищутся линейно-независимые решения, которые представляют собой линейно-независимые собственные функции ядра 
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Следует иметь в виду, что:

Чем более точная квадратурная формула применяется, тем выше требования, предъявляемые к ядру 
[image: image49.wmf](
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 и правой части 
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. Попытка применения более точных квадратурных формул для получения более точного приближения при несоблюдении этих требований, может привести к обратному эффекту.

3. Некоторые приемы борьбы с особенностями

1. Пусть 
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 имеет особенности. Введем новую искомую функцию 
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 и подставляя в  уравнение, получим:
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т.е. 
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 и правая часть (
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2. Пусть 
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 имеют разрывы  при 
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В слагаемом  
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 нет искомой функции и интеграл может быть вычислен явно.

  Функция 
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4. Пример
Решается интегральное уравнение:
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Применим формулу Симпсона: 
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Тогда:
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Решая, эту систему получим:  
[image: image70.wmf]1

0

=

y

, 
[image: image71.wmf]9999

0

2

1

.

=

y

, 
[image: image72.wmf]9996

0

1

.

=

y

.

Точное решение интегрального уравнения 
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. Как видим, результат достаточно хороший.
5. Решение уравнений Фредгольма методом замены ядра на 
    вырожденное
А. Если в уравнении 
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 ядро 
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), то решение может быть найдено в конечном виде.

В самом деле, не ограничивая общности, можно считать, что 
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Подставляя 
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, в уравнение получаем:
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Решение получившегося уравнения будем искать в виде:
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Подставляем (2) в (1):
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Обозначая: 
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Воспользовавшись линейной независимостью функций 
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Для нахождения 
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 получена система линейных уравнений.

Если определитель системы отличен от 0, то система имеет единственное решение и решение интегрального уравнения будет найдено в общем виде.

Если определитель системы равен 0 (при данной 
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 будет собственным значением 
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B. Метод решения интегрального уравнения Фредгольма заменой его ядра на вырожденное основан на следующей теореме:

Т(. Если имеется два интегральных уравнения: 
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 и существуют константы 
[image: image97.wmf]d

 и 
[image: image98.wmf]e

 такие, что: 
[image: image99.wmf](

)

(

)

ò

<

-

b

a

ds

s

x

H

s

x

K

d

,

,

 и 
[image: image100.wmf](

)

(

)

e

<

-

x

f

x

f

1

 и выполнено условие 
[image: image101.wmf](

)

1

1

<

+

×

×

l

d

l

, то 
[image: image102.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

l

e

l

d

l

d

l

l

+

+

+

-

+

<

-

1

1

1

1

2

N

x

z

x

y

, где 
[image: image103.wmf][

]

(

)

x

f

N

b

a

,

max

=

.

Из этой теоремы следует, что если можно построить близкое к 
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Более того, оказывается, если построить последовательность ядер 
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 будет равномерно сходиться к решению 
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С. Способы построения вырожденных ядер могут быть самыми разнообразными: ядро 
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 можно приближать частичными суммами степенных или двойных тригонометрических рядов, частичными суммами двойных рядов Фурье по некоторым ортонормированным системам функций, можно приближать алгебраическими или тригонометрическими интерполяционными многочленами.

6. Пример

Решается уравнение 
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 аппроксимируем суммой первых трех членов разложения функции 
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И рассмотрим интегральное уравнение:
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Его решение ищем в виде:    
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Подставляем в уравнение:
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Т.е.
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Воспользовавшись линейной независимостью функций 
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, а также вычисляя интегралы, получим систему для С1, С2, С3:


[image: image131.wmf]0422

.

0

1671

.

0

5010

.

0

5

29

2

8

49

7

1

6

1

4

9

7

1

6

13

5

1

3

2

6

1

5

1

4

5

3

2

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

-

=

-

=

-

=

Þ

ï

ï

ï

þ

ï

ï

ï

ý

ü

-

=

+

+

-

=

+

+

-

=

+

+

C

C

C

e

C

C

C

e

C

C

C

C

C

C

.

Таким образом:
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Если вычислить 
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 и учесть, что точное решения у(х) ( 1, то видим, что совпадение весьма приличное.

7. Метод моментов

В методе моментов приближенное решение уравнения Фредгольма ищется в виде суммы 
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Очень удобно, если система функций 
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Для поиска 
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Подставим 
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Выражение 
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Получим:
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Обозначая:        
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,      получаем:   
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Из этой  линейной системы находим 
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, и, следовательно, приближенное решение интегрального уравнения.

8. Пример

Найти два первых собственных значения и соответствующие им собственные функции однородного интегрального уравнения:
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Решение методом моментов будем искать в виде:
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Для отыскания A, B, C в соответствии с методом моментов имеем три уравнения:
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где 
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Получаем:
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определитель системы равен 0 
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Для  
[image: image175.wmf]2

l

~

:
А = В = 0;
С – любое (находим из условия нормировки) 
[image: image176.wmf](

)

(

)

(

)

x

x

x

x

y

2

1

1

49

14

2

-

-

=

,

~

.

Точные значения:
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Сравнение значений функций у1(х) и 
[image: image179.wmf](

)

x

y

1

~

, а также у2(х) и 
[image: image180.wmf](

)

x

y

1

~

 в различных точках промежутка [0, 1] показывает, что приближение первой собственной функции близко к точному, в то время как приближение второй функции значительно хуже.

9. Метод наименьших квадратов
Решение уравнения Фредгольма ищем в виде:  
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 – система заданных линейно-независимых функций.

Подстановка 
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Постоянные 
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 будем находить из условия минимума интеграла: 
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Здесь:         
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Изложенный метод пригоден и для нахождения собственных значений и собственных функций ядра. Для этого надо правую часть в системе (т.е. 
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10. Пример

Решить интегральное уравнение Фредгольма 1-го рода.
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К такому уравнению приводит решение задачи об отыскании статической нагрузки, под действием которой, струна длины 1, закрепленная в концах x = 0  и  x = 1 примет форму, описываемую правой частью уравнения.

1). Первое приближение ищем в виде 
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И метод наименьших квадратов дает:
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2). Второе приближение ищем в виде 
[image: image211.wmf](

)

2

3

2

1

2

x

C

x

C

C

x

u

+

+

=

.

Тогда:
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И метод наименьших квадратов дает систему:
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Подстановкой легко проверить, что 
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 – точное решение интегрального уравнения.
11. Метод последовательных приближений

Для приближенного решения уравнения Фредгольма 2-го рода может быть применен метод последовательных приближений, который состоит в следующем: решение 
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Подставляя 
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 в уравнение, и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
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Если ядро ограничено по модулю 
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12. Приближенное решение уравнений Вольтерра

Из теории интегральных уравнений известно, что если ядро 
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имеет единственное непрерывное решение при любых значениях 
[image: image237.wmf]l
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1). Решение ищем в виде:  
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 – оценка погрешности.

2). Можно применять также метод замены интеграла конечной суммой по какой-либо квадратурной формуле:

Например, разбивая отрезок 
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 и заменяя интеграл конечной суммой по формуле трапеций получим:
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Или:    
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Отсюда:     
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Таким образом, шаг за шагом, найдем все значения 
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3). Интегральное уравнение Вольтерра 1-го рода 
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 можно, свести его к уравнению Вольтерра 2-го рода.

В самом деле, дифференцируя уравнение, получим:
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Тогда:
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 – это уравнение Вольтерра 2-го рода.

13. Пример
Решить уравнение:     
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А. Решение ищем в виде:     
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Тогда:    
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Точное решение этого уравнения: 
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Для сравнения:     
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В. Заменяя интеграл по формуле трапеций с h = 0.2 т.е. xi =0; 0.2; 0.4; 0.6; 0.8; 1.  

Вычислительная табличка
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Вычисления дают результаты:
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Для сравнения точного решения с полученным приближенным приведем табличку:
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