Расчетные задачи

1. Дано ε > 0. Используя метод деления отрезка пополам («метод вилок») найти корень уравнения f(x) = 0. Абсолютная погрешность найденного корня не должна превосходить ε. Рядом с уравнением указан отрезок, содержащий корень:

а) х + ln(x + 0.5) – 0.5 = 0,  [0, 2];   

б) x5 – x – 0.2 = 0, [1, 1.1];  

в) x4 + 2x3 – x – 1 = 0,   [0, 1];                        

г) x3 – 0.2x2 – 0.2x – 1.2 = 0,   [–1.2, –0.5]

д) 
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е) x4 + 0.8х3 – 0.4x2 – 1.4x – 1.2 = 0,   [–1.2, –0.5];

ж) x4 – 4.1х3 + x2 – 5.1x + 4.1 = 0,     [3.7, 5].

Предусмотреть в программе ввод произвольного ε > 0 и вывод потребовавшегося числа шагов. Рассмотреть несколько первых значений ε, отличающихся на порядок друг от друга. Изобразить графически зависимость числа шагов от ε. Наибольшее ε выбрать соответственно заданному промежутку.

2. Дано ε > 0. Методом хорд вычислить с точностью ε корень уравнения f(x) = 0. Предусмотреть в программе ввод произвольного ε > 0 и вывод потребовавшегося числа шагов. Рассмотреть несколько первых значений ε, отличающихся на порядок друг от друга. Изобразить графически зависимость числа шагов от ε. Наибольшее ε выбрать соответственно заданному промежутку. Рядом с уравнением указан отрезок, содержащий корень.

а)  х.2х – 1 = 0,        [0, 1];

б)  х2 – sin5x = 0,    [0.5, 0.6];

г)  
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;

д)  (4 + х2)(ех – е–х) – 18 = 0;     [1.2, 1.3];

е)  х4 + 0.5х3 – 4х2 – 3х – 0.5 = 0,    [–1, 0];

ж)  x2 – 1.3ln(x + 0.5) – 2.8x +1.15 = 0,    [2.1, 2.5].

Когда заходит речь о «вычислении с точностью ε», следует иметь в виду, что лишь немногие численные методы, основанные на построении последовательных приближений 
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к искомому числу х, гарантируют, подобно методу деления отрезка пополам, что абсолютная погрешность найденного значения будет меньше ε. Будем считать, что   требуется  точность  ε  достигнута,   как   только  получено такое 
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 (при m > 1), для  которого 
[image: image5.wmf] 

 |

 - x

|  x

m-

m

1

< ε. В данной задаче предполагается, что будет реализован именно этот подход к оценке точности

3. В уравнениях, приведённых в задачах 1 и 2 , вычислить корень, находящийся на заданном отрезке (отрезок следует за уравнением), методом деления отрезка пополам и методом хорд с одной и той же точностью ε. Сравнить количество шагов, которое нужно сделать для получения корня этими методами.

4. Дано ε > 0.  Методом  касательных вычислить с точностью ε (см. примечание в задаче 2) корень уравнения f(x) = 0. Предусмотреть в программе ввод произвольного ε > 0 и вывод потребовавшегося числа шагов. Рассмотреть несколько первых значений ε, отличающихся на порядок друг от друга. Изобразить графически зависимость числа шагов от ε. Указано х0 – начальное приближение к корню:

а)   х3 – 2х2 + х – 3 = 0,     х0 = 2.2;

б)  tgx – x = 0,     x0 = 4.67;

в)  1.8х4 – sin10x = 0,    x0 = 0.22;

г)  х4 – 3х2 + 75х – 10000 = 0,   х0 = –11;

д)  х3 – 6х2 +20 = 0,    х0 = 2.31.

5. Дано ε > 0. Методом итераций вычислить с точностью ε (см. примечание в задаче 2) корень уравнения f(x) = 0. Предусмотреть в программе ввод произвольного ε > 0 и вывод потребовавшегося числа шагов. Рассмотреть несколько первых значений ε, отличающихся на порядок друг от друга. Изобразить графически зависимость числа шагов от ε. Задано х0 – начальное приближение к корню:

а)   х – 
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 – 1 = 0,     х0 = 0;

б)   2х3 + 4х – 1 = 0,      х0 = 0.11;

в)   х3 + 12х – 2 = 0,      х0 = 0.95;

г)   5х – 8lnx – 8 = 0,     х0 = 4.32;

д)   х3 + х + 1000 = 0,    х0 = 9.42;

е)   х – sinx = 0.25,          х0 = 1.47;

ж) х3 – 6х2 + 20 = 0,        х0 = 2.25;

з) 5х3 + 10х2 + 5х – 1 = 0,    х0 = 0.6.

6. Сравнить методы деления отрезка пополам, хорд, касательных и итераций, поочерёдно используя их для решения одного и  того же уравнения. Независимо от метода построения приближений к корню уравнения f(x) = 0, процедуру следует заканчивать, как только будет получено такое приближение 
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[image: image8.wmf]|

f(
[image: image9.wmf]х

~

)| < ε. Ηначение ε следует поочередно брать равным: 0.01, 0.001, 0.0001,…. Для каждого из методов построить график зависимости числа потребовавшихся приближений от ε. В качестве уравнения, на котором проводится сравнение методов, и отрезка, которому принадлежит корень, взять:

а)   х3 + х2 – 3 = 0,        [0.6, 1.4];

б)   х5 – х – 0.2 = 0,       [0.9, 1.1];

в)   5х3 – x – 1 = 0,        [0.6, 0.8];

г)   х3 – 2х ​– 5 = 0,        [1.9, 2.93];

д)   х3 + x + 1000 = 0,    [9.1, 10];

е) х4 + 2х3 – х – 1 = 0,   [0, 1].

Для методов касательных и итераций в качестве начального приближения выбирается подходящий конец отрезка.

7. Дано ε > 0. Найти с помощью подходящих методов все корни уравнения f(x) = 0 с точностью ε. Для получения отрезков, содержащих по одному корню уравнения или для получения начальных приближений к корням исследовать функцию y = f(x). Наибольшее ε взять таким, чтобы численное решение сообщало о корнях больше, чем проведенное исследование функции. 

а) х3 – 6х2 +12х + 5 = 0;     б)   х6 + х2 – 2 = 0;      в) х3 +3х +2 = 0;     г) 
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д) 3х2 – cos2х – 1 = 0;        е) 2lnx – 
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 + 0.5 = 0;        ж) х4 – 6х3 +9х2 – 16 = 0.

8. Найти с точностью ε = 10–5 наименьший корень уравнения:

а) х3 – 6х2 +19.8 = 0;        б)   х4 + х3 – 10х2 – 34х – 25 = 0;     в) х3 – 1.75х +0.75 = 0;  

г) х5 + 5х4 – 2х3 – 4х2 + 7х – 3 = 0;     д) 3х – sinх = 7;    е) х8 – 0,4х3 +1.24 = 0;     

ж) х = cosх + 1;    з)  е–х = 0.5 +
[image: image12.wmf]x

;     и)  х4 + 39х3 + 958х2 – 1081х -1987 = 0.  

Использовать какой–либо подходящий численный метод решения уравнений. Для получения отрезка, содержащего наименьший корень уравнения f(x) = 0, или для получения начального приближения к этому корню исследовать предварительно функцию y = f(x).

9. Вернуться к задаче 8, рассматривая вместо наименьшего корня:

а) наибольший;                                    б) наименьший по модулю отрицательный;

в) наибольший положительный;        г) второй по величине;

д) наименьший по модулю.

10. Найти с точностью ε = 10–4 все корни уравнения: 
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, принадлежащие отрезку 
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p

p

,

[

-

.

11. Для каждого целого числа n из диапазона от 1 до 50 найти подходящим методом с точностью 
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 наибольший корень уравнения: 
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 (этот корень, как нетрудно показать, меньше, чем 3n2). Получить графическое изображение зависимости значения наибольшего корня от n.

12. Вычислить значение функции y = f(x), которая задана неявным уравнением:

а)  у3 + х3 – 2ху = 0,  для х = 0, –0.1, –0.2, … , –1; 

б) у3 + у3 – х2 = 0,  для х = 1, 1.1, 1.2, … , 2.

В первом случае функция определена  и неотрицательна на отрезке [-1, 0], ее значение на этом отрезке меньше, чем 1; во втором случае функция определена и отрицательна на отрезке [1, 2], её значения на этом отрезке по модулю меньше, чем на 1.5. Для нахождения значений y использовать подходящий численный метод решения уравнений. Вычисления производить с точностью ε = 10–4.

13. Дано ε > 0. Вычислить интегралы с точностью ε. В данной задаче вычисление с точностью ε означает следующее. Отрезок интегрирования разбивается на n равных частей и строится сумма Sn, которая является приближённым значением интеграла. Если выполняется условие (S2n – Sn(< ε, то S2n считается значением интеграла с точностью ε. 

Вычисление произвести с помощь формул прямоугольников, трапеций, парабол (Симпсона). Рассматривать ε, которое не менее чем на два порядка меньше точности оценки интеграла с помощью теорем о среднем. 
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Сравнить n – количество точек разбиения, необходимое для достижения указанной точности в различных случаях: формула прямоугольников, формула трапеций и формула Симпсона. Если удаётся с помощью формулы Ньютона–Лейбница найти точное значение интеграла, то полезно сравнить с ним результат приближённого вычисления. Оценить точность, используя известные выражения для оценки добавочного члена.

14. Вычислить длину эллипса по формуле 
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, a = 30, b = 20 (a  и  b – полуоси эллипса), 
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. Погрешность вычислений должна быть не более чем 10–6 от оценки интеграла по теореме о среднем.

15. Дано ε > 0. Вычислить с точностью ε площадь фигуры между дугами двух кривых:   

а)  у = sinx2 + 2;    
[image: image35.wmf]2
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Воспользоваться численными методами решения уравнений и интегрирования. Наибольшее  ε  выбрать так, чтобы сделать численное решение информативным по отношению к качественной оценке.  Предусмотреть в программе ввод произвольного ε > 0 и вывод потребовавшегося числа шагов. Рассмотреть несколько первых значений ε, отличающихся на порядок друг от друга. Изобразить графически зависимость числа шагов от ε.

16. Используя метод Эйлера решить дифференциальное уравнение y( = f(x, y). После уравнения в скобках записаны исходные данные для решения: x0 - начальное значение аргумента;  y0 – начальное значение функции y(x), отрезок на котором решается уравнение, h – шаг. Предусмотреть в программе вывод графического изображения найденного решения.

а) 
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     (x0 = 1.7;  y0 = 5.3;  [1.7, 5.2];   h = 0.15);

б) 
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     (x0 = 1.8;  y0 = 4.5;  [1.8, 4.6];   h = 0.1);

в) 
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     (x0 = 3;  y0 = 5;  [3, 11.4];   h = 0.3);

г) 
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  (x0 = 1;  y0 = 0.5;  [1, 1.6];   h = 0.005);

д) 
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     (x0 = 0;  y0 = 1;  [0, 1];   h = 0.1);
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       (x0 = 0;  y0 = 0;  [0, 1];   h = 0.1);

ж) 
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  (x0 = 0;  y0 = 0;  [0, 1];   h = 0.1);
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       (x0 = 0;  y0 = 1;  [0, 1];   h = 0.01);
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            (x0 = 0;  y0 = 0;  [0, 1];   h = 0.05);

к) 
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           (x0 = 0;  y0 = 0;  [0, 0.5];   h = 0.05);
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              (x0 = 0;  y0 = 1;  [0, 1];   h = 0.025);
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        (x0 = 0;  y0 = 0;  [0, 1];   h = 0.1);

н) 
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  (x0 = 0.8;  y0 = 3.8;  [0.8, 5.0];   h = 0.15).

17. Используя  метод  Рунге-Кутта  решить  дифференциальное    уравнение          y( = f(x, y). После уравнения в скобках записаны исходные данные для решения: x0 - начальное значение аргумента;  y0 – начальное значение функции y(x), отрезок на котором решается уравнение, h – шаг. Предусмотреть в программе вывод графического изображения найденного решения.

а) 
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     (x0 = 1.7;  y0 = 5.3;  [1.7, 5.2];   h = 0.15);

б) 
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     (x0 = 1.8;  y0 = 4.5;  [1.8, 4.6];   h = 0.1);

в) 
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     (x0 = 3;  y0 = 5;  [3, 11.4];   h = 0.3);
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  (x0 = 1;  y0 = 0.5;  [1, 1.6];   h = 0.005);

д) 
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     (x0 = 0;  y0 = 1;  [0, 1];   h = 0.1);
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       (x0 = 0;  y0 = 0;  [0, 1];   h = 0.1).

18. Используя один из методов прогноза и коррекции (например, метод Хемминга) решить дифференциальное уравнение y( = f(x, y). После уравнения в скобках записаны исходные данные для решения: x0 - начальное значение аргумента;  y0 – начальное значение функции y(x), отрезок на котором решается уравнение, h – шаг. Предусмотреть в программе вывод графического изображения найденного решения.

а) 
[image: image56.wmf]3

2

3

y

x

y

+

+

=

¢

  (x0 = 0;  y0 = 0;  [0, 1];   h = 0.1);
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       (x0 = 0;  y0 = 1;  [0, 1];   h = 0.01);
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г) 
[image: image59.wmf]2

1

x

xy

y

-

=

¢

           (x0 = 0;  y0 = 0;  [0, 0.5];   h = 0.05);

д) [image: image60.wmf]xy

y

2

=

¢

              (x0 = 0;  y0 = 1;  [0, 1];   h = 0.025);

е) 
[image: image61.wmf]y

x

y

3

2

-

=

¢

        (x0 = 0;  y0 = 0;  [0, 1];   h = 0.1);

ж) 
[image: image62.wmf]3

1

x

y

y

+

+

=

¢

  (x0 = 0.8;  y0 = 3.8;  [0.8, 5.0];   h = 0.15).

19. Дано ε > 0 и х ( 0. Вычислить с точностью ε следующие ниже суммы. Считать, что требуемая точность достигнута, если вычислена сумма нескольких первых слагаемых и очередное слагаемое, оказалось, по модулю меньше, чем ε. Это и все последующие слагаемые можно уже не учитывать (при такой постановке задачи). Оценить гарантированную  точность  проделанного вычисления. Рассматривать ε ( 10–6 и | x |
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20. Дано действительное число х. Рассмотреть два значения х, взяв, их внутри и вне области сходимости (если таковые есть), но обеспечивающие стремление к нулю общего члена ряда. Оценить гарантированную точность проделанного вычисления. Вычислить с точностью ε = 10–6:
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21. Даны ε > 0 и 
[image: image79.wmf]0
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. С точностью ε вычислить бесконечную сумму. Рассмотреть два значения х взяв их внутри и вне области сходимости (если таковые есть), но обеспечивающие стремление к нулю общего члена ряда. Для каких х имеет смысл браться за решение задачи? Рассмотреть несколько (не менее пяти) таких значений х. Наибольшее ε взять так чтобы численное решение было более информативным, чем простейшая оценка суммы:
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22.  Найти  первый  член  последовательности, для которого выполняется   (аn+1–аn(< ε. Построить зависимость n  от  ε  для  ε =  0.1, 0.01, …
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23. Используя различные методы интерполяции, вычислить значения 
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. Оценить погрешность.

24. Вычислить указанные интегралы с точностью ( = 10–5, используя формулы прямоугольников, трапеций, Симпсона, Чебышева, Гаусса.
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25. Используя формулу Эйлера, вычислить 
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 с точностью до девятого десятичного знака.

26. Определить постоянную Эйлера 
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 с точностью ( = 0.1, 0.01, 0.001, … Считать, что требуемая точность достигнута, если (Сn +1 – Сn(< (. Предусмотреть вывод n для каждого заданного (.

27. Пользуясь различными численными методами найти решения следующих задач:

а) у( = х2 + у2,   у(0) =1;       б) у(( – 4х2у = –2
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  на [0, 0.75],  если  у(0) =1, у((1) = 0.

Решение искать с четырьмя верными знаками.

28. Используя метод прогонки, найти решение уравнения Пуассона: 
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   в квадрате   0  ( х, у  ( 1  с  граничными   условиями:   

u(y = 0 = u(y = 1 = 1;     u(x = 0 =1;      
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Решение находить с четырьмя верными знаками.

29. Используя различные методы, найти решение интегрального уравнения:
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30. Используя метод исключения неизвестных Гаусса, решить системы следующих линейных уравнений:

     а) 
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31. Дано действительное положительное число (. Методом итераций решить систему линейных алгебраических уравнений с точностью (. 

а) 
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В данной задаче вычисление с точностью ( означает следующее: вычисляется последовательность векторов – приближений 
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, где n – число неизвестных системы,  m = 0, 1, 2, …  Если для некоторого  k  выполнено условие:
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 считается решением системы с точностью (.

32. Для функции y = у(х), заданной таблично своими значениями в точках х0, х1, х2, … , хn вычислить значения интерполяционного многочлена Лагранжа в точках z1, z2, … , zр.

33. Используя рекуррентные соотношения для Ln(х) полиномов Лежандра: 
L0(х) = 1; L1(х) = х;  Ln+1(х) = 
[image: image110.wmf](
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 протабулировать Ln(х) для x([a, b] с шагом h. Предусмотреть ввод n, a, b, h.

34. Найти  корни многочлена Лежандра, заданной степени с точностью ( > 0. Предусмотреть ввод n, (.

35. Используя рекуррентные соотношения для Тn(х) полиномов Чебышева 1-го рода:  Т0(х) = 1;  Т1(х) = х;  Тn+1(х) = 2хТn(х) – Тn–1(х)   рассчитать коэффициенты Тn(х) при заданном n, и протабулировать Тn(х) для x([a, b] с шагом h. Предусмотреть ввод n, a, b, h.
36. Используя рекуррентные соотношения для Ln(х) полиномов Лагерра: 

L0(х) = 1;  L1(х) = х – 1;  Ln+1(х) = (2n +1– х)Ln(х) – n2Ln–1(х)   рассчитать коэффициенты Ln(х) при заданном n, протабулировать Ln(х) для x([a, b] с шагом h, и найти корни многочлена Лагерра. Предусмотреть ввод n, a, b, h.
37. Методом сеток найти решение первой краевой задачи для уравнения теплопроводности: 
[image: image111.wmf]xt
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если: u(x, 0) = sin(x,  0 ( x ( 1;  u(0, t) = et – 1,  0 ( t ( 1; u(1, t) = et – 1,  0 ( t ( 1.  Найти  u(x, t)  применяя  сетку  с шагом   h1x =  h1t  = 0.1  и  h1x= h1t = 0.5. Сравнить два полученных решения.
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