Решение обыкновенных дифференциальных уравнений и их систем
1. Введение

а) Если при решении дифференциального уравнения дополнительно используется значение зависимой переменной (и, может быть, ее производных), в одной точке, то говорят, что мы имеем дело с задачей Коши.

б) Если же используется значение искомой функции (и, может быть ее производных) в нескольких точках, то говорят о решении краевой задачи.


При решении задачи Коши и краевой задачи используются существенно различные методы.

2. Задача Коши

Решается уравнение:  
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При решении задачи Коши применяются:

А. Одношаговые методы, в которых для нахождения следующей точки на кривой  
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 требуется информация лишь об одном предыдущем шаге.

К таким методам относятся метод Эйлера и методы Рунге-Кутта.

В. Методы прогноза и коррекции, в которых для отыскания следующей точки кривой 
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(

x

y

y

=

 требуется информация более чем об одной из предыдущих точек. К числу таких методов относятся методы Милна, Адамса-Башфорта и Хэмминга.

При приближенном решении имеется три источника погрешностей, связанных с численной аппроксимацией:

1. Погрешность округления обусловлена ограничениями на представление чисел в разрядной сетке ЭВМ.

2. Погрешность усечения, возникающая из-за того, что для аппроксимации функций используются не бесконечные ряды, а их конечные частные суммы.

3. Погрешность распространения, являющаяся результатом накопления погрешностей, появившихся на предыдущих этапах вычислений.

4. Метод Эйлера
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[image: image7.wmf]I.) Если в правой части ограничиться   только двумя слагаемыми, то:
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Таким образом, для нахождения каждого следующего значения используется соотношение:
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,   где   n =1, 2, 3, …

Это соотношение и определяет метод Эйлера. Погрешность метода порядка 
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II.) 
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Получена формула, определяющая модифицированный метод Эйлера:
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,   n = 1, 2, 3, ...

Погрешность метода порядка 
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III.) Другое разбиение промежутка (
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) и другие весовые коэффициенты определяют метод Адамса.
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Погрешность метода порядка 
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Увеличение точности достигается сохранением большого количества слагаемых в ряде Тейлора.

4. Методы Рунге-Кутта

Идея повышения точности, с помощью сохранения большего количества слагаемых в ряде Тейлора, лежит в основе методов Рунге-Кутта.

Чтобы удержать в ряде Тейлора n-ю производную, ее надо как-то вычислить. Например, чтобы вычислить третью производную, необходимо иметь значения второй производной, по меньшей мере, в двух точках, т.е. надо знать наклон кривой и в какой-то промежуточной точке интервала (
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). Чем выше порядок сохраняемой производной, тем на большее число интервалов приходится разбивать промежуток (
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Методы Рунге-Кутта дают набор формул для расчета координат внутренних точек и выбора относительных весов в этих точках.

Фактически речь идет о целом семействе методов (в зависимости от выбора внутренних точек и их весов). Наиболее распространенным из них является метод, в котором удерживаются все члены, включая 
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. Для этого метода ошибка на шаге имеет порядок 
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Расчеты при использовании этого, классического метода производятся по формулам:
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Эти две группы формул определяют два различных метода Рунге-Кутта  четвертого порядка каждый. 

И первая, и вторая группы формул имеют погрешность: 
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5. Пример

Решается задача Коши: 
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. Решение проверено различными методами с шагом 0,1. Результаты приведены в таблице:
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Эйлер
Мод. Эйлер
Рунге-Кутта
точное

0
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,1
1,2000
1,2210
1,2221
1,2221

0,5
2,5569
2,7680
2,8274
2,8274

1
7,0472
8,0032
8,5834
8,5836

Комментарии, как говорится, излишни.

6. Метод Рунге-Кутта для системы дифференциальных уравнений

Пусть решается уравнение: 
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Здесь 
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, т.е. уравнения более высокого порядка, чем первый, могут быть сведены к системам уравнений.

Итак, задача Коши имеет вид:       
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А расчетные формулы метода Рунге-Кутта:
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По сути, то же что и было для уравнения первого порядка.

7.  Общая характеристика одношаговых методов

1. В основе методов лежит разложение функций в ряд Тейлора.

2. Не требуется вычисление производных - вычисляется лишь функция, стоящая в правой части уравнения.

3. Для получения информации в новой точке, надо иметь данные лишь в одной предыдущей точке. Это свойство принято называть свойством «самостартования».

4. Свойство «самостартования» позволяет гибко управлять шагом.

8. Методы прогноза и коррекции

При использовании методов прогноза и коррекции используются несколько точек, полученных на предыдущих шагах. Поэтому для старта  в методах прогноза и коррекции предварительно производятся вычисления (с помощью одношаговых методов ) значений в достаточном количестве точек.


Далее вычисления производятся в следующем порядке:

1) По формулам прогноза вычисляется 
[image: image52.wmf])
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2) Из дифференциального уравнения вычисляется 
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3) По формулам коррекции вычисляется 
[image: image54.wmf])
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4) Из дифференциального уравнения вычисляется 
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Далее снова п.3 и п.4 до тех пор, пока величина 
[image: image56.wmf])
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При выборе различных формул прогноза и коррекции получаем различные методы. Для вывода этих формул используется интегральное уравнение:
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9. Метод Милна
Прогноз: 
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Коррекция (формула Симпсона): 
[image: image59.wmf])
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Недостаток метода Милна – неустойчивость. Ошибка имеет тенденцию к экспоненциальному росту (эта особенность свойственна всем формулам, построенным на основе формулы Симпсона).
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10. Метод Адамса-Башфорта
Прогноз: обратная интерполяционная формула Ньютона:
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Коррекция:
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Метод устойчив. Ошибка не имеет тенденции к экспоненциальному росту.
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11. Метод Хэмминга
Прогноз (по Милну): 
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Уточнение прогноза: 
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Коррекция:   
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Метод устойчив. Он позволяет оценивать погрешности на стадиях прогноза и коррекции и устроить их.

12. Характеристика методов прогноза и коррекции
1. Методы не относятся к числу «самостартующих», так как для осуществления очередного шага необходимо иметь информацию о нескольких предыдущих шагах. 

2. Необходимость сохранять данные о нескольких предыдущих шагах приводит к повышенным требованиям по памяти и быстродействию.

3. Одношаговые методы и методы прогноза и коррекции обеспечивают примерно одинаковую точность. Однако методы прогноза и коррекции позволяют оценить погрешность на каждом шаге и, в силу этого, эффективный шаг здесь может быть больше. 

4. Методы прогноза и коррекции обычно требуют примерно вдвое меньше машинного времени, чем методы Рунге-Кутта сравнимой точности. Это тоже может оказаться существенным. 
13. Формула Рунге для локальной погрешности 

Пусть локальная ошибка на шаге: 
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Так как 
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 локальная погрешность на шаге, то мы получили формулу для оценки погрешности на шаге. Эта первая формула Рунге для локальной погрешности. 

 К выбору шага следует относиться осторожно: если шаг 
[image: image80.wmf]h

 мал, то увеличивается время счета и возрастает ошибка накопления, при большом шаге 
[image: image81.wmf]h

 увеличивается локальная погрешность на шаге.

 Если для оценки погрешности пользоваться формулой Рунге, то дважды вычисляется 
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, объем вычислений возрастает втрое, но …

 К достоинству одношаговых методов относится простота старта и гибкое изменение шага. К достоинствам методов прогноза и коррекции относится простота оценки погрешности на шаге.
14. Методы решения краевых задач

Методы решения краевых задач можно разбить на две группы:

А. Методы, основанные на замене решения краевой задачи решением нескольких задач Коши.

В. Методы, в которых используются конечно-разностные формы дифференциального уравнения.

 Изложение (для простоты) будем вести на примере уравнения: 
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15. Методы стрельбы

а) Если дифференциальное уравнение второго порядка является линейным, т.е. имеет вид: 
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, то краевую задачу можно свести к задаче Коши с помощью начальных условий: 
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Найдя решение 
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 задачи Коши, можно поставить другие граничные условия: 
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удовлетворяет и исходному уравнению и исходным граничным условиям.

б) Если решается нелинейное дифференциальное уравнение, то решение можно свести к решению нескольких задач Коши , последовательно вводя в условия различные значения 
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 и стремясь найти решения, удовлетворяющие условию: 
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 К сожалению, метод – слабо эффективен. 
16. Конечно-разностные методы

Методы позволяют свести решение краевой задачи к решению систем алгебраических уравнений. Для решения двухточечной задачи:


[image: image104.wmf])

,

,

(

y

y

x

f

y

¢

=

¢

¢

; 
[image: image105.wmf]A

a

y

=

)

(

; 
[image: image106.wmf]B

b

y

=

)

(

 на 
[image: image107.wmf][

]

b

a

,

 можно промежуток 
[image: image108.wmf][

]

b

a

,

 разбить на  
[image: image109.wmf]n

 равных частей:  
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В точках 
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 (называемых узлами) надо получить значения решения 
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Пользуясь конечно-разностными выражениями для производных можно представить дифференциальное уравнение в виде разностного уравнения.

 Например:   
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 Если записать эти разностные уравнения при  
[image: image118.wmf]1

,...,

3

,

2

,

1

-

=

n

i

 при двух граничных условиях, то получим систему 
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 Если дифференциальное уравнение линейное, то и полученная система линейна и … нет проблем.

 Если дифференциальное уравнение не линейно, то и полученная система не линейна и … надо смотреть.

 Способ построения разностных схем покажем на примере задачи:
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Получилась трехдиагональная система 
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2) Рассмотрим
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Тогда:                    
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и имеем:
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 Получилась пятидиагональная система 
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Если учесть, что из уравнения 
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и можно получить разностную схему:
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Вновь получена трехдиагональная система, но более высокой степени точности.

 Аналогично, оценивая погрешность, получим  
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 и можно построить новую разностную схему.
17. Метод прогонки решения трехдиагональной системы 
       линейных уравнений
Для решения трехдиагональной системы используется метод прогонки, состоящий из двух частей: 

Прямая прогонка:       
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[image: image151.wmf]0

y

 в первое уравнение:


[image: image152.wmf]1

2

1

1

j

+

=

y

c

y

 (Находим, с1, (1 и подставляем во второе уравнение);
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Обратная прогонка: 
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18. Выбор алгоритма решения обыкновенных дифференциальных 

      уравнений

Сформулировать общие правила выбора метода практически невозможно, но все же…

А. Если это задача Коши, то часто можно воспользоваться стандартной готовой программой, если же это краевая задача, то, возможно, придется составить собственную программу.

В. Если задача Коши сложна и вычисление f(x, y) связано с трудностями, то обычно отдают предпочтение одному из методов прогноза и коррекции; если же вычисление f(x, y) не вызывает трудностей, то обычно предпочтение отдается методам Рунге-Кутта.

С. Если в первую очередь важно машинное время, то лучшими будут методы прогноза и коррекции; если определяющим является время подготовки задачи к счету, то следует воспользоваться методами Рунге-Кутта.

Д. Чем выше порядок точности метода, тем более точным будет полученный результат. Но конечно-разностные аналоги производных по мере повышения порядка ведут себя все хуже и хуже. Поэтому погрешности методов при переходе от пятого порядка точности к более высоким порядкам, практически не убывают (по сравнению с громоздкостью вычислений). 

Е. Учет предыдущего опыта может научить очень многому. 
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