Среднеквадратичные приближения

1. Постановка задачи. Пусть в пространстве 
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2.Сведения из функционального анализа

а) Скалярное произведение:    
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в) Метрика:  
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г) Полнота пространства: Любая фундаментальная последовательность элементов пространства  сходится к элементу того же пространства.

д) Сепарабельность пространства: В пространстве существует не более чем счётное всюду плотное множество.

Def: Линейное евклидово бесконечномерное полное сепарабельное про​с​транство с нормой индуцированной скалярным произведением (т.е. 
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Скалярное произведение и норма в гильбертовом пространстве инду​цируют также метрику: 
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EMBED Equation.3[image: image36.wmf]
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Т(. Во всяком гильбертовом пространстве существует не более, чем счетная полная ортонормированная система векторов.

Def: Гильбертово пространство 
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3. Ряды Фурье в гильбертовом пространстве  
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Полученное представление 
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Т(. В гильбертовом пространстве 
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 ряд Фурье любого элемента по полной ортонормированной системе функций сходится к этому элементу.

4. Приближения в гильбертовом пространстве

[image: image225.png]



Пусть 
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Оказывается: Элемент наилучшего приближения существует и единственен.
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Вместо 
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. Эта система имеет единственное решение, ибо ее определитель
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Построение элемента наилучшего приближения особенно просто, если 
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В этом случае элемент наилучшего приближения – частная сумма ряда Фурье элемента 
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 по системе функций 
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5. Оценка точности элемента наилучшего приближения
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При этом (для ортонормированной системы): 
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Здесь учтено, что 
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Для произвольной ортогональной системы: 
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В последних разделах будут рассмотрены некоторые, часто применяемые, системы ортогональных функций.

6. Многочлены Лежандра
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Многочлены Лежандра образуют ортогональную систему в 
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Дифференциальное  уравнение: 
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Рекуррентное соотношение: 
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Наилучшее приближение: 
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7. Многочлены Чебышева I рода
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Многочлены Чебышева I рода образуют ортогональную систему в
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Дифференциальное уравнение.   
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Рекуррентное соотношение: 
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Наилучшее приближение:    
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Точность:  
[image: image115.wmf][

]

ò

-

+

+

+

+

-

-

=

1

1

2

2

2

2

1

2

0

2

2

...

2

2

1

)

(

n

n

C

C

C

C

dx

x

x

f

p

d

.

P.S.   
[image: image116.wmf](

)

;

1

0

=

x

T

     
[image: image117.wmf](

)

;

1

x

x

T

=

      
[image: image118.wmf](

)

;

1

2

2

2

-

=

x

x

T

    
[image: image119.wmf](

)

;

3

4

3

3

x

x

x

T

-

=

    


[image: image120.wmf](

)

;

1

8

8

2

4

4

+

-

=

x

x

x

T

    
[image: image121.wmf](

)

;

5

20

16

3

5

5

x

x

x

x

T

+

-

=

   
[image: image122.wmf](

)

.

1

18

48

32

2

4

6

6

-

+

-

=

x

x

x

x

T


Т(. Если 
[image: image123.wmf])

(

x

f

 на 
[image: image124.wmf]]

1

,

1

[

-

 имеет непрерывную производную 1-го порядка, то ряд Фурье по многочленам Чебышева I сходится равномерно на [–1, 1].

8. Многочлены Чебышева II рода
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9. Многочлены Лагерра


[image: image136.wmf]).

1

,

0

(

.

)

(

),

,

0

[

-

>

>

=

¥

+

Î

-

a

a

x

e

x

x

p

x

x

 
[image: image137.wmf]).

(

)

1

(

)

(

)

(

x

n

n

n

x

n

n

e

x

dx

d

e

x

x

L

-

+

-

-

=

a

a

a


Многочлены Лагерра образуют ортогональную систему в 
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Дифференциальное уравнение: 
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Рекуррентное соотношение: 
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11. Пример
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Для приближения изберем многочлены Чебышева I.
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12. Приближение функций, заданных таблично, по методу 

              наименьших квадратов
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Получим систему: 


[image: image224.wmf](

)

(

)

.

3

8

3

8

3

8

0

0

32

65

8

17

4

1

8

17

0

8

17

2

5

1

2

5

5

0

3

3

3

1

0

2

3

1

2

3

1

2

0

x

x

x

P

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

-

=

Þ

-

=

=

=

=

ï

ï

ï

ï

þ

ï

ï

ï

ï

ý

ü

+

=

=

+

=

+

=


Полученная функция Р3(х) приближает функцию sin(x по методу наименьших квадратов.
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