ИНТЕРПОЛЯЦИЯ СЕТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ

1. Постановка задачи

Проблема интерполяции величин, заданных на дискретном мно​жестве точек, на всю область определения функции непрерывного аргумента тесно связана с построением вариационно-разностных схем и непрерывного представления решений разностных задач. В самом деле, при построении разностных уравнений, как пра​вило, осуществляется процесс дискретизации оператора и реше​ния задачи с помощью подходящих методов проектирования. При этом решение разностной задачи обычно представляет собой при​ближенное решение исходной задачи на дискретном множестве точек. Предположим, что разностная задача решена, и мы распо​лагаем информацией о приближенном решении этой задачи. Даль​нейшее связано с интерполяцией полученных данных на всю область определения решения исходной задачи. Естественно, что при такой интерполяции должны быть соблюдены некоторые усло​вия, а именно: если решение разностного уравнения получено с определенной степенью точности, то порядок интерполяции данных должен согласовываться с порядком аппроксимации разност​ного уравнения и быть не ниже последнего. Если мы располагаем дополнительной информацией о погрешностях приближенного решения, то интерполирование приближенного решения можно осуществить не по точным данным, а с учетом возможных погреш​ностей в узлах. Тогда априорная информация о гладкости реше​ния в некоторых случаях позволит даже уточнить приближенное решение задачи, полученное с помощью тех или иных разностных методов. Конечно, проблема интерполяции данных имеет и само​стоятельное значение.

Алгоритмы интерполяции функций по точным данным, опре​деленным на дискретном множестве точек, как правило, основаны на использовании интерполяционных многочленов Лагранжа. При этом относительно интерполируемой функции ((x) вводится апри​орное предположение о том, что она обладает производными до некоторого порядка. 

Другая, близкая к проблеме интерполяции, задача возникает в том случае, когда значения заданной функции ((x) известны в узловых точках хk не точно, а с некоторой погрешностью, максимальная величина которой для каждой точки задается в качестве априорной информации. В этом случае задача состоит в построении такой кривой, которая бы в известном смысле наилуч​шим образом аппроксимировала функцию, заданную со случай​ными погрешностями в узловых точках. Такая задача обычно решается на основе метода наименьших квадратов.

В последние годы теория интерполяции обогатилась новыми методами, получившими название сплайновых интерполяций. Следует отметить, что сплайном обычно оказывается определенная в области D кусочно-полиномиальная функция, т. е. функция, для которой существует разбиение D на подобласти такое, что внутри каждого элемента разбиения функция представляет собой многочлен некоторой степени m. Кроме того, эта функция, как правило, непрерывна в области D вместе с производными до (m – 1)-го порядка и имеет интегрируемую с квадратом производ​ную порядка m. Наиболее употребительными в технике явились сплайны-многочлены третьей степени.

2. Интерполяция функций одного переменного с помощью
кубических сплайнов
Пусть на отрезке [а, b] вещественной оси х задана сетка а = x0< x1<...< xn= b, в узлах которой заданы значения 
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 функции f(x), определенной на [а, b]. Тогда задача кусочно-куби​ческой интерполяции ставится следующим образом. На отрезке [а, b] необходимо найти функцию g(x), удовлетворяющую требованиям:

1) g(x) принадлежит классу С(2) (а, b), т. е. непрерывна вместе со своими производными до второго порядка включительно;

2) на каждом из отрезков  [хk–1, xk]  g(x)    является, кубическим много-

членом вида:              
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3) в узлах сетки 
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выполняются равенства

g(xk) = fk         (k = 0, 1, .... n);                                           (2)

4) g"(x) удовлетворяет граничным условиям

g"(а) = g"(b) = 0.                                                       (3)

Достоинства выбранной нами интерполяции выяснятся в даль​нейшем, когда мы установим естественное экстремальное свойство так определенной функции g(x).

Покажем, что поставленная задача о нахождении интерполи​рующей кусочно-кубической функции g(x) имеет единственное решение. Для этого воспользуемся сформулированными выше усло​виями 1) –  4).

Так как вторая производная функции g(x) непрерывна и ли​нейна на каждом отрезке сетки [хi–1, xi] (i = 1, ... , n), мы можем записать при хi–1 ( х ( хi:
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где hi = xi – хi–1, mk = g"(xk). Проинтегрируем  дважды  равенство (4). Полу-

чим   
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где Ai и Bi – некоторые константы интегрирования. Они вычис​ляются из условия g(xi–1) = fi–1,  g(xi) = fi. Подставляя x = xi и  x = xi–1 в (5), получим:
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Окончательно имеем:
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Из (7) находим односторонние пределы производной в точ​ках  x1,…, xn–1:
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Согласно условию 1) функции g((х) и g'(х) непрерывны на [а, b]. Из условия непрерывности g'(х) в точках x1, x2, … ,  xn–1 полу​чаем n –1  уравнение
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Дополняя эти уравнения из условий (3) равенствами m0 = mn= 0, получаем линейную алгебраическую систему для нахождения не​известны  m1, m2, … , mn–1:  

Am = Hf.                                                 (9)

Квадратная матрица A имеет вид
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Векторы m и  f  и прямоугольная матрица H таковы:
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Матрица A симметрична, со строгим диагональным преобладанием. По теореме Гершгорина о локализации собственных значений она положительно определена и, разумеется, неособенная. Значит, коэффициенты m1, m2, … , mn–1 определяются из системы (9) однозначно. Следовательно, сплайн-функция g(x) также однозначно восстанавливается по формулам (6) и задача о нахождении ку​сочно-кубической функции g(x) имеет единственное решение.

Кубические сплайн-функции обладают очень важным свойством, которое обусловливает высокую эффективность сплайн-интерполя​ции. А именно, рассмотрим на отрезке [а, b] класс W22[a, b], состоящий из функций, имеющих суммируемые с квадратом вто​рые производные. Поставим задачу отыскания интерполяционной функции
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которая минимизирует функционал
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на классе W22[a, b]. Утверждается, что минимум такого функци​онала достигается на кусочно-кубической сплайн-функции g(x), которую мы только что построили. В самом деле, рассмотрим величину
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Интегрируя по частям и используя свойства функций g и  u(W22, получим
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Но g'" = ck, = const на отрезке [хk–1, xk], поэтому
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Отсюда и из (14) вытекает, что

Ф(g) = Ф(u) – Ф(u – g) ( Ф(u)                              (15) 

для любой функции

u(W22,    u(xk) = fk,     k = 0, 1, ... , n.

Таким образом, на кусочно-кубической функции g(x) реализуется минимум функционала (13). Нетрудно показать, что других точек минимума у функционала нет.

Основываясь на (12), (13), можно дать другое, эквивалент​ное определение кусочно-кубической сплайн-функции: это такая функция из класса W22[a, b], которая принимает в узлах сетки заданное значение и минимизирует функционал (13). Такое свойство сплайн-функций интересно тем, что функционал Ф(u) можно интерпретировать как аналог потенциальной энергии упру​гого стержня, закрепленного в точках плоскости (xk, fk), и на кубических сплайнах реализуется минимум этой энергии.

В рамках этого пункта мы ограничились рассмотрением куби​ческих сплайнов, удовлетворяющих граничным условиям (3), которые представляют собой условия «свободного провисания» интерполяционной кривой в точках а и b. Однако на практике часто бывают известны наклоны интерполяционной кривой в гра​ничных точках. Тогда становится естественным применение условий

g'(a) = f (0,      g'(b) = f 'n.                                       (16a)

Если же мы знаем кривизну кривой в точках а и b, то есте​ственны условия

g"(c) = f (0,         g"(b) = f (n.                                    (16b)

Если об интерполируемой функции известно априори, что она периодична с периодом b – а, то следует применить граничные условия

g'(a) = g'(b),    g"(a) = g"(b).                                (16с)

При этом, конечно,  f0 = fn.

Каким же образом изменится система линейных алгебраиче​ских уравнений (10) при наличии такого ряда (граничных усло​вий)? В простейшем случае (3) мы пополняли систему (8) равенствами m0 = mn = 0. Условия (16а) приведут нас, с учетом (7), к равенствам
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условия (16b) – к равенствам:

m0 = f (0,          mn= f (n,

и, наконец, условия периодичности сплайна (16с) – к равенствам

m0 = mn ,          
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Этими равенствами и следует пополнить систему (8). Конечно, возможно комбинировать условия различных типов в точках а  и  b.

Следует отметить, что кубические сплайны с различными типами краевых условий все равно доставляют минимум функ​ционалу (13), только уже не на всем классе функций W22[a, b], а на подмножестве этого класса, состоящем из функций, удовлет​воряющих данному краевому условию.

3. Кусочно-кубическая интерполяция со сглаживанием

В этом пункте мы опять рассмотрим задачу о гладком воспол​нении функции, которая определена на сетке:  а = x0 < x1 < ... < xn = b.  Однако теперь значения функции 
[image: image26.wmf]k

f

~

, в узлах сетки возмущены некоторой погрешностью. В этом случае не имеет смысла строить интерполяционную функцию, которая в узлах в точности совпа​дает с заданными значениями. Более того, следует построить функцию, которая проходила бы вблизи заданных значений более «плавно», чем интерполяционная. Такие функции называют уже не интерполяционными, а сглаживающими.

Потребуем, чтобы искомая сглаживающая функция g(x) мини​мизировала на классе W22[a, b]  функционал
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где  pk – некоторые положительные числа. В функционале (1(u) скомбинированы интерполяционные условия прохождения кривой вблизи заданных значений и условие минимальности «изгибания» функции. Чем больше весовые коэффициенты pk, тем больший вклад в функционал вносят интерполяционные условия, тем ближе к заданным значениям проходит сглаживающая функция.

Покажем, что решением вариационной задачи (17) является кубический сплайн, т. е. функция, удовлетворяющая требова​ниям 1), 2) и 4) из предыдущего пункта. Пусть u0(W22[a, b] решение задачи. Построим сплайн g(x) такой, что g(xk)  =  u0(xk) (k = 0, 1, ... , n). Второе слагаемое в (17) одинаково для функций g(x)   и   u0(х),  поэтому
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Но, как показано в предыдущем пункте, g(x) – единственная функция, дающая при интерполировании u0(x) минимум выражения 
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Итак, минимум функционала (1(u) достаточно искать в классе кубических сплайнов. Так как кубический сплайн однозначно определяется множеством его значений 
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, то минимизация (1(u) сводится к нахождению минимума функции от переменных (0, (1, … , (n.

Мы уже знаем, что g"(х) – кусочно-линейная функция, причем
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при  x([xk–1, xk], mk = g"(xk), k = 1, ... , n – 1, m0 = mn = 0.  Поэтому
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Производя в формуле (20) интегрирование, получим, что
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Здесь A – известная матрица (10). Итак,
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Ввиду (9) m линейно выражается через ( = ((0, (1, … , (n), а потому (1(g) есть положительно определенная форма от (. Ее экстремумом может быть только минимум, необходимым усло​вием которого является
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Но матрица A не зависит от  (. Поэтому в силу (9)
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Здесь Н определяется формулой (11). Отсюда вытекает, что в векторной форме условие минимума имеет вид
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где 
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, P – диагональная матрица:
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Умножая (23) слева на HP–1, получим, что
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или окончательно, учитывая (9),
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Матрица системы (25) пятидиагональна, симметрична и поло​жительно определена. Систему (25) можно решить, например, методом исключения Гаусса. После того, как вектор m определен, необходимо найти вектор сеточных значений сглаживающего сплайна по формуле, которая легко следует из (23):

( = 
[image: image44.wmf]f

~

– P–lH*m.                                                (26) 

Затем по формуле (6) восстановить сплайн g(x).

4. Гладкие восполнения
Расскажем теперь о другом способе гладкого восполнения сеточных функций, несколько отличном от методов теории сплайн-функций, однако тоже весьма эффективном с алгоритмической точки зрения.

Опишем очень кратко процесс построения интерполяционной функции произвольного класса гладкости Сp. Пусть x1< x2 < ... < xn–1< xn – некоторая фиксированная сетка, в узлах кото​рой известны значения функции f1, f2, …, fn. Предположим, что n  достаточно велико. Фиксируем целое число р << n. Сначала построим интерполяционную функцию класса гладкости Сp на отрезке сетки (х1,х2). Обозначим через Р0(х) многочлен Лагранжа степени не выше р, совпадающий с заданными значениями в узлах сетки x1, x2, ... , xp+1, а через Р1(х) – многочлен Лагранжа также степени не выше р, принимающий заданные значения в узлах x2, x3, ... , xp+2. Построим, далее, многочлен Q1(x) степени не выше 2p+1, который удовлетворяет условиям
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Очевидно, что такой многочлен Q1(x) существует и условиями (27) определен однозначно.

Пусть интерполяционная функция g(x) на отрезке (х1, х2) равна Q1(x). В качестве иллюстрации ограничимся рассмотрением случая р = 1. Тогда на отрезке (х1, х2) многочлен третьей сте​пени Q1(x) запишется в виде

Q1(x) = a0 + a1(х – х1)  + а2(х – х1)2 + a3(х – х1)3;

его коэффициенты вычисляются по формулам
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Интерполяционная функция g(x) на отрезке (х2, х3) строится совершенно аналогично, если за начало отсчета принять точку х2. Очевидно, такой процесс построения g(x) можно продолжить до интервала (хn–p–1, хn–p). Построенный интерполянт g(x) есть кусочно-полиномиальная функция класса гладкости Cp; степень полиномов на интервалах сетки равна 2р+1.

Если положить р = 2 (что соответствует гладкости кубических сплайнов), то мы будем иметь дело с многочленами пятой сте​пени. Степень многочлена выше на два, но зато для построения g(x) не нужно решать линейной алгебраической системы.

Построение интерполяционных функций многих переменных мало, чем отличается от одномерного случая (к которому все и сводится).

Гладкие восполнения обладают хорошими аппроксимирующими свойствами. Именно, при интерполировании функции многих переменных f(Сq восполнением g(х) класса Сp, где р ( q, для самой функции и ее производных справедливы неравенства
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где  мультииндекс  k = (k1, k2, ... , kr) таков,  что  С(р)  зависит только  от  р и не зависит от шага сетки h и функ​ции f.

Гладкие восполнения обладают еще одним свойством. Если построить базисную функцию, т. е. функцию, равную единице в одном узле и нулю в остальных, то для любого р она оказы​вается финитной, причем «радиус» носителя не превышает  р. Если же построить кусочно-кубическую сплайн-функцию, равную единице в одном узле и нулю в остальных, то она вообще не финитна. Это обстоятельство делает гладкие восполнения очень удобными в вариационных задачах, которые решаются методом конечных элементов.

5. Сходимость сплайн функций
В рамках этого пункта мы проиллюстрируем на простейших примерах технику получения оценок сходимости кубических сплайн функций и их производных. Ограничимся для простоты граничными условиями (16а) и, чтобы не усложнять формул, только равномерными сетками. Эти ограничения по ходу доказа​тельств не играют существенной роли.

Введем в рассмотрение одно понятие, которое здесь понадо​бится. Пусть на отрезке [а, b] задана непрерывная функция ((х).

Тогда величина
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представляющая собой максимальное изменение функции ((х) на отрезке длины h в рамках [а, b], называется модулем непрерывности функции ((х).

Пусть теперь на [а, b] задана дважды непрерывно дифферен​цируемая функция f(x), которую мы будем интерполировать кубическим сплайном на сетке с шагом h. Как известно из 2., вторые производные mi от сплайна в узловых точках удовлетворяют системе типа (9):   

Am = Hf.

Трансформируем эту систему следующим образом: разделим обе части на h и вычтем из обеих частей вектор 
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Пусть 
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Ясно, что j-я компонента dj вектора d имеет вид:
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Следовательно, в некоторой промежуточной точке (i из интервала (хj–1, хj+1) справедливо равенство

dj = f(((i).                                                        (34) 

Из вида граничного условия (16а) очевидно, что 

d0 = f(((0),   dn = f(((n).                                         (35)

Если учесть теперь, что сумма коэффициентов в каждой строке матрицы В равна единице (1/6  + 2/3 + 1/6), то

((1 – B) d( ( ((h, f().                                           (36)

Как известно, собственные числа матрицы расположены в объединении кругов комплексной плоскости с центрами, равными диагональным элементам матрицы, и радиусами, равными сумме модулей вне диагональных элементов каждой строки (или столбца). Применяя этот результат к матрице В–1, получим, что

(B–1( ( 3.                                                    (37) 

Следовательно,

(m – d( ( (B–1(((I – B) d( (  3((h, f().                           (38)                                                    

Так как

(f((xj) – dj( ( ((h, f(),                                           (39)

то

(f((xj) – mj( ( 4((h, f().                                          (40)

Так как вторая производная g"(x) от сплайна g(x) кусочно-линей​ная, то

(f((x) – g"(x)( ( 5((h, f().                                          (41)

Ввиду равенства g(xj) = f(xj) на каждом интервале (хj–1, хj) най​дется точка (j, для которой f'((j) = g'((j). Следовательно,
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Повторяя интегрирование, находим
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Таким образом, мы получили оценки сходимости самого сплайна, его первой и второй производной. Отметим, что оценки сохраня​ются для граничных условий (16b) и (16с).

С возрастанием гладкости функции f(x) оценки сходимости улучшаются. Однако при помощи кубических сплайнов нельзя добиться скорости функции выше O(h4), если, конечно, функция f(x) является не кубическим многочленом.
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