Численное интегрирование

1. Формулы прямоугольников, трапеций и парабол (Симпсона)
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Задача 1.  Получить формулы приближенного вычисления:   
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а) Заменим f(x) для 
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 постоянной величиной по значению равной значению f(x) в средней точке. Тогда 
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б) Заменим f(x) для x([–(, (] многочленом первой степени, который на концах промежутка совпадает со значениями интегрируемой функции. Тогда    
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в) Заменим f(x) для x([–(, (] многочленом второй степени, совпадающим с интегрируемой функцией на концах и в середине промежутка интегрирования:

Ищем 
  
[image: image5.wmf]c

bx

ax

y

+

+

=

2

1

  (  
[image: image6.wmf](

)

(

)

(

)

.

;

0

;

2

1

1

1

1

k

k

k

y

y

y

y

y

y

=

=

=

-

-

-

a

a


Т.е. 
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И получаем:
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Задача 2.  Получить формулы для вычисления    
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Разобьем промежуток интегрирования на  n 

равных частей, точками х0, х1, х2, … , хn. Обозначим уk = f(xk), k = 0, 1, 2, …, n; 
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. REF  SHAPE  \* MERGEFORMAT На каждом отдельном промежутке воспользуемся полученными выше формулами для S1, S2, S3 и просуммируем по всем промежуткам. Получим:
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Полученные формулы носят название формул:

а) прямоугольников;  
б) трапеций;  
в) парабол (Симпсона).

Эти формулы, естественно, являются приближенными и, возникает вопрос: каким должно быть выбрано n, чтобы обеспечить необходимую точность вычисленного значения интеграла? 
2. Остаточный член формулы прямоугольников.




Вернемся, к промежутку 
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. На этом промежутке, рассмотрим функцию 
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  Функция 
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Теперь вспомним:
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Разность 
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 это и есть, по сути, ошибка, допущенная при вычислении интеграла. Разложим 
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 с остаточным членом в интегральной форме:
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Тогда:
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В последнем переходе мы учли, что (((( – нечетная функция и, следовательно 
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Здесь 
[image: image28.wmf](

)

(

)

.

x

x

x

a

x

,

,

,

0

-

Î

Î

 Кроме того использован факт, что взвешенное среднее 
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 находится между наибольшим и наименьшим 
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. Далее, мы предположили, что 
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 – непрерывная функция, хотя то же самое можно получить и при более скромных предположениях.

Оценивая ошибку на [a, b], просуммируем ошибки по всем подпромежуткам и еще раз используем теорему о взвешенных средних:
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В итоге оценка сверху для остаточного члена формулы прямоугольников имеет вид:
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3. Остаточные члены формул трапеций и парабол



Без доказательства приведем оценки сверху остаточных членов формул трапеций и парабол:
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4. Пример применения
Вычислить 
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, с точностью до 10-6. 

С целью применения формулы Симпсона находим производные до четвертой включительно:
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)

2

3

12

4

4

2

2

4

x

e

x

x

-

+

-

¾

®

¾

.

Чтобы исследовать поведение  
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(при этом 
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И можно построить эскиз графика функции y(4)(x):

В свете выше сказанного, целесо​обра​зно, вычисляемый  интеграл представить как  сумму трех интегралов:
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*) Для 
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На интеграл I2
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 выделим 0,7 разрешенной ошибки, ибо здесь труднее всего достигнуть необходимой точности. Оценивая остаточный член формулы Симпсона, получаем:
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Отсюда 
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При вычислении I2 по формуле Симпсона надо взять n = 8.

*) Для   
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На интеграл I3
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 выделим 0,2 разрешенной ошибки. Из условия
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получим 
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При вычислении I3 по формуле Симпсона надо взять n = 6.

*) Для   
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Это довольно большая величина, что делает применение формулы Симпсона нецелесообразным. Вместо этого воспользуемся разложением 
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В этом разложении, вследствие знакопеременности ряда имеем:
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Интегрирование разложения 
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а ошибка оценивается следующим образом:


[image: image63.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

3

2

!

1

1

1

0

1

0

+

+

£

£

£

D

ò

ò

n

n

dx

x

r

dx

x

r

n

n

.

Т.е.    
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На интеграл I1
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 осталось 0,1 допустимой ошибки
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и отсюда 
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При вычислении I1 с помощью разложения подынтегральной функции в ряд Маклорена достаточно взять n = 9.

Следует подумать и о том, с какой точностью вычисляются значения подынтегральной функции в точках разбиения для формулы Симпсона. Казалось бы, что, коль скоро, таких точек разбиения много, а каждые 10 слагаемых это один знак точности, то подынтегральную функцию надо вычислять со значительно большей точностью. Однако это не так, ибо в формуле Симпсона есть и деление на n, и, по сути, 
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в точках разбиения достаточно вычислить с точностью в два раза большей, нежели вычисляемый интеграл.

5. Квадратурные формулы Гаусса

Требуется построить формулы, имеющие при заданном числе узлов высшую алгебраическую точность, т.е. узлы и коэффициенты квадратурных формул ищутся из условия, что остаточный член этой формулы обращается в ноль для всех многочленов максимально высокой степени.

Формула численного интегрирования ищется в виде:
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Здесь p(x) > 0 – весовая функция.

Требуется, чтобы для 
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R(f) = 0.

Подставляя функцию f(x) в (1), получаем:


[image: image71.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

+

+

+

+

+

=

+

+

+

ò

ò

ò

m

m

n

b

a

m

m

b

a

b

a

x

a

x

a

x

a

a

C

dx

x

p

x

a

dx

x

xp

a

dx

x

p

a

1

2

1

2

1

1

0

1

1

0

...

...



[image: image72.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

m

n

m

n

n

n

n

m

m

n

x

a

x

a

x

a

a

C

x

a

x

a

x

a

a

C

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

...

...

...

2

2

1

0

2

2

2

2

2

1

0

2

.

Обозначая 
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 и приравнивая коэффициенты при а0, а1, а2, …, аm справа и слева  получим систему:
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2

2

1

1

1

2

2

1

1

0

2

1

ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

m

m

m

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L


В полученной системе m + 1 уравнение и 2n неизвестных. Следовательно, максимальное значение для m будет m = 2n – 1.

Вопросы, которые возникают, по отношению к этой системе :  

1) Разрешима ли система?

2) Действительны ли ее решения?

3) Принадлежат ли 
[image: image75.wmf]i

x

 промежутку [a, b]? 

4) Как решить эту систему?

6. Нахождение узлов интерполяции

Построим многочлен 
[image: image76.wmf](
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, который имеет своими корнями искомые узлы квадратурной формулы.

Т(. Для того чтобы квадратурная формула (1) была точна для любого многочлена степени не выше 2n – 1 необходимо и достаточно, чтобы ее узлы были корнями многочлена 
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, который ортогонален с весом p(x) любому многочлену степени не выше (n – 1), т.е. чтобы 
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 для любого q(x) – многочлена степени не выше (n – 1).   (   (
Можно указать способы построения такого многочлена 
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Введем обозначения:
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И теперь будем вычислять 
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, где q(x) – произвольный многочлен степени не выше (n – 1). Для этого будем последовательно применять формулу интегрирования по частям:
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Здесь интегральное слагаемое равно 0 т.к. q(x) – многочлен степени не выше n – 1 и, следовательно, q(n)(x) = 0. Т.е. должно быть:  
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Но при 
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,  т.е. 
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  и, следовательно, (в силу произвольности 
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Итак, 
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 корнями кратности n. 

Таким образом 
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, где С – некоторая константа. Отсюда 
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.  С подберем из условия, чтобы в 
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 равнялся 1.

Тогда  
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Узлы  интерполяции,  по сути,  есть  корни полиномов Лежандра на [a, b].

Последовательное применение теоремы Ролля показывает, что все корни уравнения 
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 действительны, различны и лежат на (a, b).

Таким образом, 
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 можно употреблять в качестве узлов квадратурной формулы (1) высшей алгебраической точности.

7. Весовые коэффициенты формулы Гаусса

Займемся нахождением коэффициентов 
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Рассмотрим функцию 
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Функция 
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 – многочлен степени (2n – 2) и, следовательно, для  
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[image: image111.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

k

nk

n

k

n

i

i

nk

n

i

b

a

nk

x

C

x

C

dx

x

x

p

2

1

2

2

y

y

y

=

=

å

ò

=

,     (т.к. 
[image: image112.wmf](

)

0

2

=

i

nk

x

y

, если i ( k).

Отсюда:      
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Получена формула для весовых коэффициентов 
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 квадратурной формулы Гаусса высшей алгебраической точности.
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Если 
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Используя формулу Лейбница преобразуем функцию 
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и тогда:     
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Учитывая это:       
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Если учесть, что  
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  многочлен степени (2n – 2) и для него формула (1) точна, то:
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Следовательно:
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И, наконец:     
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Вспомним, что  
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,  т.е. функция симметрична относительно прямой 
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также симметричны относительно 
[image: image138.wmf]2

a

b

x

+

=

.  Также, нетрудно получить, что 
[image: image139.wmf](

)

(

)

n

i

n

n

i

C

C

1

+

-

=

. В этом можно убедиться исходя из формулы для  
[image: image140.wmf](

)

n

k

C

.

Итак: получен способ нахождения узлов квадратурной формулы 
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Построена формула:   
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Эта формула называется формулой Гаусса высшей алгебраической точности.

Произвольный отрезок (a, b) простой заменой переменных может быть сведен к промежутку (–1, 1):  
[image: image144.wmf].
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8. Остаточный член формулы Гаусса

Получение остаточного члена формулы Гаусса для произвольного
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В частности,  при  
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В скобках, для сравнения, указаны значения остаточного члена в формуле Симпсона при тех же значениях n. Сравнение остаточных членов формул Гаусса и Симпсона позволяет говорить о высокой эффективности формулы Гаусса по сравнению с формулой Симпсона.
9. Конкретные случаи формул Гаусса
Для формул Гаусса вида:


[image: image159.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

x

×

+

+

=

+

=

-

å

ò

n

n

n

i

i

n

i

f

n

n

n

x

f

C

dx

x

f

2

(

3

4

1

2

1

(

1

1

1

2

!

2

!

2

2

,

приведем значения  
[image: image160.wmf]i

x

  и   
[image: image161.wmf](

)

n

i

C

:

n = 3.     
[image: image162.wmf]4834

241

669

596

774

0

3

1

,

=

=

-

x

x

;     
[image: image163.wmf]0

2

=

x



[image: image164.wmf](

)

(

)

(

)

9

4

18

5

3

2

3

3

3

1

=

=

=

C

C

C

;

; 
[image: image165.wmf](

)

(

)

(

)

x

6

15750

1

f

f

R

=

.

                   n = 6.       
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10. Формула численного интегрирования Эрмита

Рассмотрим формулу Гаусса для интеграла:
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Ясно, что это частный случай формул Гаусса для  
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– должны быть корнями 
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Оказывается, такими свойствами обладает:
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Таким образом, узлами квадратурной формулы будут корни полинома Чебышева 
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где 
[image: image191.wmf](

)

n

i

x

i

2

1

2

cos

p

-

=

,  получим квадратурную формулу:
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В частности,  при  n = 5, 
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Полученная формула (*) называется квадратурной формулой Эрмита.
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