Проблема собственных значений
1. Постановка задачи
Поставлена задача решения полной проблемы отыскания собственных векторов и собственных значений некоторой матрицы А. Решение задачи можно разделить на следующие этапы:

1. Раскрытие характеристического уравнения.

2. Решение характеристического уравнения.

3. Нахождение собственных векторов по известным собственным значениям.

Решением этих задач мы и займёмся.

2. Метод Данилевского раскрытия характеристического уравнения
Прежде всего: пусть С = В–1АВ (матрицы А и С –  В-подобны) и пусть  Сх = (х, т.е. ( собственные значения оператора  С, а   х – соответствующий ему собственный вектор.

Тогда:  Сх = (х 
[image: image1.wmf]Þ

 В–1АВх = (х 
[image: image2.wmf]Þ

 А(Вх) = ( (Вх) 

Получили:

Т0.  Если операторы А  и  С, В-подобны (С = В–1АВ), то собственные значения у них одинаковы, а собственные векторы у оператора А связаны с собственными векторами  х оператора С соотношением:    у = Вх .
      Метод Данилевского раскрытия характеристического многочлена состоит в  приведении оператора  А к подобному ему оператору  F, матрица которого имеет нормальную форму Фробениуса, т.е.: 
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Для оператора  F  характеристический многочлен запишется в виде:
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а его корни будут совпадать с корнями характеристического многочлена для оператора  А.
Раскрывая определитель, получим: 

(–1 )n[(n – р1( n–1 – р2(n–2  – …  – рn–1(pn] = 0,
т.е. характеристическое уравнение имеет вид:  

(n – р1( n–1 – р2(n–2  – …  – рn–1(pn = 0.
      Вопрос: как же привести матрицу  А  с помощью преобразования подобия к нормальной форме Фробениуса?

Рассмотрим это на примере матрицы четвертого порядка:

1. 
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2. Разделим 3й столбец на 
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 (если 
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3. Из iго столбца полученной матрицы вычтем третий столбец, умноженный на a4i.
Получим матрицу:
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Этот процесс эквивалентен умножению матрицы А справа на  В1, где 
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.     Тогда   
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[image: image11.wmf]


Применяя к матрице  А  преобразование подобия, получим: 
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Продолжаем процесс:
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[image: image14.wmf];
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Аналогично, найдем В3, В3–1 и  С3 = В3–1С2В3 , где    
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, т. е. матрица  А  с помощью преобразования подобия приведена к виду:    

С3 = В3-1В2–1В1–1АВ1В2В3 = В–1АВ.
Учитывая, что при преобразовании подобия корни характеристического многочлена не  меняются, найдём собственные значения С3 и  (что, то же самое)  А.  
Собственные векторы найдем из системы:
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Пологая хn = 1, находим собственный вектор матрицы  С  

х = ((n – 1, (n – 2, (n – 3,  …  , (2, (, 1)
и, вспоминая, что у = Вх будет собственным вектором оператора А; найдём собственные вектора оператора А.

Таким образом, полная проблема собственных значений и собственных векторов оператора А решена.

3. О границах собственных значений
Чтобы решать характеристическое уравнение желательно иметь представление о расположении его корней. Кроме того, часто возникает необходимость знать границы собственных значений и не требуется сам характеристический многочлен. 

Решение такой задачи, рассмотрим, для простоты, в случае симметрической матрицы. Тогда существует n действительных собственных значений и ортонормированный базис из собственных векторов:

 Пусть (1 ( (1 ( (1 ( … ( (n – собственные значения матрицы, а е1, е2, е3, … , еn – ее собственные векторы.

Тогда    
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и получаем    
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         Это неравенство называется неравенством Рэлея.  
         Из неравенства Релея следует, что  
[image: image24.wmf];

)

,

(

)

,

(

inf

min

x

x

x

Ax

n

R

x

Î

=

l

  
[image: image25.wmf])

,

(

)

,

(

sup

max

x

x

x

Ax

n

R

x

Î

=

l

.

4. Геометрическая интерпретация неравенства Рэлея
[image: image48.png]



Пусть х – произвольный вектор из Rn;    Ах – результат действия оператора  А  на  х.   На луче, служащем продолжением вектора  х отложим отрезки ОQ1,OQ2, … , OQi, .. ,OQn, так, что (OQi(= (.    Тогда:
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т. е. ∠ 
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. Получили геометрическую интерпретацию неравенства Рэлея:
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Если через точку С провести произвольные прямые СЕ и СF, пересекающие ОВ  в точках Е  и F, и если ∠ ECF 
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, то на отрезке EF имеется, по крайней мере, одно собственное значение.
Из неравенства Рэлея мы возьмем следующие два важных факта:

1.                                                          2.

х – произв. вектор; (х, х) = 1            а – произв. вещ. число; х – произв. вектор 

  (  ( (Ах, х)


           (х, х)=1,   
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  Тогда, если 
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    имеется, по крайней мере, одно собств.   
  то на [а, b] имеется по крайней                значение.
  мере одно собств. значение.
 


Доказательство:


1) 
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       Пусть СЕ = а < ОD,  ∠ЕСF = 
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  Тогда ЕD.DF = CD2 =
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;   OF = OD + DF = 
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 EMBED Equation.3  [image: image37.wmf]b
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  и по принципу Рэлея утверждение доказано.   

2) ОG = а.  Точки  Е и  F – строятся как точки пересечения окружности радиуса  GC  и прямой   ОВ.   При этом  ЕG = FG = 
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    т. к. ∠ЕСP = 
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,  то по принципу Рэлея утверждение доказано.

5. Отыскание наибольшего по модулю собственного значения
Пусть     
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.  И получаем, что для достаточно больших  k:                    
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т. е. вектор 
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 близок к собственному вектору матрицы  А, соответствующему максимальному по модулю собственному значению (1 и 
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. Постоянство отношения по  является критерием приближения к  собственному значению.
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