
ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ
Çàäà÷è äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé (7 ñåìåñòð)

Â.Ì.Ãàëèöêèé, Á.Ì.Êàðíàêîâ, Â.È.Êîãàí. Çàäà÷è ïî êâàíòîâîé
ìåõàíèêå.�Ì.: Íàóêà, 1981.

5.1. Äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì s = 1/2 íàéòè èç ðåøåíèÿ çàäà÷è íà
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïèíîâûå ôóíêöèè Ψsi

(i =
1, 2, 3), îïèñûâàþùèå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ñ îïðåäåëåííîé ïðîåêöèåé ñïèíà
íà êîîðäèíàòíûå îñè x, y, z.

5.2. Óêàçàòü âèä îïåðàòîðà ïðîåêöèè ñïèíà ŝn íà ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåíèå,
îïðåäåëÿåìîå åäèíè÷íûì âåêòîðîì n.

×åìó ðàâíî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü n â ñîñòîÿíèè ñ
îïðåäåëåííîé ïðîåêöèåé ñïèíà sz = ±1/2 íà îñü z?

Êàêîâû âåðîÿòíîñòè ïðîåêöèè ñïèíà±1/2 íà íàïðàâëåíèå n â óêàçàííûõ
ñîñòîÿíèÿõ?

5.3. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà f̂ = a+ bσ̂ (a � ÷èñëî, b
� îáû÷íûé âåêòîð, σ̂ � ìàòðèöû Ïàóëè).

5.4. Ìîãóò ëè êâàäðàòû ïðîåêöèé ñïèíà ýëåêòðîíà íà îñè x, y, z èìåòü
îäíîâðåìåííî îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ?

5.6. Óáåäèòüñÿ â ïîëíîòå ñèñòåìû èç ÷åòûðåõ äâóõðÿäíûõ ìàòðèö
1̂, σ̂x, σ̂y, σ̂z.

Ïîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé
ìàòðèöû 2-ãî ðàíãà Â ïî ýòèì ìàòðèöàì

Â = a01̂ + axσ̂x + ayσ̂y + azσ̂z ≡ a0 + aσ̂

ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì

a0 =
1

2
SpÂ, a =

1

2
Sp(σ̂Â).

5.7. Êàêîâ ÿâíûé âèä îïåðàòîðîâ: |σ̂z|, |σ̂|, σ̂ [σ̂σ̂]?
5.8. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå (aσ̂)n ãäå a � îáû÷íûé (÷èñëîâîé) âåêòîð,

σ̂ � ìàòðèöû Ïàóëè, n � öåëîå ÷èñëî.
5.9. Íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå îïåðàòîðà âèäà F̂ = F (a+bσ̂), ãäå F (x)

� ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x, a = const, b � îáû÷íûé âåêòîð.
Ðàññìîòðåòü, â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð F̂ = exp(iaσ̂).
5.11. Äëÿ ñïèíà s = 1/2 óêàçàòü âèä ïîâûøàþùåãî è ïîíèæàþùåãî

îïåðàòîðà ŝ± è ðàññìîòðåòü èõ äåéñòâèå íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψsz .
Êàêîâû îïåðàòîðû ŝ2

±?
5.12. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàåìîãî ñïèíîâîé âîëíîâîé

ôóíêöèåé

Ψ = eiγ

(
cosα

eiβ sinα

)
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(ýòî åñòü íàèáîëåå îáùèé âèä íîðìèðîâàííîé âîëíîâîé ôóíêöèè ñïèíîâîãî
ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì s = 1/2; 0 ≤ α ≤ π/2, 0 ≤ β < 2π),
ìîæíî óêàçàòü òàêóþ îñü â ïðîñòðàíñòâå, ïðîåêöèÿ ñïèíà íà êîòîðóþ
èìååò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå +1/2. Íàéòè ïîëÿðíûé è àçèìóòàëüíûé
óãëû ýòîé îñè.

5.13. Íàéòè ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû P̂sz=±1/2 íà ñîñòîÿíèÿ ñ îïðå-
äåëåííûì çíà÷åíèåì ïðîåêöèè ñïèíà sz = ±1/2 íà îñü z.

5.14. Íàéòè ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû P̂sn=±1/2 íà ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííûì
çíà÷åíèåì ïðîåêöèè ñïèíà±1/2 íà îñü, íàïðàâëåíèå êîòîðîé îï- ðåäåëÿåòñÿ
åäèíè÷íûì âåêòîðîì n.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îïåðàòîðîâ íàéòè ñïèíîâûå ôóíêöèè Ψsn=±1/2.
5.15. Äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì s = 1/2 óêàçàòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñïèíîâîé âîëíîâîé ôóíêöèè

Ψ =

(
ψ1

ψ2

)

ïðè âðàùåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë ϕ0 îòíîñèòåëüíî îñè, íàïðaâëåíèå
êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì n0.

Ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà Φ∗Ψ ≡ ϕ∗1ψ1+ϕ
∗
2ψ2 íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óêàçàííîì

ïðåîáðàçîâàíèè, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì.
5.17. Äëÿ äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì s = 1/2 íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

ΨSSz îïåðàòîðîâ ñóììàðíîãî ñïèíà (òî÷íåå, åãî êâàäðàòà) è åãî ïðîåêöèè
íà îñü z.

Âèä ôóíêöèèΨ10 èΨ00 íàéòè îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ, ó÷èòûâàÿ
íàèáîëåå îáùèé âèä ôóíêöèè, îòâå÷àþùåé Sz = 0

ΨSz=0 = C1

(
1

0

)
1

(
0

1

)
2

+ C2

(
0

1

)
1

(
1

0

)
2

à) íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ŝ2;
á) âîñïîëüçîâàâøèñü îïåðàòîðàìè Ŝ±.

5.18. Ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð σ̂1, σ̂2 â ñîñòîÿíèÿõ ñèñòåìû èç äâóõ
÷àñòèö, îòâå÷àþùèõ îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ ñóììàðíîãî ñïèíà, òàêæå
èìååò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå.

5.20. Ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèå (σ̂1σ̂2)
2 â âèäå, ñîäåðæàùåì ìàòðèöû

Ïàóëè σ̂1,2 â ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé. Èíäåêñû 1, 2 ó ìàòðèö îçíà÷àþò,
÷òî ýòè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â ïðîñòðàíñòâå
ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ 1-é è 2-é ÷àñòèö.

5.21. Íàéòè ÿâíûé âèä îïåðàòîðà F̂ = F (a + b σ̂1σ̂2), ãäå F (x) �
ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x, a è b � íåêîòîðûå ÷èñëà.
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5.22. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò çàäà÷è 5.18, íàéòè ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû
P̂S=0, 1 íà ñîñòîÿíèÿ äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì s = 1/2, îòâå÷àþùèå îïðåäåëåííîìó
çíà÷åíèþ ñóììàðíîãî ñïèíà ÷àñòèö.

5.24. Äëÿ ñèñòåìû èç äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì s = 1/2 íàéòè ïðîåêöèîííûå
îïåðàòîðû P̂SSz íà ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ñóììàðíîãî
ñïèíà S è åãî ïðîåêöèè Sz íà îñü z.

5.25. Íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ
îïåðàòîðîâ:

a)V̂1 = a(σ̂1z + σ̂2z) + bσ̂1σ̂2.

Ïàðàìåòðû a, b - âåùåñòâåííû, òàê ÷òî îïåðàòîðû V̂1,2 � ýðìèòîâû.
5.26. ÑïèíûN ÷àñòèö, ðàâíûå s êàæäûé, ñêëàäûâàþòñÿ â ðåçóëüòèðóþùèé

ñïèí S = Ns. Êàêîâ ñóììàðíûé ñïèí ëþáûõ 2; 3; ...;n ÷àñòèö â óêàçàííîì
ñîñòîÿíèè?

5.27. Ñïèíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû èç N ÷àñòèö ñî ñïèíîì s = 1/2
èìååò âèä

Ψ =

(
1

0

)
1

(
1

0

)
2

...

(
1

0

)
n

(
0

1

)
n+1

...

(
0

1

)
N

.

Íàéòè â óêàçàííîì ñîñòîÿíèè ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ñóììàðíîãî
ñïèíà ñèñòåìû ÷àñòèö.

5.28. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ n = 1 è n =
N − 1 íàéòè âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû S ñóììàðíîãî
ñïèíà ñèñòåìû ÷àñòèö.

5.29. Ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì s = 1/2 õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûìè
çíà÷åíèÿìè êâàíòîâûõ ÷èñåë l,m, sz. Íàéòè â óêàçàííîì ñîñòîÿíèè âåðîÿòíîñòè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïîëíîãî ìîìåíòà j = 1 + s ÷àñòèöû.

5.30. Ñîñòîÿíèå íåêîòîðîé ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûìè
çíà÷åíèÿìè êâàíòîâûõ ÷èñåë J (ìîìåíò ñèñòåìû) è Jz = J . Íàéòè âåðîÿòíîñòè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïðîåêöèè ìîìåíòà Jn íà îñü, íàïðàâëåíèå êîòîðîé
â ïðîñòðàíòñâå îïðåäåëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì n.

5.32. Ïîêàçàòü, ÷òî ñïèíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû èçN ÷àñòèö ñî ñïèíîì
s = 1/2, îòâå÷àþùàÿ ñîñòîÿíèþ ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì
S = N/2 ñóììàðíîãî ñïèíà, ñèììåòðè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå
ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ ëþáûõ äâóõ ÷àñòèö.

Èìåþò ëè îïðåäåëåííóþ ñèììåòðèþ ñïèíîâûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå
äðóãèì çíà÷åíèÿì ñóììàðíîãî ñïèíà? Ñðàâíèòü ñî ñëó÷àåì N = 2.

11.19. Íàéòè âîçìîæíûå òåðìû âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé àòîìà ñ ýëåêòðîííîé
êîíôèãóðàöèåé ( ñâåðõ çàïîëåííûõ îáîëî÷åê; n 6= n′):
a) nsn′p; ) npn′p; ) npn′d .

11.20. Íàéòè âîçìîæíûå òåðìû àòîìà ñî ñëåäóþùåé ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèåé
(ñâåðõ çàïîëíåííûõ îáîëî÷åê):
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) (np)2; ) (np)3; ) (np)4; ) (nd)2.
Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ãóíäà, óêàçàòü íîðìàëüíûé òåðì àòîìà.
11.21. Îïðåäåëèòü îñíîâíûå òåðìû àòîìîâ N,CL è èîíîâ N+, Cl+.
11.22. Êàêîâà ÷åòíîñòü àòîìíûõ òåðìîâ, èìåþùèõ ýëåêòðîííóþ êîíôèãóðàöèþ

(ñâåðõ çàïîëíåííûõ îáîëî÷åê):
) (ns)k; ) (np)k; ) (nd)k; ) (np)k(nd)i?

11.23. Óêàçàòü àòîìíûå òåðìû, âîçìîæíûå äëÿ ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèè
(nl)2.

11.24. Êàêîâû ìóëüòèïëåòíîñòü 2S+1 è ïîëíûé îðáèòàëüíûé ìîìåíò
L îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà ñ ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèåé (nl)k ñâåðõ
çàïîëåííûõ îáîëî÷åê?

11.25. Êàêîâî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåçàâèñèìûõ ñîñòîÿíèé (íå òåðìîâ!)
àòîìà, îòâå÷àþùèõ ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèè (nl)k ñâåðõ çàïîëíåííûõ
îáîëî÷åê?

11.29. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè íåéòðàëüíîãî
àòîìà ñîãëàñíî ìîäåëè Òîìàñà � Ôåðìè, íàéòè çàâèñèìîñòü îò Z ñðåäíåãî
ðàññòîÿíèÿ ýëåêòðîíà îò ÿäðà è ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êâàäðàòà ýòîé âåëè÷èíû.
Êàêîâî çíà÷åíèå < rn > äëÿ n ≥ 3?

11.30. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî èìïóëüñàì â íåéòðàëüíîì
àòîìå ñ çàðÿäîì ÿäðà Z ñîãëàñíî ìîäåëè Òîìàñà � Ôåðìè. Ó÷åñòü, ÷òî
óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ χ(x) ýòîé ìîäåëè, îïðåäåëÿþùàÿ îáúåìíóþ ïëîòíîñòü
ýëåêòðîíîâ, ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì x.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, íàéòè çàâèñèìîñòü îò çàðÿäà ÿäðà
Z ñðåäíèõ âåëè÷èí èìïóëüñà è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà.

11.31. Â ðàìêàõ ìîäåëè Òîìàñà � Ôåðìè äëÿ íåéòðàëüíîãî àòîìà
íàéòè çàâèñèìîñòü îò çàðÿäà ÿäðà Z: à) õàðàêòåðíîé âåëè÷èíû îðáèòàëüíîãî
ìîìåíòà ýëåêòðîíà; á) ýíåðãèè ïîëíîé èîíèçàöèè àòîìà.

11.33. Â ìîäåëè Òîìàñà � Ôåðìè äëÿ íåéòðàëüíîãî àòîìà âûðàçèòü
÷åðåç ýëåêðîííóþ ïëîòíîñòü n(r) êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîíîâ, ýíåðãèþ
èõ âçàèìîäåéñòâèÿ äðóã ñ äðóãîì è ñ ÿäðîì.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, òåîðåìó âèðèàëà è ïîâåäåíèå íà
ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ r → 0 ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñàìîñîãëàñîâàííîãî
ïîëÿ ýëåêòðîíîâ è ÿäðà

ϕ(r) ≈ Z

r
− 1, 80Z3/4,

ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ïîëíîé èîíèçàöèè àòîìà.
11.34. Â ïðèáëèæåíèè Òîìàñà � Ôåðìè ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé

ýíåðãèè íåéòðàëüíîãî àòîìà ÷åðåç ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü n(r).
Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèîíàë E[n(r)], ïîêàçàòü, ÷òî íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ

(
∫
n(r)dV = Z), ìèíèìèçèðóþùàÿ ýòîò ôóíêöèîíàë, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
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óðàâíåíèÿ Òîìàñà � Ôåðìè.
Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, íàéòè ýíåðãèþ ïîëíîé èîíèçàöèè

àòîìà âàðèàöèîííûì ìåòîäîì, âûáðàâ óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ χ(x)
ìîäåëè â âèäå χ(x) = A exp(−αx), α � âàðèàöèîííûé ïàðàìåòð. Ñðàâíèòü
ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè èîíèçàöèè è ïðîáíóþ ôóíêöèþ χ(x)
ïðè ìàëûõ x ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè òî÷íîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

11.35. Èñïîëüçóÿ ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëàE [n (r)], óñòàíîâëåííûå
â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, äîêàçàòü â ðàìêàõ ìîäåëè Òîìàñà � Ôåðìè: a)òåîðåìó
âèðèàëà; á) ñîîòíîøåíèå Ue = −7Uee ìåæäó åíåðãèÿìè âçàèìîäåéñòâèÿ
ýëåêòðîíîâ äðóã ñ äðóãîì Uee è ñ ÿäðîì Ue .

13.4. Íàéòè â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ è ïîëíîå
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö â ïîëÿõ U(r), óêàçàííûõ íèæå. Èññëåäîâàòü
ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ìàëûõ è áîëüøèõ ýíåðãèé ÷àñòèö. Óêàçàòü óñëîâèÿ
ïðèìåíèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ.

a)U(r) = αδ(r −R); )U(r) = U0e
r/R; )U(r) =

α

r
er/R; )U(r) = α/r2;

)U(r) =

{
U0, r < R,
0, r > R;

)U(r) = U0e
−r2/R2

13.6. Ïîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ
ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö σ(E) â ïðîèçâîëüíîì öåíòðàëüíîì ïîëå
U(r) êàê ôóíêöèÿ ýíåðãèè óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

d

dE
[Eσ(E)] ≥ 0,

ò.å. Eσ(E) � ìîíîòîííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ ýíåðãèè E.
13.7. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèö â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ (ò.å. ïðè

U(r) ≤ 0) èëè â ïîëå îòòàëêèâàíèÿ (U(r) ≥ 0) â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè
áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ σ(E)
èìåþò ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E = 0.

13.13. Âûðàçèòü â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ íà
äâóõ îäèíàêîâûõ ñèëîâûõ öåíòðàõ, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè a äðóã
îò äðóãà, ò. å. U(r) = U0(r)+U0(r−a), ÷åðåç àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ fB

0 íà
îäíîì öåíòðå U0(r).

Íàéòè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñå÷åíèÿìè ðàññåÿíèÿ íà äâóõ è íà îäíîì
öåíòðaõ â ñëó÷àÿõ:

a) ka � 1 (ïðè ýòîì âåëè÷èíà kR ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, R �
ðàäèóñ äåéñòâèÿ ñèë îòäåëüíîãî öåíòðà);
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á) kR ∼ 1 è a � R (ò.å. ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ìíîãî áîëüøå
ðàäèóñà äåéñòâèÿ ñèë îòäåëüíûõ öåíòðîâ).

13.17. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ôàçîâûõ ñäâèãîâ δl(k) â óñëîâèÿõ
ïðèìåíèìîñòè áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ðàçëîæåíèÿ
ïî ïàðöèàëüíûì âîëíàì àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì èç òåîðèè ôóíêöèé Áåññåëÿ
ñîîòíîøåíèåì (x, y > 0):

sin
√
x2 + y2 − 2xy cosϕ√

x2 + y2 − 2xy cosϕ
=

=
π

2
√
xy

∞∑
l=0

(2l + 1)Jl+1/2(kx)Jl+1/2(ky)Pl(cosϕ).

13.19. Â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ íàéòè ïîâåäåíèå
ôàçîâûõ ñäâèãîâ ïðè ýíåðãèè ÷àñòèöûE → 0. Îãðàíè÷èòüñÿ ïîòåíöèàëàìè
U(r), óáûâàþùèìè ïðè r → ∞ áûñòðåå äþáîé ñòåïåíè r (íàïðèìåð,
U∞ e−r/R).

13.20. Íàéòè ïîâåäåíèå áîðíîâñêèõ ôàçîâûõ ñäâèãîâ δB
l (k ñ ôèêñèðîâàííûì

çíà÷åíèåì l ïðè k →∞. Îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ïîòåíöèàëîâ, ïîâåäåíèå
êîòîðûõ ïðè r → 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ rU(r)→ 0.

13.22. Íàéòè â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ôàçîâûå ñäâèãè s-âîëí (l =
0) â ïîëÿõ: à) U(r) = U0Rδ(r −R); á) U(r) = U0e

−r/R.
Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, íàéòè äëÿ óêàçàííûõ ïîëåé ñå÷åíèå

ðàññåíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö.
13.23. Âîññòàíîâèòü ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ U(r) ïî ôàçå ðàññåÿíèÿ

δ0(k) (l = 0), ñ÷èòàÿ åå èçâåñòíîé ïðè âñåõ ýíåðãèÿõ ÷àñòèöû è ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî |δ0(k)| � 1.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ðàññìîòðåòü çàâèñèìîñòè
δ0(k) âèäà:
a) δ0(k) = const;
á) δ0(k) = αk

1+βk2 .

Â ñëó÷àå á) ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòîì 13.22, á.
13.24. Íàéòè òî÷íûå çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ ñäâèãîâ s-âîëí â ïîëÿõ:

a) U(r) =

{
∞, r < R,
0, r > R;

) U(r) =

{
−U0, r < R,
0, r > R.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, íàéòè äëÿ óêàçàííûõ ïîëåé ñå÷åíèÿ
ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö. Óêàçàòü óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ
âûðàæåíèé.
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