2.1.2. Дисперсионное уравнение для холодной пучково-плазменной системы 


в магнитном поле





�
Рассмотрим влияние магнитного поля на возбуждение электростатических МГД-неустойчивостей. Магнитное поле будем считать средней величины: удерживающее электроны и неудерживающее ионы. Иными словами: ларморовский радиус электронов много меньше размеров системы, а ларморовский радиус ионов - много больше, или что то же самое - будем рассматривать диапазон возбуждаемых частот, отвечающий условию:


� EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���


где  � EMBED Equation.2  ���,� EMBED Equation.2  ��� - циклотронные частоты, соответственно, ионов и электронов.


� EMBED Equation.2  ���


Такие условия соответствуют наиболее часто встречающимся на практике: как правило транспортировка электронных пучков в плазменных волноводах осуществляется в продольных магнитных полях именно «средней» величины.


В отличие от рассмотренного ранее случая холодной пучково-плазменной системы без магнитного поля, где колебания всех частиц пучка и плазмы осуществлялись вдоль электрического поля  � EMBED Equation.2  ���, при наличии магнитного поля  � EMBED Equation.2  ��� «средней» величины и угла  (  между направлением вектора напряженности осциллирующего электрического поля и вектором магнитного поля колебания электронов будут происходить только вдоль проекции  � EMBED Equation.2  ��� на  � EMBED Equation.2  ���. Колебания же ионов будут по-прежнему совершаться вдоль � EMBED Equation.2  ���.


Появление угла  (  обусловлено пространственной ограниченностью реальных систем. Так, например, если рассмотреть реальный цилиндрический пучкопровод  радиусом  � EMBED Equation.2  ��� и длиной  � EMBED Equation.2  ���, ось которого совпадает с направлением магнитного поля. В таком пучкопроводе есть продольная � EMBED Equation.2  ��� и поперечная � EMBED Equation.2  ��� составляющие волнового вектора � EMBED Equation.2  ���:


� EMBED Equation.2  ���,   где  n =1, 2,...


� EMBED Equation.2  ��� в случае, когда � EMBED Equation.2  ���, или


� EMBED Equation.2  ��� для � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���


так, что  � EMBED Equation.2  ���


�Итак, пусть имеется квазинейтральная (� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���) холодная (� EMBED Equation.2  ���) однородная, безграничная плазменно-пучковая система, находящаяся в продольном магнитном поле  � EMBED Equation.2  ��� «средней» напряженности � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ��� вдоль которого распространяется пучок заряженных частиц со скоростью � EMBED Equation.2  ���. Под действием осциллирующего электрического поля  � EMBED Equation.2  ���возникают колебания  � EMBED Equation.2  ��� и  � EMBED Equation.2  ���на фоне стационарных уровней � EMBED Equation.2  ���и � EMBED Equation.2  ��� так что  � EMBED Equation.2  ��� и  � EMBED Equation.2  ��� (ввиду отсутствия у электронов и ионов плазмы направленных скоростей, � EMBED Equation.2  ��� и  � EMBED Equation.2  ���) Рассматривается начальная стадия неустойчивости:  


� EMBED Equation.2  ���(( � EMBED Equation.2  ��� и  � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���. 


При этом, � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���. 


Задача решается в МГД-приближении:


� EMBED Equation.2  ���


Здесь заряд электронов  � EMBED Equation.2  ���, а заряд ионов � EMBED Equation.2  ���(ионы считаем однозарядными), где  � EMBED Equation.2  ��� - элементарный заряд иона.


Прежде чем решать систему уравнений, произведем линеаризацию:





1. Уравнение Пуассона (1):


� EMBED Equation.2  ���


Здесь  � EMBED Equation.2  ��� в силу квазинейтральности. Т.о., линеаризованное уравнение Пуассона принимает вид:


� EMBED Equation.2  ���


Для решения данного уравнения необходимо знать � EMBED Equation.2  ���, которые можно получить из уравнений непрерывности (2) для соответствующих сортов частиц.


�



��2. Уравнение непрерывности (2):


� EMBED Equation.2  ���


Здесь:


� EMBED Equation.2  ��� в силу стационарности концентрации частиц; 


� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� в силу однородности концентрации частиц; 


� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� в силу однородности скорости частиц пучка; 


� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���  в силу второго порядка малости.


Т.о., линеаризованное уравнение непрерывности имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���


Т.к. � EMBED Equation.2  ���, то и  � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���. Поэтому:


� EMBED Equation.2  ���


Отсюда:


  � EMBED Equation.2  ���


Видно, что значения осциллирующих добавок плотности частиц  � EMBED Equation.2  ��� выражаются через величины осциллирующих добавок скорости частиц  � EMBED Equation.2  ���, определяемых из уравнений движения (3).


�3. Левая часть уравнения движения (3):


� EMBED Equation.2  ���


Здесь: 


� EMBED Equation.2  ��� в силу стационарности скорости пучка;


� EMBED Equation.2  ��� в силу однородности скорости пучка; 


� EMBED Equation.2  ��� в силу второго порядка малости.


Правая часть уравнения движения:


� EMBED Equation.2  ���


Здесь � EMBED Equation.2  ��� в силу параллельности векторов.


Введем единичный вектор  � EMBED Equation.2  ��� вдоль направления магнитного поля. Тогда магнитная составляющая в уравнении движения перепишется в виде:


� EMBED Equation.2  ���


где  � EMBED Equation.2  ���- циклотронная частота частиц сорта � EMBED Equation.2  ���,  знак «плюс» соответствует ионам, знак «минус» - электронам. 


Таким образом, линеаризованное уравнение движения принимает вид:


� EMBED Equation.2  ���


Т.к. � EMBED Equation.2  ���, то и  � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���. Поэтому: 


� EMBED Equation.2  ���


Отсюда, скорость частиц сорта � EMBED Equation.2  ���,   определяется как:


� EMBED Equation.2  ���


Обозначив � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���- частота с учетом доплеровского сдвига. (Для частиц плазмы � EMBED Equation.2  ���.) Тогда:


� EMBED Equation.2  ���


Учтем, что:


� EMBED Equation.2  ���


Окончательно, компоненты приведенного уравнения движения (3/) принимают вид:


� EMBED Equation.2  ���


Подставив � EMBED Equation.2  ���в уравнение (5), а � EMBED Equation.2  ���- в уравнение (4), получим:


� EMBED Equation.2  ���


Используя данные уравнения, рассмотрим отдельно движение ионов и электронов в магнитных полях «средней» величины: � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���.


а). Электроны плазмы:


 � EMBED Equation.2  ���.


� EMBED Equation.2  ���





� EMBED Equation.2  ���


При  � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���:    � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���


                             и   � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���


а т.к. компоненты электрического поля  Ех, Еу и  Еz - величины одного порядка, то � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���. Аналогично и  � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���.


Т.о., в условиях замагниченности электронов, движением поперек магнитного поля можно пренебречь и рассматривать колебания только вдоль магнитного поля:


� EMBED Equation.2  ���


б). Ионы плазмы:


� EMBED Equation.2  ���.


� EMBED Equation.2  ���


При  � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���:  


� EMBED Equation.2  ���  и  � EMBED Equation.2  ���((1


Тогда:                       � EMBED Equation.2  ���. 


Аналогично:           � EMBED Equation.2  ���


При этом:                 � EMBED Equation.2  ���


Таким образом: 


            � EMBED Equation.2  ���


Т.е., магнитные поля «средней» величины практически не оказывают влияния на движение ионов, которые совершают колебания вдоль электрического поля.


в). Электроны пучка:


� EMBED Equation.2  ���.


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


При  � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���, особенно в случае совпадения направления распространения волны и пучка (когда � EMBED Equation.2  ���(0), условие замагниченности электронов для частоты с учетом доплеровского сдвига тем более будет выполняться: � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���. 


Тогда:              � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���


                    и   � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���


а т.к. компоненты электрического поля  Ех, Еу и  Еz - величины одного порядка, то как и в случае электронов плазмы � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���. Аналогично и  � EMBED Equation.2  ���((� EMBED Equation.2  ���.


Т.о., в условиях замагниченности электронов, и движением электронов пучка поперек магнитного поля также можно пренебречь и следует рассматривать колебания только вдоль магнитного поля:


� EMBED Equation.2  ���


�Подставим теперь найденные значения скоростей в уравнение для плотности (2/):


а). Электроны плазмы:


� EMBED Equation.2  ���,


� EMBED Equation.2  ���, тогда:


� EMBED Equation.2  ���


Здесь, поскольку � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���, то � EMBED Equation.2  ���. При этом, � EMBED Equation.2  ���


Подставив � EMBED Equation.2  ��� из уравнения (7):


� EMBED Equation.2  ��� 


получим:          � EMBED Equation.2  ���     или:


� EMBED Equation.2  ���


б). Электроны пучка:


� EMBED Equation.2  ���,


� EMBED Equation.2  ���, тогда:


� EMBED Equation.2  ���


Здесь, как и в случае электронов плазмы, поскольку:


 � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���,


 то                                 � EMBED Equation.2  ���.  


При этом, также,� EMBED Equation.2  ���.


Подставив � EMBED Equation.2  ��� из уравнения (9):  � EMBED Equation.2  ���


получим:  � EMBED Equation.2  ���     или:


� EMBED Equation.2  ���


�в). Ионы плазмы:


� EMBED Equation.2  ���.


� EMBED Equation.2  ���


Подставив � EMBED Equation.2  ��� из уравнения (8):      � EMBED Equation.2  ���


получим: 


               � EMBED Equation.2  ���





Теперь подставим найденные значения плотностей  � EMBED Equation.2  ��� (10), (11), (12) в уравнение Пуассона (1/):


� EMBED Equation.2  ���


Или, учтя, что � EMBED Equation.2  ���- квадрат плазменной частоты, получим:





� EMBED Equation.2  ���


Для рассматриваемых нами объемных волн, как и в случае холодной плазмы, � EMBED Equation.2  ���, т.к. такие волны генерируются объемными зарядами, у которых � EMBED Equation.2  ���. Таким образом, дисперсионное уравнение принимает вид:


� EMBED Equation.2  ���





