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Ââåäåíèå

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåìíîãî ðàñøèðåííûé êîíñïåêò ëåê-

öèé ñåìåñòðîâîãî êóðñà ïî ÷èñëåííîìó àíàëèçó äëÿ ôèçèêîâ. Â êóðñå äàåò-

ñÿ ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå ñòîÿò çà

âñåâîçìîæíûìè àëãîðèòìàìè è ñõåìàìè, ïîâñåäíåâíî èñïîëüçóþùèìèñÿ ïðè

÷èñëåííîì ñ÷åòå. Èçëàãàåìûå ìåòîäû è àëãîðèòìû âàæíû â ïåðâóþ î÷åðåäü

äëÿ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà íà êîìïüþòåðå, áåç êîòîðîãî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîæåò

îáîéòèñü ëèøü î÷åíü (!) òàëàíòëèâûé ôèçèê. Èõ ïîíèìàíèå äîëæíî ïîìî÷ü

ýôôåêòèâíî ðàáîòàòü ñ ðàçëè÷íûìè ïàêåòàìè ñèìâîëüíîé àëãåáðû1. Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî ñòóäåíòû ïðîøëè êóðñû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ëèíåéíîé

àëãåáðû. Ñëóøàòåëÿì, èìåþùèì íàâûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîëåçíî áóäåò ïî-

ïðîáîâàòü ðåàëèçîâàòü íåêîòîðûå èç èçëàãàåìûõ ìåòîäîâ ñàìîñòîÿòåëüíî.

Êóðñ äåëèòñÿ íà äâå îñíîâíûå ÷àñòè, ðàçíîãî ñòèëÿ èçëîæåíèÿ. Â ïåðâóþ

÷àñòü âõîäèò òåîðèÿ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè, ÷èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå,

è âåñüìà êðàòêî ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îáûêíîâåí-

íûõ è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Èíòåðïîëÿöèÿ âàæíà â ïåðâóþ î÷åðåäü êàê

îñíîâà, íà êîòîðîé ñòðîèòñÿ âñå äàëüíåéøåå èçëîæåíèå. Â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íî-

ðàçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå â îñíîâ-

íîì â ýòîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ, áàçèðóþòñÿ íà ôîðìóëàõ èíòåðïîëÿöèè.

Âñÿ ïåðâàÿ ÷àñòü èñïîëüçóåò ýëåìåíòàðíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, â ðàìêàõ

ïåðâîãî ãîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ýëåìåíòîâ ëèíåéíîé àëãåáðû.

Âî âòîðóþ ÷àñòü âûäåëåí ìàòåðèàë, êîòîðûé â áîëüøåé èëè ìåíüøåé ñòå-

ïåíè îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå ðÿäîâ Ôóðüå. Â òðåòüåé ãëàâå äàåòñÿ íåáîëüøîå

ââåäåíèå â ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-

1Ïàêåò ñèìâîëüíîé àëãåáðû (ñomputer algebra system, CAS) ýòî ïðîãðàììà, êîòîðàÿ ìà-

íèïóëèðóåò ìàòåìàòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè â ñèìâîëüíîì âèäå. Åñòü ïëàòíûå ïðèëîæåíèÿ,

íàïðèìåð øèðîêî èñïîëüçóåìûå Mathematica, Maple, MatLab; áåñïëàòíûå Maxima, Sage. Òàê-

æå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðåñóðñ wolframalpha, êîòîðûé ðàáîòàåò êàê âåá-èíòåðôåéñ ê ÿäðó

ñèñòåìû Mathematica, õîòÿ åãî ôóíêöèîíàëüíîñòü ýòèì íå îãðàíè÷èâàåòñÿ.
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ñòâà; äàåòñÿ êðàòêîå ââåäåíèå â îáùóþ òåîðèþ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ. Íà

åå îñíîâå äàëåå èçëàãàåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå è ÷èñëåííîå èíòå-

ãðèðîâàíèå, âêëþ÷àÿ îáùóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó Ãàóññà. Çàâåðøàåò âòîðóþ

÷àñòü ãëàâà ïî èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì è âàðèàöèîííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ

çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Íàñòîÿùèé êóðñ áûë ñîçäàí Áåëÿåâûì Íèêîëàåì Ðîìàíîâè÷åì, è �îòêà-

òûâàëñÿ� íà ôàêóëüòåòå â 2000õ ãîäàõ. Èñõîäíûé òåêñò îñíîâàí â îñíîâíîì

íà åãî êîíñïåêòå, íàáðàííîì íåèçâåñòíûìè ñòóäåíòàìè. Ðàáîòà ïî ïåðåñ÷åòó

è èñïðàâëåíèþ îïå÷àòîê ïëàâíî ïåðåòåêëà â ïåðåðàáîòêó çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè

êóðñà.

Âñëåäñòâèå åñòåñòâåííîãî îãðàíè÷åíèÿ íà îáúåì îõâà÷åííîãî ìàòåðèàëà, èç-

ëîæåíèå èíîãäà íîñèò áîëåå ñïðàâî÷íûé è èíæåíåðíûé õàðàêòåð, ÷åì õîòåëîñü

áû. Îñîáåííî ýòî êàñàåòñÿ òàêèõ îáøèðíûõ îáëàñòåé, êàê ÷èñëåííîå ðåøåíèå

óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðîìó ïîñâÿùåíû ìíîãèå ìîíîãðàôèè.

Ïîäðîáíîå îãëàâëåíèå è ãðàäàöèÿ ìàòåðèàëà ïî ñëîæíîñòè äîëæíû ïîìî÷ü

ñàìîñòîÿòåëüíî èçó÷àþùèì ïðåäìåò. Òàê, íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû

âûíåñåíû â ïðèëîæåíèÿ. Íàçâàíèÿ ðàçäåëîâ è ïóíêòîâ, êîòîðûå íåìíîãî ñëîæ-

íåå îñíîâíîé ÷àñòè, èëè íåìíîãî ìåíåå íåîáõîäèìû, ïîìå÷åíû çâåçäî÷êîé (âñÿ

âòîðàÿ ÷àñòü � ñî çâåçäî÷êîé). Íåáîëüøèå êóñêè òåêñòà âñïîìîãàòåëüíîãî õà-

ðàêòåðà íàáðàíû ìåëêèì øðèôòîì, à ïðèìå÷àíèÿ âûíåñåíû â ñíîñêè. Íà÷àëî

è êîíåö äîêàçàòåëüñòâ îáîçíà÷àþòñÿ çíà÷êàìè �◂� è �▸� ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷îê
�◂ . . .▸� îçíà÷àåò, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî â ýòîì ìåñòå îïóùåíî. Ìíîãèå èç îïóùåí-

íûõ âûâîäîâ ñëóøàòåëÿì è ÷èòàòåëÿì ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî,

÷òî îòìå÷àåòñÿ çíà÷êîì �☆�. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ïðèâîäèòñÿ â êîíöå êàæäîé

ãëàâû è îáùèé â êîíöå ïîñîáèÿ.

Èãîðü Òàíàòàðîâ

08.2011
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Ãëàâà 1

Òåîðèÿ èíòåðïîëÿöèè
Interpolation theory

Â îñíîâå ëþáûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ëåæèò âîïðîñ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé. Ê

àïïðîêñèìàöèè åñòü äâà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà, êîòîðûå ìîæíî íàçâàòü èíòåðïî-

ëÿöèåé è (âåñüìà óñëîâíî) ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì ïðèáëèæåíèåì. Êàæäûé èìååò

ñâîè ïðåèìóùåñòâà è èñïîëüçóåòñÿ â áîëüøîì êîëè÷åñòâå êîíêðåòíûõ çàäà÷,

òàêèõ êàê ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå èëè ðåøåíèå óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîñòåéøåìó èç äâóõ ïîäõîäîâ � òåîðèè èí-

òåðïîëÿöèè. Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû èñïîëüçóåì ýòîò àïïàðàò äëÿ ïîñòðîåíèÿ

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü ó íàñ åñòü íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé

Φn = {Φ(x;a0, . . . , an), ai ∈ R} , (1.1)

ïàðàìåòðèçóåìîå n+1 ïàðàìåòðàìè {ai}ni=0. Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè (interpolation

problem) äëÿ Φn ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ai (è,

òàêèì îáðàçîì, óíèêàëüíóþ ôóíêöèþ ñåìåéñòâà Φ), ÷òîáû äëÿ çàäàííîé n + 1

ïàðû ÷èñåë {(xi, fi)}ni=0, ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè xi, âûïîëíÿëîñü

Φ(xi;a0, . . . , an) = fi, i = 0, . . . , n. (1.2)

Òî÷êè xi áóäåì íàçûâàòü óçëàìè èíòåðïîëÿöèè, èõ ñîâîêóïíîñòü ñåòêîé èí-

òåðïîëÿöèè, à ìíîæåñòâî ïàð (xi, fi) � ñåòêîé äàííûõ 1.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðïîëÿöèÿ � ýòî, ãðóáî ãîâîðÿ, òàêîå ïðèáëèæåíèå ôóíê-

öèè, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî â çàäàííîì íàáîðå òî÷åê â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñî çíà-

÷åíèÿìè â íèõ èñõîäíîé ôóíêöèè.

1 Àíãëîÿçû÷íàÿ òåðìèíîëîãèÿ: the pairs (xi, fi) are support points, locations xi are support

abscissas, fi support ordinates, the set {xi} is the support.
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Åñëè Φ çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ai ëèíåéíî

Φ(x;a0, . . . , an) = anϕ0(x) + a1ϕ1(x) + . . . + anϕn(x), (1.3)

òî ñåìåéñòâî Φn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé, è ìû ïîëó÷àåì çàäà÷ó ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè.

Ýòîò êëàññ çàäà÷ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëèíîìèàëüíóþ èíòåðïîëÿöèþ

ϕk(x) = xk,

à òàêæå òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïîëÿöèþ

ϕk(x) = ei kx.

Â ïðîøëîì ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ÷àñòî èñïîëüçîâàëàñü äëÿ èí-

òåðïîëÿöèè çíà÷åíèé ôóíêöèé, çàäàííûõ òàáëè÷íî. Â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì âû-

÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü ñåé÷àñ ïðàêòè÷åñêè îòïàëà. Äî

ñèõ ïîð, îäíàêî ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ âàæíà êàê îñíîâà ðÿäà øèðîêî

ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîëèíî-

ìèàëüíàÿ è ðàöèîíàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ (ñì. íèæå) òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ïðè

ïîñòðîåíèè �ýêñòðàïîëÿöèîííûõ� ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ðåøå-

íèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ðîäñòâåííûõ èì çàäà÷.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ÷èñëåííîì Ôóðüå-

àíàëèçå. Â ýòîì êîíòåêñòå îñîáåííî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå �áûñòðîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå�.

Â êëàññ çàäà÷ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè òàêæå âõîäèò ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèÿ.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ â êà÷åñòâå ôóíêöèé ϕi áåðóòñÿ äâàæäû

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå íà (x0, xn) ôóíêöèè, íà êàæäîì èç ïðîìåæóò-

êîâ (xi, xi+1) ñîâïàäàþùèå ñ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì òðåòüåé ñòåïåíè.

Èç íåëèíåéíûõ çàäà÷ èíòåðïîëÿöèè ñëåäóåò îòìåòèòü äâå: ðàöèîíàëüíóþ

èíòåðïîëÿöèþ

Φ(x;a0, . . . , an, b0, . . . , bm) = a0 + a1x + . . . + anxn
b0 + b1x + . . . + bmxm

,

è ýêñïîíåíöèàëüíóþ èíòåðïîëÿöèþ

Φ(x;a0, . . . , an, λ0, . . . , λn) = a0e
λ0x + . . . + aneλnx.
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1.1 Ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ, ñèñòåìû ×åáûø¼âà

Ïóñòü ìû èìååì äåëî ñ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé (1.3)

Φ(x;a0, . . . , an) = anϕ0(x) + a1ϕ1(x) + . . . + anϕn(x),

è îãðàíè÷èìñÿ, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, âåùåñòâåííûìè ôóíêöèÿìè.

Ïóñòü âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü ϕi(x) ëèíåéíî-íåçàâèñèìà2. Òîãäà ñå-
ìåéñòâî ôóíêöèé Φn (1.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåð-

íîñòè n + 1. Åãî ýëåìåíòû Φ(x;a0, . . . , an) =
n

∑
i=0
aiϕi(x) íàçûâàþò îáîáùåííûìè

ìíîãî÷ëåíàìè ïî ñèñòåìå ôóíêöèé ϕi. Â ñëó÷àå, åñëè ϕi = xi, îáîáùåííûå ìíî-
ãî÷ëåíû ïðåâðàùàþòñÿ â îáû÷íûå.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ϕ(x), êîòîðûé èíòåðïîëèðóåò ôóíêöèþ f(x)
â óçëàõ {xi}ni=0, ïî îïðåäåëåíèþ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ϕ(xj) ≡
n

∑
i=0

aiϕi(xj) = f(xj) äëÿ j = 0,1, . . . , n, (1.4)

Ýòà íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ai èìååò ðåøåíèå

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû, ∥ϕi(xj)∥ni,j=0, îòëè÷åí îò

íóëÿ.

Ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíàÿ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè ïîñòàâëåíà êîððåêòíî íà íåêî-

òîðîì ïðîìåæóòêå [a, b], åñëè îáîáùåííûé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Φ(x)∈
Φn, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (1.4), ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí äëÿ ëþáûõ

{xi ∈ [a, b]}ni=0. Òàêèì îáðàçîì, îíà êîððåêòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåîä-

íîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ai (1.4) ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ {xi}ni=0. Ýòî òàê,

åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé:

∀ x0, x1, . . . , xn ∈[a, b] ∆ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

ϕ0(x0) ϕ1(x0) . . . ϕn(x0)
ϕ0(x1) ϕ1(x1) . . . ϕn(x1)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ϕ0(xn) ϕ1(xn) . . . ϕn(xn)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

≠ 0. (1.5)

Ïåðåôîðìóëèðóåì: íà [a, b] íåò òàêèõ (n + 1) òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ áû ñóììà
n

∑
i=0
aiϕi(x) îáðàùàëàñü â íîëü ïðè ∑a2

i ≠ 0.

Ïåðåôîðìóëèðóåì åùå ðàç: âñÿêàÿ ôóíêöèÿ Φ(x) =
n

∑
i=0
aiϕi(x), ãäå ∑a2

i ≠ 0,

èìååò íå áîëåå ÷åì n íóëåé íà [a, b].
2Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî {ϕi}

∞
i=0 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé ëèíåéíî-íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé.
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Def.: Åñëè âñÿêàÿ ôóíêöèÿ âèäà Φ(x) =
n

∑
i=0
aiϕi(x), ãäå ∑a2

i ≠ 0, èìååò

íà [a, b] íå áîëåå ÷åì n íóëåé, òî ñèñòåìà (n + 1) ôóíêöèè ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ×åáûø¼âà3 (Chebyshev system) íà [a, b].
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê òåîðåìå:

Ò0: ×òîáû äëÿ ëþáûõ4 f(x)∈R[a,b] è x0, x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b] ñóùåñòâîâàë îáîá-

ùåííûé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Φ(x) =
n

∑
i=0
aiϕi(x), íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà {ϕi(x)}ni=0 áûëà ñèñòåìîé ×åáûø¼âà. Ïðè ýòîì èíòåðïî-

ëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí åäèíñòâåíåí.

Êîýôôèöèåíòû ai äàåò ôîðìóëà Êðàìåðà:

ak =
∆k

∆
, ⇒ Φ(x) = 1

∆
∑
k

∆kϕk(x).

Ðàñêëàäûâàÿ ∆k ïî k-ìó ñòîëáöó, ïîëó÷èì ∆k = ∑i f(xi)∆ik, òàê ÷òî

Φ(x) = 1

∆
∑
i,k

f(xi)∆ikϕk(x) =∑
i

f(xi)Φi(x), ãäå Φi(x) =∑
k

∆ik

∆
ϕk(x) (1.6)

� ôóíêöèè, íå çàâèñÿùèå îò f .

Ïî ïîñòðîåíèþ Φ(xj)=f(xj), ñëåäîâàòåëüíî5

Φi(xj) = δij, i, j=0,1, . . . , n. (1.7)

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî, õîòÿ ñèñòåìà ×åáûø¼âà íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå âñåãäà ëèíåéíî-

íåçàâèñèìà, îáðàòíîå ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî âåðíî. Òàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì, ïàðà ôóíêöèé {x, x2}
îáðàçóåò ñèñòåìó ×åáûø¼âà íà [1,2], íî íå îáðàçóåò ñèñòåìó ×åáûø¼âà íà [−1,1]. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêî-

âû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ÷òîáû ñèñòåìà {ϕi(x)}n0 áûëà ñèñòåìîé ×åáûø¼âà íà [a, b]? Îòâåò íà íåãî äàåò

òåîðåìà:

T0.: Åñëè ôóíêöèè ϕi(x) (n + 1) ðàç äèôôåðåíöèðóåìû íà [a, b] è äëÿ ëþáîãî k ≤ n îïðåäåëèòåëü

Âðîíñêîãî6 ñèñòåìû {ϕi}ki=0 íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà [a, b], òî ñèñòåìà {ϕi(x)}ni=0 � ñèñòåìà ×åáûø¼âà.

◂ . . .▸ ☆

3 ×åáûø¼â Ïàôíóòèé Ëüâîâè÷, 1821-1894. Ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç îñíîâîïîëîæíèêîâ òåî-

ðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, ðàáîòàë è ïðåïîäàâàë â Ìîñêâå è Ñ.-Ïåòåðáóðãå. ×ëåí Ïåòåð-

áóðãñêîé, Áåðëèíñêîé, Áîëîíñêîé, Ëîíäîíñêîé àêàäåìèé íàóê. Âñòðå÷àþòñÿ òàêæå âàðèàíòû

òðàíñëèòåðàöèè Chebychev, Chebyshov, Tchebyche�, Tschebysche�. Îáðàòíàÿ òðàíñëèòåðàöèÿ

è çàìåíà �¼� íà �å� â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïðèâåëà ê ïîòåðå áóêâû ¼, òàê ÷òî ôàìèëèÿ

÷àñòî ïðîèçíîñèòñÿ íåïðàâèëüíî.
4R[a,b] � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà [a, b].
5 Pàâåíñòâî òàêæå î÷åâèäíî åñëè ïîñìîòðåòü íà ôîðìóëó äëÿ Φi(xj) è âñïîìíèòü ÷òî

òàêîå àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå. Ýòèì óñëîâèåì ìîæíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ, ÷òîáû ñðàçó

ñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïî íåêîòîðîé êîíêðåòíîé ñèñòåìå ôóíêöèé, âìåñòî

òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàòü ñèñòåìó (1.4).
6 Îïðåäåëèòåëü ÂðîíñêîãîW [ϕ1, . . . , ϕk] ñèñòåìû ôóíêöèé {ϕi}

k
i=1îïðåäåëÿåòñÿ êàê îïðå-

äåëèòåëü ìàòðèöû (k + 1) × (k + 1), ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû Wij = d
iϕj/dx

i, i, j = 0, . . . , k.
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1.2 Ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Èñòîðè÷åñêè âàæíûì òîë÷êîì ê èññëåäîâàíèþ âîïðîñà î ïðèáëèæåíèè ôóíê-

öèé ñòàëà àïïðîêñèìàöèîííàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà, ñôîðìóëèðîâàííàÿ èì

â 1885:

T0: Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b], ãäå −∞ < a < b <∞. Òîãäà äëÿ

âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí p(x), òàêîé ÷òî

∣f(x) − p(x)∣ < ε ∀x ∈ [a, b].

Èíà÷å ãîâîðÿ, âñÿêóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ íà [a, b] ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷-

íî ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðîâàòü ìíîãî÷ëåíîì7. Ïîýòîìó ëîãè÷íà ïîñòàíîâêà

çàäà÷è ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè, â êîòîðîé â êà÷åñòâå ôóíêöèé ϕi áå-

ðóòñÿ ñòåïåííûå ôóíêöèè ϕi = xi.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Πn ìíîæåñòâî ñòåïåííûõ ôóíêöèé ñòåïåíè íå âûøå

n, à ÷åðåç Π ìíîæåñòâî âñåõ ñòåïåííûõ ôóíêöèé êîíå÷íîé ñòåïåíè:

Πn = {1, x, x2, . . . , xn} , Π ≡ Π∞ = {1, x, x2, . . . , xn, . . .} . (1.8)

Òîãäà ìíîæåñòâî Πn âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n åñòü ëèíåéíàÿ îáî-

ëî÷êà Πn:

Πn = span{Πn} , Π ≡ Π∞ = span{Π} . (1.9)

Ïîëàãàÿ ϕi(x) = xi, i = 0, . . . , n, ïîëó÷àåì çàäà÷ó ïîëèíîìèàëüíîé èíòåð-

ïîëÿöèè. Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå {ϕi(x)}n0 = Πn � ñèñòåìà ×åáûø¼âà, è

ïîýòîìó çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé. Åå ÿâíàÿ ôîðìóëèðîâêà:

Òàáëè÷íûì ñïîñîáîì çàäàíà ôóíêöèÿ y(x):

xi ∈ [a, b]; y(xi) = yi, äëÿ i = 0, . . . , n;

Òðåáóåòñÿ íàéòè Pn(x) ∈ Πn, òàêîé ÷òîáû

Pn(xi) = yi, äëÿ i = 0,1, . . . , n.

Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ìíîãî÷ëåíà äåëÿòñÿ íà òðè îñíîâíûå ãðóïïû:

1. Ôîðìóëà Ëàãðàíæà;

2. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû;

3. Ðàçíîñòíûå ìåòîäû.

7Ïîäðîáíåå ñì. ï.3.1.9.
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1.2.1 Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ëàãðàíæà

Ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå {xi}ni=0 â âèäå

(1.6):

Pn(x) =
n

∑
j=0

f(xj)Lj(x),

ãäå Lj(x) ∈ Πn � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé (n+1)
óñëîâèÿìè (1.7). Ìíîãî÷ëåíû Lj(x) íàçûâàþò âñïîìîãàòåëüíûìè èëè áàçèñíû-
ìè ìíîãî÷ëåíàìè Ëàãðàíæà. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

Lj(x) =
n

∏
i≠j
i=0

x − xi
xj − xi

=
(x − x0)(x − x1) . . . (x − xj−1)(x − xj+1) . . . (x − xn)
(xj−x0)(xj−x1) . . . (xj−xj−1)(xj−xj+1) . . . (xj−xn)

. (1.10)

Âèäíî, ÷òî óñëîâèå (1.7) âûïîëíåíî, à çíà÷èò åäèíñòâåííûé Lj(x) � íàéäåí.
Ôîðìóëà

Pn(x) =∑
j

f(xj)
n

∏
i≠j
i=0

x − xi
xj − xi

(1.11)

íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëîé Ëàãðàíæà8 (interpolation polynomial

in the Lagrange form), à Pn â ýòîé ôîðìå � èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì

Ëàãðàíæà.

Ìîæíî åùå ââåñòè

ωn(x) ≡ ωn(x;x0, . . . , xn) =
n

∏
i=0

(x − xi). (1.12)

Òîãäà Pn ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Pn(x) =∑
j

f(xj)
ωn(x)

(x − xj)ω′n(xj)
. (1.13)

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà

Êîíòðîëüíàÿ ôóíêöèÿ y = x3.

a) Ïóñòü ôóíêöèÿ çàäàíà òàáëèöåé

i 0 1 2

xi 1 2 3

yy 1 8 27.

8 Æîçåô Ëóè Ëàãðàíæ, Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813. Ðîäèëñÿ â Òóðèíå, â Èòàëèè,

ðàáîòàë â Áåðëèíå,ïîòîì â Ïàðèæå. Îäèí èç îñíîâàòåëåé, ñðåäè ïðî÷åãî, âàðèàöèîííîãî

èñ÷èñëåíèÿ è àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè (ñì. óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà).
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Ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè P2(x):

L0(x) = (x − x1)(x − x2)
(x0 − x1)(x0 − x2)

= 1

2
(x2 − 5x + 6);

L1(x) = (x − x0)(x − x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

= −(x2 − 4x + 3);

L2(x) = (x − x0)(x − x1)
(x2 − x0)(x2 − x1)

= 1

2
(x2 − 3x + 2);

òîãäà P2(x) = 1 ⋅ 1
2(x2 − 5x + 6) − 8(x2 − 4x + 3) + 27 ⋅ 1

2(x2 − 3x + 2) = 6x2 − 11x + 6.

Ïîñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ P2 â íåñêîëüêèõ êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ:

x 1.9 2.3 2.8

P2(x) 6.76 12.44 22.24

x3 6.859 12.167 21.952

á) Äîáàâèì òî÷êó (0,0) ê èñõîäíîé òàáëèöå, ÷òîáû ïîñòðîèòü P3:

i 0 1 2 3

xi 0 1 2 3

yi 0 1 8 27

Òîãäà

L0(x) = −
1

6
(x−1)(x−2)(x−3); L1(x) =

1

2
x(x − 2)(x − 3);

L2(x) = −
1

2
x(x − 1)(x − 3); L3(x) =

1

6
x(x − 1)(x − 2).

è P3(x) = 1
2x(x − 2)(x − 3) − 4x(x − 1)(x − 3) + 9

2x(x − 1)(x − 2) = x3.

Òî, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïðîñòî ñîâïàäàåò ñ êîíòðîëüíîé ôóíê-

öèåé, íåóäèâèòåëüíî, ò.ê. êîíòðîëüíàÿ ôóíêöèÿ åñòü ìíîãî÷ëåí 3é ñòåïåíè.

Êñòàòè, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî L0 ìîæíî áûëî íå âû÷èñëÿòü.

Êàê ìîæíî áûëî óáåäèòüñÿ, íåäîñòàòîê òàêîé ñõåìû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ïîñòðîåíèþ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà áîëåå âûñî-

êîé ñòåïåíè ïðàêòè÷åñêè âñþ ðàáîòó ïðèõîäèòñÿ ïðîäåëûâàòü ñ íà÷àëà. Ýòî

èìååò çíà÷åíèå â òîì ñëó÷àå, åñëè èñõîäíûé ìàññèâ äàííûõ î÷åíü âåëèê, è

äëÿ èíòåðïîëÿöèè íå îáÿçàòåëüíî èñïîëüçîâàòü âñå òî÷êè. Òîãäà èñïîëüçóþò-

ñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû, êîòîðûå ïîäáèðàþò íóæíîå ÷èñëî óçëîâ è ñòåïåíü

ìíîãî÷ëåíà èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ òî÷íîñòè èíòåðïîëÿöèè.

Ôîðìóëà Ëàãðàíæà ïîëåçíà â ñèòóàöèè, êîãäà, íàïðèìåð, íåîáõîäèìî ðå-

øèòü ìíîãî çàäà÷ èíòåðïîëÿöèè íà îäíîé è òîé æå ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå

óçëîâ xi, íî äëÿ ðàçíûõ fi.
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1.2.2 Èòåðàöèîííûå ìåòîäû, àëãîðèòì Íåâèëëà

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ðåøàòü çàäà÷ó èíòåðïîëÿöèè âñþ ñðàçó, ìîæíî ñíà÷àëà

ðàññìîòðåòü çàäà÷ó äëÿ íåêîòîðûõ ïîäíàáîðîâ óçëîâ èíòåðïîëÿöèè. Ïîòîì èç

ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ ðàçíûõ ïîäíàáîðîâ ìîæíî ñîñòàâèòü ðåøåíèå èñõîäíîé çà-

äà÷è.

Ïóñòü íàøà ïîëíàÿ ñåòêà äàííûõ {xi, fi}ni=0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Pi0i1...ik−1(x) ∈ Πk−1

ìíîãî÷ëåí, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè

Pi0i1...ik−1(xij) = fij äëÿ j = 0,1, . . . , k − 1 < n,

êîòîðàÿ îáðàçóþò íåêîòîðûé ïîäíàáîð èñõîäíîé ñåòêè èíòåðïîëÿöèè Áóäåì ãî-

âîðèòü äëÿ êðàòêîñòè, ÷òî îí �èíòåðïîëèðóåò ôóíêöèþ f â óçëàõ {xi0 , . . . , xik−1}�,
èëè ÷åðåç óçëû {xi0 , . . . , xik−1}, èëè íà ñåòêå {xi0 , . . . , xik−1}.

Ïðè òàêîì îáîçíà÷åíèè èíäåêñû ñîîòâåòñòâóþò óçëàì, â êîòîðûõ P... èíòåð-

ïîëèðóåò f ; íàïðèìåð P1673 ïî îïðåäåëåíèþ åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3, êîòîðûé

èíòåðïîëèðóåò f íà ïîäñåòêå {x1, x3, x6, x7}; ïîðÿäîê èíäåêñîâ, î÷åâèäíî, çíà-

÷åíèÿ íå èìååò.

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî èç äâóõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ

èíòåðïîëèðóåò ñåòêó â k óçëàõ, èç êîòîðûõ k − 1 óçåë ñîâïàäàþò, ìîæíî ñêîí-

ñòðóèðîâàòü ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé èíòåðïîëèðóåò ñåòêó â k + 1 óçëå:

Pi0i1...ik(x) =
(x − xi0)Pi1...ik(x) − (x − xik)Pi0i1...ik−1(x)

xik − xi0
. (1.14)

◂ Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (1.14) ÷åðåç R(x). Ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k.

Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé x = xi0 , . . . , xik â (1.14), óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî

R(xi0) = Pi0...ik−1(xi0) = fi0 ;

R(xik) = Pi1...ik(xik) = fik ;

R(xij) =
(xij − xi0)fij − (xij − xik)fij

xik − xi0
= fij äëÿ j = 1, . . . , k − 1. (1.15)

Òàê êàê èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ óçëîâ xi0 , . . . , xk îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-

çíà÷íî, òî îí ñîâïàäàåò ñ R(x), ÷.è ò.ä.▸

Ìåòîä Íåâèëëà (Neville's algorithm) ïðåäíàçíà÷åí9 äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà-

÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â çàäàííîé òî÷êå x. Ñòðîèòñÿ îí íà îñ-

íîâå ðåêóðñèè (1.14), â êîòîðîé â êà÷åñòâå ïîäíàáîðîâ óçëîâ áåðóòñÿ íàáîðû

9 E. H. Neville, 1889-1961, àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê
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ïîñëåäîâàòåëüíûõ óçëîâ: âíà÷àëå ñòðîÿòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû ÷å-

ðåç ïîñëåäîâàòåëüíûå ïàðû óçëîâ, èç íèõ � ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíûå òðîéêè,

ïîòîì ÷åðåç ÷åòâåðêè, è òàê äàëåå. Åñëè ïðîíóìåðîâàòü âñå óçëû â ïîðÿäêå

âîçðàñòàíèÿ, òî ñõåìó ìîæíî íàðèñîâàòü â òàêîì âèäå

k = 0 1 2 3

x0 P00 = f0

P01

x1 P11 = f1 P012

P12 P0123

x2 P22 = f2 P123 ⋱
P23 ⋱

x3 P33 = f3 ⋱
⋮ ⋮ ⋱

Çäåñü â k-îì ñòîëáöå ïîëó÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k, êîòîðûå

èíòåðïîëèðóþò ñåòêó â ïîñëåäîâàòåëüíûõ k+1 óçëàõ, èç ïðåäûäóùåãî ñòîëáöà

ïî ðåêóðñèè (1.14), êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå âûãëÿäèò êàê

Pm...n(x) =
1

xn − xm

RRRRRRRRRRRR

x − xm Pm...n−1(x)
x − xn Pm+1...n(x)

RRRRRRRRRRRR
. (1.16)

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî m<n; åñëè n −m=1, òî Pjj â ïðàâîé ÷àñòè ñëåäóåò

ïîíèìàòü êàê ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 0, èíòåðïîëèðóþùèé ñåòêó â óçëå j, òî åñòü

÷èñëî Pjj =fj.
Òàêèì îáðàçîì, ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé â çàäàííîé òî÷êå x

ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûå èíòåðïîëèðóþò f íà âñå âîçðàñòàþùåé ñåòêå óçëîâ. Ïî-

ñëåäíåå ÷èñëî � çíà÷åíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà íà ïîëíîé ñåòêå. Íà

ïðàêòèêå, îäíàêî, âû÷èñëåíèå ìîæåò áûòü îñòàíîâëåíî íà ëþáîì ïðîìåæóòî÷-

íîì ýòàïå, ïî äîñòèæåíèè òðåáóåìîé òî÷íîñòè. Ýòî ãëàâíîå ïðåèìóùåñòâî â

èñïîëüçîâàíèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ïåðåä íåïîñðåäñòâåííûì ñ÷åòîì ôîðìó-

ëû Ëàãðàíæà â ñëó÷àå áîëüøîãî ÷èñëà óçëîâ.

Ïðèìåð

Ïîñ÷èòàåì çíà÷åíèå y(x) â òî÷êå x=2.3 äëÿ êîíòðîëüíîé ôóíêöèè y=x3, çàäàí-

íîé òàáëè÷íî â òî÷êàõ x = 1,2,3,4,5. Òàáëè÷êó ìîæíî íàðèñîâàòü ñëåäóþùèì
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îáðàçîì

i xi x − xi k = 0 1 2 3 4

1 1 1.3 1

10.1

2 2 0.3 8 12.44

13.7 12.167

3 3 −0.7 27 11.81 12.167

1.1 12.167

4 4 −1.7 64 15.38

39.7

5 5 −2.7 125

Î÷åðåäíîé øàã âû÷èñëåíèé (÷èñëà â áîëüøîé òàáëè÷êå âûäåëåíû òàê æå) âû-

ãëÿäèò êàê10

1

5 − 2

RRRRRRRRRRRR

0.3 11.81

−2.7 15.38

RRRRRRRRRRRR
= 12.167.

Ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî 12.167 åñòü çíà÷åíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà ÷åðåç

óçëû x2, x3, x4, x5 â òî÷êå x=2.3. Òàêèì îáðàçîì, íàãëÿäíî âèäíî êàê ñõîäèòñÿ,

åñëè ñõîäèòñÿ, ðÿä çíà÷åíèé â x ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà òî÷åê. Íà òðåòüåì

øàãå ïîëó÷àåì çíà÷åíèå 12.167 èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà ÷åðåç ÷åòûðå òî÷-

êè, ò.å. ïîëèíîìà òðåòüåé ñòåïåíè, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ôóíêöèåé.

Ïîýòîìó ýòî çíà÷åíèå ñîâïàäàåò äëÿ ðàçíûõ íàáîðîâ òî÷åê è ñîâïàäàåò ñ òî÷-

íûì çíà÷åíèåì 2.33.

1.2.2.1 Ìåòîä Ýéòêåíà*

Ìåòîä Ýéòêåíà11 (Aitken's algorithm) îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà Íåâèëëà òîëüêî

òåì, â êàêîì ïîðÿäêå âûáèðàþòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè óçëîâ. Íà ïåðâîì

øàãå ñòðîèòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ ÷åðåç ïàðû óçëîâ 01,02,03, . . . ,0n, íà âòîðîì ÷åðåç

òðîéêè 012,013, . . . ,01n, è òàê äàëåå. Ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà (1.16) ïðèíèìàåò

âèä

P0...n(x) =
1

xn−1 − xn

RRRRRRRRRRRR

x − xn−1 P0...n−2,n−1(x)
x − xn P0...n−2,n(x)

RRRRRRRRRRRR
.

10Â çíàìåíàòåëå ñòîèò ðàçíîñòü (xi − xj), à íå èõ èíäåêñîâ, õîòÿ â äàííîì ïðèìåðå îíè è

ñîâïàäàþò!
11Alexander Craig Aitken, 1895�1967, íîâîçåëàíäñêèé ìàòåìàòèê, ïèñàòåëü, ìóçûêàíò è

ñ÷åò÷èê.
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Ïðèìåð: ïîñ÷èòàåì çíà÷åíèå y(x) â òî÷êå x = 2.3 äëÿ òîé æå êîíòðîëüíîé

ôóíêöèè y=x3, çàäàííîé òàáëè÷íî

i xi x−xi yi P0i P01i P012i

0 1 1.3 1

1 2 0.3 8 10.1

2 3 −0.7 27 17.9 12.44

3 4 −1.7 64 28.3 12.83 12.167

4 5 −2.7 125 41.3 13.22 12.167

Î÷åðåäíîé øàã âû÷èñëåíèé âûãëÿäèò òàê:

1

5 − 2

RRRRRRRRRRRR

0.3 10.1

−2.7 41.3

RRRRRRRRRRRR
= 13.22

Ìåòîä ñåé÷àñ ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ, â îòëè÷èå îò ìåòîäà Íåâèëëà è åãî

ìîäèôèêàöèé, è âàæåí ðàçâå ÷òî ñ èñòîðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êàê êëàññè÷å-

ñêèé ïðèìåð èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè.

1.2.3 Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè, ôîðìóëà Íüþòîíà

Åñëè íàì íóæíû çíà÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà íå â îäíîé òî÷êå, à

â íåñêîëüêèõ, òî âàðèàíòû àëãîðèòìà Íåâèëëà ñòàíîâÿòñÿ íåýôôåêòèâíû, ò.ê.

äëÿ êàæäîé òî÷êè íàäî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèå çàíîâî. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíåå

èñïîëüçîâàòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó Íüþòîíà, êîòîðàÿ ñðàçó äàåò ÿâíîå

âûðàæåíèå äëÿ ñàìîã�î èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà.

Çàìåòèì, ÷òî äâà ìíîãî÷ëåíà Pi0i1...ik(x) è Pi0i1...ik−1(x) (â ðàçâåðíóòûõ îáî-
çíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà) îòëè÷àþòñÿ íà ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k, êîòî-

ðûé îáðàùàåòñÿ â íîëü â óçëàõ xi0 , xi1 , . . . , xik−1 , òàê êàê îáà îíè ïî ïîñòðîåíèþ

èíòåðïîëèðóþò ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè. Çíà÷èò åñòü òàêîå ÷èñëî fi0i1...ik , ÷òî

Pi0i1...ik(x) = Pi0i1...ik−1(x) + fi0i1...ik(x − xi0)(x − xi1) . . . (x − xik−1).

Âèäíî, ÷òî fi0i1...ik åñòü ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà Pi0i1...ik(x), ïîòîìó
ëîãè÷íî è îáîçíà÷èòü ýòó âåëè÷èíó òåìè æå èíäåêñàìè.

Ïåðåïèñûâàÿ òàê æå Pi0i1...ik−1 è äàëåå ïî ðåêóðñèè, è ó÷èòûâàÿ ÷òî Pi0 ≡ fi0 ,
ïîëó÷àåì íüþòîíîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Pi0i1...ik(x),
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èëè èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó Íüþòîíà12 (èëè Íüþòîíà-Ãðåãîðè)

Pi0i1...ik(x) = fi0 + fi0i1(x − xi0) + . . .
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Pi0i1...ik−1(x)

+fi0i1...ik(x − xi0)(x − xi1) . . . (x − xik−1). (1.17)

Êîýôôèöèåíòû fi0i1...ik íàçûâàþòñÿ ðàçäåëåííûìè ðàçíîñòÿìè (divided differen-

ces).

Ïî÷åìó, âèäíî âîò îòêóäà. Êàê áûëî îòìå÷åíî, ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü fi0i1...ik

ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ìíîãî÷ëåíà Pi0i1...ik(x). Ïîýòîìó, ïðèðàâíè-
âàÿ â èòåðàöèîííîé ôîðìóëå (1.14) êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ x,

ïîëó÷èì ðåêóðñèþ

fi0i1...ik =
fi1...ik − fi0...ik−1

xik − xi0
, (1.18)

èç âèäà êîòîðîé ÿñíî, îòêóäà âçÿëîñü íàçâàíèå13.

Ïðîíóìåðóåì óçëû òàê, ÷òîáû ij = j äëÿ j = 0, . . . , n. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñîîò-

íîøåíèå (1.18), ìîæíî ñ÷èòàòü ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè àëãîðèòìîì òèïà Íåâèë-

ëà, ïî ñõåìå

k = 0 1 2 . . .

x0 f0

f01

x1 f1 f012

f12 ⋮ ⋱
x2 f2 ⋮
⋮ ⋮

(1.19)

Êîýôôèöèåíòû, äàþùèå ðåøåíèå çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè, îêàçûâàþòñÿ íà

âåðõíåé äèàãîíàëè (îíè âûäåëåíû ïîëóæèðíûì øðèôòîì). Ïðè ýòîì èìååò

ñìûñë ñòðîèòü òàáëè÷êó íå ñëåâà íàïðàâî, à ïî äèàãîíàëÿì f1−f01, f2−f12−f012,

è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòðîéêå k-òîé ïî ñ÷åòó äèàãîíàëè ìû áóäåì

ïîëó÷àòü ìíîãî÷ëåí, èíòåðïîëèðóþùèé ïåðâûå k òî÷åê ñåòêè {xi, fi}ni=0:

P01...k(x) = f0 + f01(x − x0) + . . . + f01...k(x − x0)(x − x1) . . . (x − xk−1). (1.20)

Åñëè ïðè ýòîì óçëû x0, . . . , xn ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî ïîëó-

÷àåì ôîðìóëó Íüþòîíà äëÿ èíòåðïîëÿöèè âïåðåä � êàæäàÿ èòåðàöèÿ äîáàâ-

ëÿåò ê íàáîðó óçëîâ, â êîòîðûõ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí èíòåðïîëèðóåò

12Ïî èìåíè Èñààêà Íüþòîíà, Isaac Newton, 1643-1727, êîòîðûé ðàçâèâàë è ÷èñëåííûå ìå-

òîäû, ñðåäè ïðî÷åãî, äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
13 Òàê êàê èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñåòêîé äàííûõ, âíå

çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà òî÷åê, òî ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïåðå-

ñòàíîâêè èíäåêñîâ.
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èñõîäíóþ ôóíêöèþ, åùå îäèí óçåë ñïðàâà. Àíàëîãè÷íî, åñëè óçëû ïðîíóìåðî-

âàòü â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, òî ïîëó÷èì ôîðìóëó Íüþòîíà äëÿ èíòåðïîëÿöèè

íàçàä. Îñíîâûâàÿñü íà îáùåì ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè (1.18), ìîæíî âû-

âåñòè è äðóãèå åå âàðèàöèè, ïðèäóìàííûå Ãàóññîì, Ñòèðëèíãîì è Áåññåëåì.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëåçíîé ìîæåò îêàçàòüñÿ ôîðìóëà Íüþòîíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

óçëû äîáàâëÿþòñÿ ïîî÷åðåäíî ñ ïðàâîãî è ëåâîãî êîíöîâ ïðîìåæóòêà.

1.2.3.1 Ýêâèäèñòàíòíûå óçëû

Ñ÷åò íåìíîãî óïðîùàåòñÿ â çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè íà ýêâèäèñòàíñòíûõ (ðàâíî-

îòñòîÿùèõ) óçëàõ. Ïóñòü øàã ñåòêè h: xi = x0+ih. Ïðîíóìåðîâàâ óçëû â ïîðÿäêå

âîçðàñòàíèÿ, ïîëó÷èì xn −xm = h(n−m). Òîãäà ïðè âû÷èñëåíèè k-òîé êîëîíêè
(1.19), â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé (1.18), áóäåì èìåòü

fm...m+k =
fm+1...m+k − fm...m+k−1

xm+k − xm
= fm+1...m+k − fm...m+k−1

kh
.

Çíà÷èò ýëåìåíòû k-òîé êîëîíêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

fm...m+k =
∆m...m+k
k!hk

,

ãäå ∆ � íîâûå ðàçíîñòè, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî òîé æå ñõåìå (1.19), íî áåç

äåëåíèÿ íà (xn − xm):

∆m...m+k = ∆m+1...m+k −∆m...m+k−1, ∆j = fj.

Îíè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî fi è ñ÷èòàþòñÿ ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå, êîòî-

ðóþ çäåñü ïîâåðíåì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà π/4:

i k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 . . .

0 f0 ∆01 ∆012 ∆0123

1 f1 ∆12 ∆123 ⋱
2 f2 ∆23 ⋱
3 f3 ⋱
⋮ ↑ ↑ ↑ ↑

fi ∆̂fi ∆̂2fi ∆̂3fi . . .

(1.21)

Êàê âèäíî èç ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ, ðàçíîñòè ∆m...m+k ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê k-êðàòíîå äåéñòâèå íà fm ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà (di�erence operator) ∆̂.

Ýòîò îïåðàòîð, äåéñòâóÿ íà ýëåìåíò ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ai}Ni=0,

äàåò ïðèðàùåíèå íà ñëåäóþùåì øàãå:

∆̂Ai = Ai+1 −Ai. (1.22)
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Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Íüþòîíà ÷åðåç ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè òîãäà

ïðèíèìàåò âèä

P01...k(x) =f0 +
∆̂f0

h
(x − x0) +

∆̂2f0

2h2
(x − x0)(x − x1)+

+ . . . + ∆̂kf0

k!hk
(x − x0)(x − x1) . . . (x − xk−1). (1.23)

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïðåäåëå h → 0, êîãäà âñå óçëû ñîâïàäàþò ñ x0,

êîýôôèöèåíòû ∆̂kf0/hk ïåðåõîäÿò â ïðîèçâîäíûå

∆̂kf0

hk
→ f (k)(x0)

è èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Íüþòîíà (1.20), (1.23) ïåðåõîäèò â ðÿä Òåéëîðà☆.

Òàêèì îáðàçîì, îíà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ýêâèâàëåíòîì ðÿäà Òåéëîðà â êî-

íå÷íûõ ðàçíîñòÿõ 14. Â äàëüíåéøåì øëÿïêó íàä ∆ ìû áóäåì îïóñêàòü.

Ïðèìåð

Êîíòðîëüíàÿ ôóíêöèÿ (îïÿòü) y = x3, íà ýêâèäèñòàíòíûõ óçëàõ 1,2,3,4. Ñíà÷à-

ëà ñ÷èòàåì ðàçíîñòè ∆ ïî ïðèíÿòîé ñõåìå (îäèí èç øàãîâ ïîêàçàí, 19 = 27−8)

i xi ∆0yi=yi ∆1yi ∆2yi ∆3yi

1 2 8 19 18 6

2 3 27 37 24

3 4 64 61

4 5 125

(1.24)

Òî, ÷òî ∆3yi � îäèíàêîâûå êîíñòàíòû, � íå ñëó÷àéíîñòü. Ò.ê. êîíòðîëüíàÿ

ôóíêöèÿ y = x3, òî èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí 3é ñòåïåíè ñ íåé ñîâïàäàåò.

Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ ðàçíîñòåé âû÷èñëèì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî-

÷ëåí è 2.33 â ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ.

P1 = ∆0y1 = y1 = 8;

P12 = 8 + ∆1y1
h (x − x1) = 8 + 19(x − 2) = 19x − 30;

P123 = 19x−30+ ∆2y1
2h2 (x−x1)(x−x2) = 19x−30+ 18

2 (x−2)(x−3) = 9x2−26x+24;

P1234 = 9x2 − 26x + 24 + 6
6(x − 2)(x − 3)(x − 4) = x3.

Ïîäñòàâëÿÿ x = 2.3, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ:

P1(2.3) = 8; P12(2.3) = 13.7, P123(2.3) = 11.81, P1234(2.3) = 12.167.

14Òàêæå îòñþäà ïîëó÷àåì îäèí èç ñïîñîáîâ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà ïðîèçâîäíîé ïðîèçâîëüíîãî

ïîðÿäêà.
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1.2.4 Ïîãðåøíîñòü ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè

1.2.4.1 Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû Ëàãðàíæà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) � (n + 1) ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà.
Ðàññìîòðèì

ϕ(x) = f(x) − Pn(x) −K ⋅ ωn(x), ãäå ωn(x)=(x − x0) . . . (x − xn).

Òîãäà ϕ(x0)=ϕ(x1)= . . . = ϕ(xn)=0.

Çàôèêñèðóåì ïîñòîÿííóþ K èç òðåáîâàíèÿ ÷òîáû ϕ(x) îáðàùàëàñü â íîëü
â åùå îäíîé òî÷êå x̃ ≠ x0, . . . , xn:

K = f(x̃) − Pn(x̃)
(x̃ − x0) . . . (x̃ − xn)

.

Òîãäà:

ϕ(x) èìååò (n + 2) êîðíÿ íà [a, b];
ϕ′(x) èìååò (n + 1) êîðíÿ íà [a, b];
. . . . . . . . .

ϕ(n+1)(x) èìååò îäèí êîðåíü íà [a, b]: ∃ξ ∈[a, b] ∣ ϕ(n+1)(ξ) = 0.

Íî ϕ(n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ) −K(n + 1)!, çíà÷èò K = f(n+1)(ξ)
(n+1)! è

f(x̃) − Pn(x̃) =
f (n+1)(ξ)
(n + 1)!

(x̃ − x0) . . . (x̃ − xn).

Òîãäà, ò.ê. x̃ ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî íà [a, b], îïóñêàåì òèëüäó è äëÿ

∀x∈[a, b] ïîëó÷àåì

∣f(x) − Pn(x)∣ ≤
sup
ξ∈[a,b]

∣f (n+1)(ξ)∣

(n + 1)!
∣(x − x0) . . . (x − xn)∣ =

=
sup
ξ∈[a,b]

∣f (n+1)(ξ)∣

(n + 1)!
∣ωn(x)∣ . (1.25)

Ýòî è åñòü îöåíêà ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû Ëàãðàíæà. Âûáîðîì x0, . . . , xn ìîæíî

ïîïûòàòüñÿ óìåíüøèòü ∣ωn(x)∣ è òåì ñàìûì ïîâûñèòü òî÷íîñòü èíòåðïîëÿöèè.

1.2.4.2 Ðàñïðåäåëåíèå ïîãðåøíîñòè ïî îòðåçêó

Âîïðîñ: Åñëè óçëû èíòåðïîëÿöèè çàôèêñèðîâàíû, òî äëÿ êàêèõ ïðîìåæóòêîâ

èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà îñòàòî÷íûé ÷ëåí áóäåò ìåíüøå?
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Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ:

xk+1 − xk = h äëÿ k = 0, . . . , n − 1. (1.26)

Òîãäà xk = x0 + kh è

ωn(x) = (x−x0)(x−x0−h) . . . (x−x0−nh) = hn+1t(t−1) . . . (t−n), ãäå t = (x−x0)/h.
Ââåäÿ

ψn(t) = t(t − 1) . . . (t − n),

ïîëó÷èì ωn(x) = hn+1ψn(t). Êîãäà x∈[x0, xn], t∈[0, n]. Ñâîéñòâà ψn(t):

1. ïðè n = 2k ôóíêöèÿ ψn(t) íå÷åòíà îòíîñèòåëüíî t = n/2;
ïðè n = 2k + 1 ôóíêöèÿ ψn(t) ÷åòíà îòíîñèòåëüíî t = n/2;

2. ψn(t + 1) = t+1
t−nψn(t). Çíà÷èò, åñëè ðàçáèòü îòðåçîê [0, n] íà ó÷àñòêè

[0,1], [1,2], . . . , [n − 1, n], òî çíà÷åíèå ôóíêöèè íà êàæäîì îòðåçêå áóäåò

ïîëó÷àòüñÿ èç çíà÷åíèÿ íà ïðåäûäóùåì îòðåçêå óìíîæåíèåì íà t+1
t−n .

Òàê êàê ïðè t∈ [0, n−1
2 ] âåðíî ∣ t+1

t−n ∣ < 1, òî ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ê ñåðå-

äèíå îòðåçêà áóäóò óáûâàòü.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-15

-10

-5

5

10

15

20

Ðèñ. 1.1: ψ6(t) (ñèíÿÿ, ñèììåòðè÷íàÿ) è ψ7(t)/5 (êðàñíàÿ, àñèììåòðè÷-
íàÿ), ìàñøòàáèðîâàííûå íà ïðîìåæóòîê [0,1].

Âûâîä: Îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû Ëàãðàíæà áóäåò îñîáåííî âåëè-

êà ïðè x/∈[x0, xn], ò.å. ïðè ýêñòðàïîëèðîâàíèè ïîãðåøíîñòè áóäóò âåëèêè. Ïðè

èíòåðïîëèðîâàíèè òî÷íîñòü âûøå ê ñåðåäèíå ïðîìåæóòêà, ñì. ðèñ. 1.1.
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1.2.4.3 Ôåíîìåí Ðóíãå

Ìû âèäåëè (1.25), ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ìíîãî÷ëåíàìè ïîðÿäêà n ïðî-

ïîðöèîíàëüíà (n+1)-îé ïðîèçâîäíîé èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè íà èíòåðâàëå,
ïðè÷åì ïðè ðàâíîîòñòîÿùèõ (ýêâèäèñòàíòíûõ) óçëàõ îøèáêà ðàñòåò íà êîíöàõ

èíòåðâàëà, ÷òî âûðàæàåòñÿ â õàðàêòåðíûõ îñöèëëÿöèÿõ. Ïðè ýòîì ïîãðåø-

íîñòü âíå ïðîìåæóòêà áûñòðî ðàñòåò, òàê ÷òî äëÿ ýêñòðàïîëÿöèè ïîëó÷åííûå

ôîðìóëû íà ýêâèäèñòàíòíûõ óçëàõ âîîáùå ìàëî ïðèãîäíû. Ìîæíî îäíàêî ïî-

äóìàòü, ÷òî âíóòðè èíòåðâàëà, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, "äëÿ áîëüøèíñòâà

ðàçóìíûõ ôóíêöèé" îøèáêè ñòàíîâÿòñÿ ìàëåíüêèìè. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íà ñà-

ìîì äåëå íå âñåãäà òàê.

Äëÿ ïðèìåðà, ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ

f(x) = 1

1 + 25x2
.

Åå ïðîèçâîäíûå â x=1 ëåãêî ñ÷èòàþòñÿ15

n 1 2 3 4 5

∣f (n)(1)∣ 0.07 0.21 0.79 3.6 19.8

Êàê âèäíî, çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ áûñòðî ðàñòóò ñ n. Ïîýòîìó ïðè ïîâûøåíèè

ñòåïåíè èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà íà [−1,1] (è, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëà òî-
÷åê ñåòêè äàííûõ) åãî ïîãðåøíîñòü òîæå ðàñòåò, è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ

ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ

lim
n→∞

( max
x∈[−1,1]

∣f(x) − Pn(x)∣) =∞.

Ýòîò ýôôåêò íàçûâàþò ôåíîìåíîì Ðóíãå16 (Runge's phenomenon) èíòåðïîëÿ-

öèè ìíîãî÷ëåíàìè âûñîêîé ñòåïåíè (ñì. ðèñ. 1.2).

Åùå îá îøèáêå ïðè ïðèáëèæåíèè ìíîãî÷ëåíàìè*

Îáñóäèì ýôôåêò áîëåå ïîäðîáíî. Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, ò.å.

ôóíêöèþ, ðÿä Òåéëîðà äëÿ êîòîðîé

y(x) =
n

∑
k=0

(x − x0)k
k!

y(k)(x0) +
(x − x0)n+1

(n + 1)!
f (n+1)(ξ), ãäå ξ ∈ [x0, x],

15 Íàïðèìåð, äëÿ ñ÷åòà ïðîñòûõ âûðàæåíèé, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â ñòðî÷êó â ñèí-

òàêñèñå ïðîãðàììû �Ìàòåìàòèêà� (õåëï òóò) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ áåñïëàòíûì ðåñóðñîì

wolframalpha.com. Òàê, ïÿòóþ ïðîèçâîäíóþ äàåò ñòðîêà �N[D[(1+25 x^2)^(-1),{x,5}]/.x->1]�
16 Êàðë Ðóíãå, Carl David Tolm�e Runge, 1856-1927. Íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ôèçèê è ñïåê-

òðîãðàô. Îäèí èç ñîçäàòåëåé ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé.
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Ðèñ. 1.2: f(x) è ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé n = 5,7,10,12, êîòîðûå èíòåðïî-

ëèðóþò åå íà ïðîìåæóòêå [−1,1], íà ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ. Âèäíî, ÷òî
ïðè ïîâûøåíèè ïîðÿäêà ïîÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðíûå ðåçêèå îñöèëëÿöèè

âáëèçè êðàåâ ïðîìåæóòêà.

ñõîäèòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè. Åñëè îíà åùå è öåëàÿ,

ò.å. ðÿä Òåéëîðà ñõîäèòñÿ âñþäó â êîíå÷íîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êàê

sinx, ex, Pn(x), òî äåéñòâèòåëüíî, âñå ïðîèçâîäíûå äîñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðÿä-
êà ìàëû. Íî åñëè ôóíêöèÿ èìååò îñîáåííîñòü â êîíå÷íîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, êàê ïî÷òè âñÿêàÿ ñëó÷àéíî âçÿòàÿ ôóíêöèÿ, òî ðÿä Òåéëîðà èìååò

êîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíü n-îé ïðîèç-

âîäíîé â ýòîé îáëàñòè ðàñòåò êàê n!.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ y = lnx. Äëÿ íåå

y′=1/x, . . . , y(n) = (−1)n−1(n − 1)!x−n.

Òàêèì îáðàçîì, äàæå åñëè êðèâàÿ y = lnx âûãëÿäèò ãëàäêîé âáëèçè íåêîòîðûõ

çíà÷åíèé x, òåì íå ìåíåå, êîãäà n ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ïðîèçâîäíûå

â ýòîé òî÷êå äåëàþòñÿ î÷åíü áîëüøèìè ïî âåëè÷èíå è âåäóò ñåáÿ êàê n!.

Ýòî îáùèé ñëó÷àé: äëÿ "áîëüøèíñòâà ôóíêöèé" íåêîòîðûå èç ïðîèçâîäíûõ

âûñîêîãî ïîðÿäêà èìåþò òåíäåíöèþ ðàñòè êàê n!. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ìíîãî-

÷ëåíàì, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ðàñòóò äî n-é ïðîèçâîäíîé êàê a0n!, ïîñëå ÷å-

ãî òîëüêî îáðàùàþòñÿ â íîëü. Îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè îáëàäàþò ëèøü

íåêîòîðûå öåëûå ôóíêöèè (õîòÿ íå âñå!). Íî åñëè ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ öåëîé, òî

ìîæíî îæèäàòü, ÷òî çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè, è íåîáõîäèìîñòü â

èíòåðïîëÿöèè ñîìíèòåëüíà.
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Òàêèì îáðàçîì, èíòåðïîëÿöèÿ Ëàãðàíæà íà ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ íå äà-

åò, â îáùåì ñëó÷àå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ Âåéåðøòðàññà, êîòîðàÿ áû

ðàâíîìåðíî ñõîäèëàñü ê f .

Ïîãðåøíîñòè (îñöèëëÿöèè íî êîíöàõ ïðîìåæóòêà) ìîãóò áûòü óìåíüøåíû

ïîäáîðîì óçëîâ èíòåðïîëÿöèè, íå ýêâèäèñòàíòíûõ, à ñãóùàþùèõñÿ ê êîíöó

ïðîìåæóòêà. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ íóëè ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà,

êîòîðûå àñèìïòîòè÷åñêè ñãóùàþòñÿ ê êîíöó èíòåðâàëà [−1,1] êàê (1 − x2)−1/2.

Î íèõ ïîéäåò ðå÷ü â ñëåäóþùèõ äâóõ ïàðàãðàôàõ.

1.2.4.4 Ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ôîðìóëå (Ýéëåðà-)Ìóàâðà17 (De Moivre's formula)

cosnϕ + i sinnϕ = einϕ = (cosϕ + n sinϕ)n,

âèäèì, ÷òî cosnϕ è sinnϕ � âåùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöè-

åíòàìè îò cosϕ è sinϕ. Ïðè ýòîì â âåùåñòâåííóþ ÷àñòü âõîäÿò òîëüêî ÷åòíûå

ñòåïåíè sinϕ, ïîýòîìó cosnϕ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îäíîãî ëèøü àðãóìåíòà �

cosϕ (òàê êàê sin2ϕ = 1 − cos2 θ), è ñòåïåíè íå âûøå n. Ýòè ìíîãî÷ëåíû íàçû-

âàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûø¼âà18 (Chebyshev polynomials):

Tn(x) = cos(narccosx) x ∈ [−1,1]. (1.27)

Ïåðâûå äâà ïîëèíîìà î÷åâèäíû

T0 = 1, T1 = x;

îñòàëüíûå óäîáíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ:

cos(n + 1)θ + cos(n − 1)θ =R(ei(n+1)θ + ei(n−1)θ) =R(einθ ⋅ 2 cos θ) = 2 cos θ cosnθ,

θ = arccosx ⇒ Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x). (1.28)

Èç íåãî âèäíî, ÷òî Tn(x) ýòî ìíîãî÷ëåí x ñòåïåíè n, ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåí-

òîì 2n−1. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà {Ti(x)}n0 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ×åáûø¼âà.

17Àáðàõàì äå Ìóàâð, Abraham de Moivre, 1667-1754. Ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, çàíèìàëñÿ

àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèåé è òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé. Áóäó÷è ãóãåíîòîì, ïîñëå ýäèêòà Ôîíòåí-

áëî 1685 ãîäà ýìèãðèðîâàë â Ëîíäîí. Äðóæèë ñ Èñààêîì Íüþòîíîì.
18Èëè ìíîãî÷ëåíûìè ×åáûø¼âà ïåðâîãî ðîäà; åñòü åùå âòîðîãî ðîäà, ñì. ï.3.2.4.4.
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Íåñêîëüêî ïåðâûõ ïîëèíîìîâ äëÿ ñïðàâêè:

T0(x) = 1; T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x;

T1(x) = x; T6(x) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1;

T2(x) = 2x2 − 1; T7(x) = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x;

T3(x) = 4x3 − 3x; T8(x) = 128x8 − 256x6 + 160x4 − 32x2 + 1

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1; T9(x) = 256x9 − 576x7 + 432x5 − 120x3 + 9x.

Ðèñ. 1.3: Ïîëèíîìû ×åáûø¼âà T25(x) è T50(x)

Íóëè Tn(x) íàõîäèì èç cos(narccosx) = 0 ⇒ narccosx = (2k−1)π
2 ⇒

xk = cos
(2k − 1)π

2n
,

è çíà÷èò íà ïðîìåæóòêå [−1,1] ìíîãî÷ëåí Tn(x) èìååò ðîâíî n êîðíåé (ò.å.

èíà÷å ãîâîðÿ, âñå åãî êîðíè ëåæàò íà [−1,1]): ìåíÿÿ k îò n äî 1, ïîëó÷àåì âñå

ýòè n íóëåé íà [−1,1] â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
Ïëîòíîñòü íóëåé ðàñòåò ê êîíöàì ïðîìåæóòêà, è ëåãêî âèäåòü, ÷òî àñèìï-

òîòè÷åñêè, ïðè n→∞, îíà âåäåò ñåáÿ êàê (1 − x2)−1/2:

ρ = ∆k

∆x
∼ (dx

dk
)
−1

= (π
n
⋅ sin (2k + 1)π

2n
)
−1

= n/π√
1 − x2

.

Ïðè ýòîì max ∣Tn(x)∣=1 è ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â n + 1 òî÷êå íà ïðî-

ìåæóòêå [−1,1], âêëþ÷àÿ êîíöû ïðîìåæóòêà:

x
(n,k)
extr = cos

πk

n
; äëÿ k = 0, . . . , n.

28



1.2.4.5 Âûáîð óçëîâ èíòåðïîëÿöèè

Åñëè â êà÷åñòâå îòðåçêà èíòåðïîëÿöèè âçÿòü [−1,1], à óçëû èíòåðïîëÿöèè {xi}n0
âçÿòü â íóëÿõ ìíîãî÷ëåíà ×åáûø¼âà ñòåïåíè (n + 1), òî

ωn(x) =
n

∏
i=0

(x − xi) =
1

2n
Tn+1(x) ⇒ sup ∣ωn(x)∣ =

1

2n
.

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ïîãðåøíîñòè ïî îòðåçêó áóäåò â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâîâàòü

Tn+1(x) (ñì. ðèñ. 1.3), à äëÿ îöåíêè ìîäóëÿ ïîãðåøíîñòè (1.25) ïîëó÷àåì

∣f(x) − Pn(x)∣ ≤
sup ∣f (n+1)(x)∣
(n + 1)! 2n

.

Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûáîðîì x0, x1, . . . , xn âåëè÷èíó sup ∣ωn(x)∣ áîëü-
øå óæå íåëüçÿ óìåíüøèòü.

◂ Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ωn(x) � ïðèâåäåííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

n+ 1, âñå íóëè êîòîðîãî ëåæàò íà [−1,1], è ìàêñèìàëüíîå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå
êîòîðîãî íà ýòîì èíòåðâàëå ìåíüøå ÷åì 2−n. Òîãäà

fn = ωn(x) −Ωn(x) ∈ Πn,

ò.ê. ñòàðøèå ñëàãàåìûå ωn è Ωn ñîêðàùàþòñÿ. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà ωn (à ýòî ýêñòðåìóìû Tn+1) âåðíî

∣Ωn(x(n+1,k)
extr )∣ < ∣ωn(x(n+1,k)

extr )∣ = 2−n,

ñëåäîâàòåëüíî fn > 0 â òî÷êàõ ìàêñèìóìà ωn, è fn < 0 â òî÷êàõ ìèíèìóìà ωn.

Âñåãî òî÷åê ýêñòðåìóìà Tn+1 íà [−1,1] � n + 2, âêëþ÷àÿ êîíöû ïðîìåæóòêà.

Òîãäà fn èìååò n + 1 ïåðåìåí çíàêà, è òàê êàê ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, îí

îáðàùàåòñÿ òîæäåñòâåííî â íîëü. ▸
Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà íàçûâàþò ìíîãî÷ëåíàìè, íàèìåíåå óêëî-

íÿþùèìèñÿ îò íóëÿ, è èíòåðïîëÿöèÿ ñ óçëàìè â íóëÿõ Tn+1 èìååò íàèìåíüøóþ

âîçìîæíóþ îøèáêó íà ïðîìåæóòêå.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé, è äàæå áåñêîíå÷íî ãëàäêîé íà ïðîìåæóò-

êå, ôóíêöèè f , îäíàêî, ýòî âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè n → ∞ ìàêñèìàëüíàÿ

îøèáêà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ: äàæå ïðè îïòèìàëüíîì âûáîðå óçëîâ ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè ê f íåò.
Äëÿ îòðåçêà [a, b] çàìåíà z =(2x−a−b)/(b−a) ïåðåâîäèò åãî â îòðåçîê [−1,1] è òîãäà èìååì íàèëó÷øóþ

îöåíêó â öåëîì ïî îòðåçêó [a, b] â âèäå:

∣f(x) − Pn(x)∣ ≤
sup ∣f(n+1)(x)∣

(n + 1)!
(b − a)n+1

22n+1
. (1.29)
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1.2.5 ×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ y(x) çàäàíà òàáëèöåé ñâîèõ çíà÷åíèé â òî÷êàõ x0, x1, x2, . . . , xn:

y(xi) = yi äëÿ i=0,1, . . . , n.

Òðåáóåòñÿ: íàéòè ïðîèçâîäíóþ y′(x) â òî÷êàõ x0, x1, x2, . . . , xn.

Ïðèìåð âûâîäà ôîðìóë

Ïîêàæåì íà ïðîñòîì ïðèìåðå, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ èñõîäÿ èç ôîðìóë èíòåðïîëÿöèè.

Ïóñòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ y(x) ïîñòðîåí, è ïóñòü ýòî ïîëè-

íîì âòîðîé ñòåïåíè, èíòåðïîëèðóþùèé ôóíêöèþ â òî÷êàõ x0, x1, x2. Âîçüìåì

åãî âûðàæåíèå â òîì âèäå, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ â ìåòîäå Íüþòîíà ïðè èíòåð-

ïîëÿöèè âïåðåä è ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ:

P (x) = P2(x) = C0 +C1(x − x0) +C2(x − x0)(x − x1), ãäå
C0 = y0; C1 = 1

h∆01 = 1
h(y1−y0); C2 = 1

2h2 ∆012 = 1
2h2 (y2−2y1+y0).

Òîãäà P ′(x) = C1 +C2(2x − x0 − x1) è

y′0 ≡ P ′(x0) = C1 +C2(x0 − x1),

y′′0 ≡ P ′′(x0) = C2.

Ïîäñòàâëÿÿ C1,2 è ó÷èòûâàÿ ÷òî óçëû ðàâíîîòñòîÿùèå, ïîëó÷àåì

y′0 =
1

h
(y1−y0) +

1

2h2
(y2−2y1+y0)(−h) =

1

2h
(2y1 − 2y0 − y2 + 2y1 − y0),

è îêîí÷àòåëüíî

y′0 =
−3y0 + 4y1 − y2

2h
, y′′0 = y2 − 2y1 + y0

2h2
. (1.30)

Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ ïî òðåì òî÷êàì ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïðàâûõ ðàçíîñòåé (ðàçíîñòåé âïåðåä).

Ïðèìåð îöåíêè òî÷íîñòè

Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè (1.30) ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè y = f(x) â ðÿä

Òåéëîðà.

f(x + ε) = f(x) + εf ′(x) + ε
2

2!
f ′′(x) + ε

3

3!
f ′′′(x) + . . . (1.31)
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Ïîëîæèì x = x0, ε = h, òîãäà f(x0 + h) = f(x1) = y1:

y1 = y0 + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +

h3

6
f ′′′(x0) + . . .

Ïîëîæèì x = x0, ε = 2h, òîãäà f(x0 + 2h) = f(x2) = y2:

y2 = y0 + 2hf ′(x0) + 2h2f ′′(x0) +
4h3

3
f ′′′(x0) + . . .

Èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé èñêëþ÷àåì f ′′(x0):

4y1 − y2 = 3y0 + 2hf ′(x0) −
2

3
h3f ′′′(x0) + . . . ,

îòêóäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ y′0 ≡ f ′(x0):

y′0 =
−3y0 + 4y1 − y2

2h
+ h

2

3
f ′′′(x0) + . . . . (1.32)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå h2

3 y
′′′
0 îòëè÷àåò ýòî âûðàæåíèå îò ðàíåå ïîëó÷åííîãî (1.30)

è îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó îøèáêè.

1.2.5.1 Ðàçëè÷íûå ôîðìóëû

Âñå ýòè ôîðìóëû ìîæíî âûâåñòè,☆ èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû èí-

òåðïîëÿöèè, èëè, âìåñòå ñ ïîãðåøíîñòüþ, ÷åðåç ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà.

1. y′0 ïî òðåì òî÷êàì

y′0 = −y2 + 4y1 − 3y0

2h
+ h

2

3
y′′′0 � ïðàâûå ðàçíîñòè;

y′0 = y1 − y−1

2h
− h

2

6
y′′′0 � öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè;

y′0 = 3y0 − 4y−1 + y−2

2h
+ h

2

3
y′′′0 � ëåâûå ðàçíîñòè.

2. y′0 ïî ÷åòûðåì òî÷êàì

y′0 = 2y3 − 9y2 + 18y1 − 11y0

6h
− h

3

4
y
(4)
0 � ïðàâûå ðàçíîñòè;

y′0 = 11y0 − 18y−1 + 9y−2 − 2y−3

6h
+ h

3

4
y
(4)
0 � ëåâûå ðàçíîñòè.

3. y′0 ïî ïÿòè òî÷êàì

y′0 =
−y2 + 8y1 − 8y−1 + y−2

12h
+ h

4

30
y
(5)
0 � öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè.
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4. y′′0 ïî òðåì òî÷êàì

y′′0 = y2 − 2y1 + y0

h2
− hy′′′0 � ïðàâûå ðàçíîñòè;

y′′0 = y1 − 2y0 + y−1

h2
− h

2

12
y
(4)
0 � öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè;

y′′0 = y0 − 2y−1 + y−2

h2
+ hy′′′0 � ëåâûå ðàçíîñòè.

1.2.5.2 Î òî÷íîñòè ñ÷åòà ïðîèçâîäíûõ

Â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ðàññòîÿíèå ìåæäó

ôóíêöèÿìè îïðåäåëèì êàê

ρ[x(t), y(t)] = max
[a,b]

∣x(t)−y(t)∣.

Ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè: x(t) è x̃n(t) = x(t) + 1
n sin [n2(t − a)]. Òîãäà íà

äîñòàòî÷íî áîëüøîì ïðîìåæóòêå

ρ[x, x̃n] = max
[a,b]

∣ 1
n

sin [n2(t − a)]∣ = 1

n
.

Íî x̃′n(t) = x′(t) + n cos [n2(t − a)] è ïîýòîìó

ρ[x′, x̃′n] = max
[a,b]

∣n cos [n2(t − a)] ∣ = n.

Êàê âèäíî, äëÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ ôóíêöèé ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ ïðîèç-

âîäíûìè ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî âåëèêî.

Èç èëëþñòðàöèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè ïî îòðåçêó

(ðèñ.1.1 äëÿ ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ è ðèñ.1.3 äëÿ íóëåé ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà)

âèäíî, ÷òî îøèáêà èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà êà÷åñòâåííî âåäåò ñåáÿ ïîõîæå íà

sinnx, òàê ÷òî ïðèâåäåííîå òðèâèàëüíîå ðàññóæäåíèå âïîëíå èëëþñòðèðóåò

îáùóþ ïðîáëåìó.

Ïðè óâåëè÷åíèè n, äàæå åñëè óçëû íå ðàâíîîòñòîÿùèå, òàê ÷òî àáñîëþò-

íàÿ âåëè÷èíà îøèáêè ìèíèìàëüíà, �÷àñòîòà� îñöèëëÿöèé ðàñòåò, è ñ êàæäûì

äèôôåðåíöèðîâàíèåì îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ â ∼ n ðàç.

Âûâîä: Åñëè åñòü âîçìîæíîñòü íå ïðèìåíÿòü ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ, òî íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé âîçìîæíîñòüþ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî æå ðàññóæäåíèå ïðèâîäèò ê òîìó ñîîáðàæåíèþ, ÷òî

ïðè èíòåãðèðîâàíèè çíàêîïåðåìåííàÿ îøèáêà �ñãëàæèâàåòñÿ� è âåëè÷èíà îøèá-

êè óìåíüøàåòñÿ. Ïîýòîìó ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-

íèÿ, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ôîðìóë èíòåðïîëÿöèè, ðàáîòàþò äîâîëüíî õîðîøî.
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Òàêæå äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ðÿäå ñëó÷àåâ

óðàâíåíèÿ âíà÷àëå ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì, à çàòåì, ïðè ïîìîùè ôîðìóë èí-

òåðïîëÿöèè, ñòðîÿòñÿ èõ ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ. Áîëåå ïîäðîáíî ýòîò âîïðîñ

áóäåò ðàññìîòðåí â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ.

1.3 Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ*

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû 1885 ãîäà Âåéåðøòðàññ äîêàçàë ñâîþ âòîðóþ àïïðîê-

ñèìàöèîííóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîé ëèøü òåì, ÷òî ðå÷ü â íåé

èäåò íå îá àëãåáðàè÷åñêèõ, à î òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìàõ:

T0: Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0,2π]. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí19

Ψ(x) = A0

2
+

M

∑
n=1

(An cosnx +Bn sinnx), (1.33)

òàêîé ÷òî

∣f(x) −Ψ(x)∣ < ε ∀x ∈ [0,2π]. (1.34)

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè (1.3) ñåòêè äàííûõ

{xk, fk}N−1
k=0 , ãäå xk ∈ [0,2π],

òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì. Òî åñòü, èùåì êîýôôèöèåíòû Ai è Bi, òàêèå

÷òîáû

Ψ(xk) = fk, k = 0,1, . . . ,N − 1.

Çäåñü è äàëåå ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ÷èñëî óçëîâ íå÷åòíî20

N = 2M + 1.

Òàêæå îãðàíè÷èìñÿ íàèáîëåå âàæíûì ñëó÷àåì ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ

xk =
2πk

N
, k = 0,1, . . . ,N − 1. (1.35)

19Ôàêòè÷åñêè îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòè÷íóþ ñóììó íåêîòîðîãî ðÿäà Ôóðüå (ñì. ïï.

1.3.4 è 3.1.10)
20Â ñëó÷àå N = 2M íóæíî óáðàòü èç ñóììû ñëàãàåìîå BM sinMx � òàê îñòàíåòñÿ ñòîëüêî

æå êîýôôèöèåíòîâ, ñêîëüêî óçëîâ. Âû÷èñëåíèÿ áóäóò íåìíîãî äðóãèå, íî íî ñóùåñòâó íè÷åãî

íå èçìåíèòñÿ.
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1.3.1 Ôàçîâûå ìíîãî÷ëåíû

Çàäà÷ó èíòåðïîëÿöèè (1.33,1.34) íà ñåòêå (1.35), ïåðåéäÿ ê êîìïëåêñíîé çàïèñè,

ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè ôàçîâîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè (N − 1)

p(x) = β0 + β1e
ix + . . . + βN−1e

i(N−1)x, (1.36)

ñ N êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè βi, òàêèìè ÷òî

p(xk) = fk, k = 0,1, . . . ,N − 1. (1.37)

◂ Â ñàìîì äåëå, íà íàøåé ñåòêå

e−inxk = e−2πink/N = e−2πi (N−n)k/N = ei(N−n)xk . (1.38)

Ïîýòîìó, ïåðåïèñûâàÿ ýêñïîíåíòû â p(xk) ÷åðåç ôîðìóëó Ìóàâðà, ïîëó÷èì

(ïîìíèì, ÷òî N = 2M + 1),

fk = p(xk) = β0 +
N−1

∑
n=1

βne
inxk = β0 +

M

∑
n=1

βne
inxk +

N−1

∑
n=M+1

βne
inxk =

=

^̂
^̂
^̂
^̂
^

âî âòîðîé ñóììå

äåëàåì çàìåíó l = N − n
è ó÷èòûâàåì (1.38)

^̂
^̂
^̂
^̂
^

= β0 +
M

∑
n=1

[βneinxk + βN−ne−inxk] =

= β0
®
A0/2

+
M

∑
n=1

[ (βn + βN−n)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

An

cosnxk + i(βn − βN−n)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Bn

sinnxk].

Ïîëó÷èëè óñëîâèå çàäà÷è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè, è çàîäíî âûðà-

çèëè Ak è Bk ÷åðåç βi. ▸
Îáðàòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

β0 =
A0

2
, βn =

1

2
(An − iBn), βN−n =

1

2
(An + iBn), n = 1, . . . ,M.

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ p(xk) = Ψ(xk) = fk äëÿ âñåõ óçëîâ, ýòî âîâñå íå îçíà÷àåò,
÷òî p(x) = Ψ(x). Íà ñàìîì äåëå ýòî äâå ðàçíûå ôóíêöèè, à ñîîòâåòñòâóþùèå

èíòåðïîëÿöèîííûå çàäà÷è ýêâèâàëåíòíû ëèøü â òîì ñìûñëå, ÷òî ïî ðåøåíèþ

îäíîé èç íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå âòîðîé.

1.3.2 Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (DFT)

Ïåðåéäÿ ê íîâîé ïåðåìåííîé

ω = eix, ωk = eixk = e2πi k/N ,

P (ω) = β0 + β1ω + . . . + βN−1ω
N−1,
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âèäèì, ÷òî çàäà÷à ñâåëàñü ê èíòåðïîëÿöèè ìíîãî÷ëåíàìè21, îòêóäà íåìåäëåííî

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðàâäà, ìíî-

ãî÷ëåíû êîìïëåêñíûå, à óçëû ðàñïîëîæåíû â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íà åäè-

íè÷íîé îêðóæíîñòè. Íî òàê êàê ìû ãîâîðèì î çàäà÷å ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè,

âñå ñêàçàííîå âûøå î ìíîãî÷ëåíå Ëàãðàíæà îñòàåòñÿ âåðíûì è â êîìïëåêñíîì

ñëó÷àå.

Òåïåðü ìîæíî áûëî áû âûâåñòè êîýôôèöèåíòû βi èç èíòåðïîëÿöèîííîãî

ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà, íî ìû ïîéäåì äðóãèì ïóòåì. Âî-ïåðâûõ, îáðàòèì âíè-

ìàíèå íà òî, ÷òî22

ωjn = ωnj , ω−jn = ωjn, äëÿ 0 ≤ j, n ≤ N − 1. (1.39)

Âî-âòîðûõ, âåðíî òàêîå ðàâåíñòâî

N−1

∑
k=0

ωjkω
n
k = N ⋅ δjn (1.40)

◂ Âåëè÷èíà ωj−n, áóäó÷è îäíèì èç êîðíåé ñòåïåíè N èç åäèíèöû, ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

ωN − 1 = (ω − 1) (ωN−1 + ωN−2 + . . . + 1) .

Íî ïðèðàâíèâàÿ åãî íóëþ, ïîëó÷àåì èëè ωj−n = 1, ò.å. j = n (è òîãäà ñóììà â

(1.40) ðàâíà N), èëè

0 =
N−1

∑
k=0

ωkj−n =
N−1

∑
k=0

ωj−nk =
N−1

∑
k=0

ωjk ω
n
k . ▸

Ðàâåíñòâî (1.40) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïðåäåëèì

N -ìåðíûå êîìïëåêñíûå âåêòîðà

w(n) = (1, ωn1 , . . . , ωnN−1), n = 0,1, . . . ,N − 1,

è ââåäåì äëÿ íèõ îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(u, v) =
N−1

∑
j=0

ujvj.

Òîãäà (1.40) îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðà {w(n)}N−1
n=0 îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé (õîòÿ íå

íîðìèðîâàííûé) áàçèñ

(w(j),w(n)) = N ⋅ δjn, (1.41)

21Òàê êàê äëÿ âñåõ 0 ≤ j, k ≤ N − 1, j ≠ k âåðíî ωj ≠ ωk.
22×åðòîé ñâåðõó ìû áóäåì çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àòü êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.
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ïî êîòîðîìó ìîæíî ðàçëîæèòü N−âåêòîð f = (f0, f1, . . . , fN−1):

fk = β0 + β1ω
1
k + . . . + βN−1ω

N−1
k =

N−1

∑
j=0

βjω
j
k =

N−1

∑
j=0

βj (w(j))
k
,

⇒ f =
N−1

∑
j=0

βjw
(j),

à êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ βj íàõîäÿòñÿ òðèâèàëüíî, òàê êàê áàçèñ îðòîãî-

íàëüíûé (1.41):

βj =
(f,w(j))

(w(j),w(j))
= 1

N

N−1

∑
k=0

fkω
j
k =

1

N

N−1

∑
k=0

fke
−2πi jk/N .

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè äàåòñÿ

êîýôôèöèåíòàìè

βj =
1

N

N−1

∑
k=0

fke
−2πi jk/N , j = 0,1, . . . ,N − 1. (1.42)

Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå äèñêðåòíîé êîìïëåêñíîé ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ äèñ-

êðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå23 (discrete Fourier transform, DFT).

1.3.3 Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (FFT)

Èòàê, çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè N ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ íà [0,2π] òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü äèñêðåòíûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ôóðüå (DFT) îò f (1.42).

DFT è åãî ðàçíîâèäíîñòè24 ïðèìåíÿþòñÿ ïîâñåìåñòíî äëÿ îáðàáîòêè ñèãíà-

ëîâ, ñæàòèÿ (â lossy ôîðìàòû) èçîáðàæåíèé (jpeg), àóäèî (mp3), âèäåî (theora).

Òàêîå èõ øèðîêîå ïðèìåíåíèå îáóñëîâëåíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, íàëè÷èåì ýô-

ôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ áûñòðûì

ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå (fast Fourier transform, FFT). Åñëè ïðÿìîå âû÷èñëåíèå

ñóìì âèäà (1.42) òðåáóåò O(N2) îïåðàöèé, òî FFT äàåò âîçìîæíîñòü ñ÷èòàòü

(1.42), èñïîëüçóÿ ëèøü O(N lnN) îïåðàöèé.
Ðàññìîòðèì îäèí èç ïîäõîäîâ (the Cooley-Tukey method, 1965) â ñâîåé ïðî-

ñòåéøåé ïîñòàíîâêå, êîãäà

N = Np ≡ 2p, p ∈ N,
23Æàí Áàòèñò Æîçåô Ôóðüå, Jean Baptiste Joseph Fourier; 1768-1830. Ôðàíöóçñêèé ìàòå-

ìàòèê è ôèçèê; ó÷àñòâîâàë â Åãèïåòñêîì ïîõîäå Íàïîëåîíà (1798�1801) â ñîñòàâå Ëåãèîíà

êóëüòóðû.
24Íàèáîëåå øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíî, ïîæàëóé, äèñêðåòíîå êîñèíóñíîå ïðåîáðàçîâàíèå

(DCT). Â íåì ÷åòíàÿ âåùåñòâåííàÿ äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî êîñèíóñàì.
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è âåðíåìñÿ äëÿ ýòîãî ê çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè ôàçîâûìè ìíîãî÷ëåíàìè íà ñåòêå

ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

p(x) =
N−1

∑
k=0

βke
ikx ∶ p(xj) = fj, xj =

2πj

N
, j = 0,1, . . . ,N − 1.

Ïóñòü ó íàñ óæå åñòü äâà èíòåðïîëÿöèîííûõ ôàçîâûõ ìíîãî÷ëåíà q(x) è

r(x), ñòåïåíè (Np−1−1) êàæäûé, òàêèå ÷òî q(x) èíòåðïîëèðóåò âñå òî÷êè ñåòêè ñ
÷åòíûì èíäåêñîì, à r(x−2π/N) èíòåðïîëèðóåò âñå òî÷êè ñ íå÷åòíûì èíäåêñîì:

q(x2n) = f2n, r(x2n) = r(x2n−1 − 2π/N) = f2n+1, n = 0,1, . . . ,N1 − 1.

Òàêîå îïðåäåëåíèå r(x) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ q(x) è r(x) ïîñòàâëåíû íà îäíîé è òîé æå ñåòêå, à îòëè÷àþòñÿ òîëüêî

çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè â óçëàõ.

Èñïîëüçóÿ, ÷òî

eiNxk/2 = eiNp−1xk = e2πi Np−1k/Np = eiπk = (−1)k,

ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ïîëíûé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí êàê ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ q(x) è r(x):

p(x) = q(x) ⋅ (1 + eiNx/2
2

) + r(x − 2π/N) ⋅ (1 − eiNx/2
2

) . (1.43)

Òàê êàê eiNx/2 ýòî (ôàçîâûé) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè N/2, òî p(x) � ñòåïåíè N − 1,

êàê è äîëæíî áûòü.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ q è r ïðèìåíèìî òî æå ðàññóæäåíèå, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî

÷èñëî óçëîâ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è äëÿ íèõ â äâà ðàçà ìåíüøå. Ðàññóæäàÿ

òàê æå è äàëåå, ïîëó÷àåì p-øàãîâóþ ðåêóððåíòíóþ ñõåìó äëÿ èíòåðïîëÿöèè

N = 2p óçëîâ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîí-

íûõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ñëó÷àÿ p = 3. Íà êàæäîì ýòàïå ìû êîìáèíèðóåì a ìíî-

ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè (b − 1), êàæäûé èç êîòîðûõ èíòåðïîëèðóåò f â b óçëàõ, â a/2
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè (2b− 1), êàæäûé èç êîòîðûõ èíòåðïîëèðóåò f â 2b óçëàõ:

Í.ó. Øàã 1 Øàã 2 Øàã 3
0(0)
1(1) 0,4→ 0 (0,4) 0,2→ 0 (0,2,4,6) 0,1→ 0 (0, . . . ,7).
2(2)
3(3) 1,5→ 1 (1,5) 1,3→ 1 (1,3,5,7)
4(4)
5(5) 2,6→ 2 (2,6)
6(6)
7(7) 3,7→ 3 (3,7)
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Çäåñü êàæäûé ìíîãî÷ëåí íà êàæäîì ýòàïå îáîçíà÷åí ñâîèì íîìåðîì r (íà÷è-

íàÿ ñ íóëÿ), à óçëû, â êîòîðûõ îí èíòåðïîëèðóåò f , ïèøåì â ñêîáêàõ. Íà÷èíà-

åì ïðîöåäóðó ñ âîñüìè ìíîãî÷ëåíîâ íóëåâîé ñòåïåíè 1,2, . . . ,8, ðàâíûõ ïðîñòî

÷èñëàì fk.

Â îáùåì ñëó÷àå ðåêóððåíòíàÿ ñõåìà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: Íà øàãå

m (m=1, . . . , p) ñòðîèì

R = 2p−m = N

2m
= N

M

ôàçîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè (M −1), êàæäûé èç êîòîðûõ èíòåðïîëèðóåòM =
2m òî÷åê ñåòêè:

p
(m)
r = β(m)

r,0 + β(m)
r,1 eix + . . . + β(m)

r,2−1e
(M−1)ix, r = 0,1, . . . ,R − 1.

Îíè êîìáèíèðóþòñÿ èç 2R ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè (M/2 − 1), èíòåðïîëèðóþ-
ùèõ êàæäûé ñâîé íàáîð èç M/2 òî÷åê ñåòêè, ïî ðåêóðñèè (1.43):

2p
(m)
r (x) = p(m−1)

r (x) ⋅ (1 + eiMx/2) + p(m−1)
R+r (x − 2π/M) ⋅ (1 − eiMx/2) .

Çäåñü íèæíèé èíäåêñ r, êîòîðûì íóìåðóþòñÿ ìíîãî÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóåò ïåð-

âîé (ïî ïîðÿäêó) èç òî÷åê ñåòêè, êîòîðóþ îí èíòåðïîëèðóåò. Â òàêèõ îáîçíà-

÷åíèÿõ p
(m)
r îêàçûâàþòñÿ òàê óïîðÿäî÷åííûìè, ÷òî ïàðà, èíòåðïîëèðóþùàÿ

ðàâíîóäàëåííûå ïåðåìåæàþùèåñÿ óçëû îòëè÷àåòñÿ çíà÷åíèåì íèæíåãî èíäåê-

ñà íà R. Ïîýòîìó âî âòîðîì ñëàãàåìîì è ñòîèò pR+r.

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ β òîãäà íåñëîæíî âûâåñòè☆ðåêóðñèþ â ôîðìå

2β
(m)
r,j = β

(m−1)
r,j + β(m−1)

R+r,j ⋅ e−2πi⋅j/2m ,

2β
(m)
r,M+j = β

(m−1)
r,j − β(m−1)

R+r,j ⋅ e−2πi⋅j/2m ,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

r = 0,1, . . . ,R − 1,

j = 0,1, . . . ,M/2 − 1.

Ïðîöåäóðà íà÷èíàåòñÿ ñ ââîäà �ìíîãî÷ëåíîâ� íóëåâîé ñòåïåíè

β
(0)
k,0 = fk, k = 0, . . . ,N − 1

è çàêàí÷èâàåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè

β
(p)
0,j = βj, j = 0, . . . ,N − 1.

1.3.4 Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå. Ñâÿçü ñ DFT*

Íàïîìíèì çäåñü ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ Ôóðüå, ñ òåì

÷òîáû ïîêàçàòü, êàê îíè ñâÿçàíû ñ äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå (DFT).
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Ðÿä Ôóðüå

Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f(x), íåïðåðûâíàÿ íà [−π,π], è òàêàÿ ÷òî f(−π) = f(π), ìîæåò
áûòü íà ýòîì ïðîìåæóòêå ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñâîåãî ðÿäà Ôóðüå25

f(x) = a0

2
+

∞
∑
k=1

(ak coskx + bk sinkx) . (1.44)

Êîýôôèöèåíòû ak è bk ëåãêî íàéòè, äîìíîæàÿ ðÿä íà sinnx èëè cosnx è

èíòåãðèðóÿ ïî÷ëåííî îò −π äî π:

ak =
1

π

π

∫
−π

dξ coskξ f(ξ); bk =
1

π

π

∫
−π

dξ sinkξ f(ξ).

Ïåðåïèñàâ â (1.44) ñèíóñû è êîñèíóñû ïî ôîðìóëå Ýéëåðà-Ìóàâðà, ïîëó÷èì

ðÿä Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå,

f(x) =
+∞
∑
k=−∞

cke
ikx, ãäå ck =

1

2π

π

∫
−π

dξ e−ikξf(ξ). (1.45)

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) íà [−π,π], òî ñíà-
ðóæè ýòîãî ïðîìåæóòêà îí áóäåò ñõîäèòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðåííîìó, äî

áåñêîíå÷íîñòè, òîìó æå êóñêó f(x)∣x∈[−π,π]. Òî åñòü ðÿä Ôóðüå íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ê f íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f ïåðèîäè÷íà, ñ ïåðèîäîì 2π.

×òî æå åñëè ìû õîòèì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè, ïåðèîäè÷íûå ñ äðóãèì ïå-

ðèîäîì? Î÷åâèäíî, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåé ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü f(x) = f(x + 2l). Òîãäà ââåäÿ t = x ⋅ π/l, ïîëó÷èì, ÷òî f(t ⋅ l/π), êàê
ôóíêöèÿ t, ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2π è ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà Ôóðüå (1.45).

Ïåðåïèñûâàÿ åãî â òåðìèíàõ x, ïîëó÷àåì

f(x) =
+∞
∑
n=−∞

cne
iπn⋅x/l, ãäå cn =

1

2l

l

∫
−l

dξ e−iπn⋅ξlf(ξ). (1.46)

Èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Òîãäà ìû ìîæåì óñòðåìèòü l ê áåñêîíå÷íîñòè, è ïîëó÷èòü �ðÿä� (â êàâû÷êàõ

ïîòîìó ÷òî íà ñàìîì äåëå ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàë, ñì. íèæå) äëÿ âîâñå íå ïåðè-

îäè÷åñêîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà (−∞,∞). Äëÿ ýòîãî óäîáíî ïåðåïèñàòü

25Çäåñü íå áóäåì ïðèâîäèòü íèêàêèõ ïîÿñíåíèé è äîêàçàòåëüñòâ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå

ýòîò âîïðîñ âåñüìà ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ (ñì. ï. 3.1.10).
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(1.46) â âèäå

f(x) =
+∞
∑
n=−∞

1

2l

l

∫
−l

dξ f(ξ)e−iλn(x−ξ), ãäå λn = n
π

l
.

Çäåñü ñóììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíóþ ñóììó Ðèìàíà, è â ïðåäåëå

l →∞ ∶ 1 ≡ ∆n = ∆λn ⋅
l

π
→ dλ ⋅ l

π
⇒ 1

2l
→ dλ

2π
,

òàê ÷òî ïîëó÷àåì ïîâòîðíûé èíòåãðàë Ôóðüå

f(x) = 1

2π

+∞

∫
−∞

dλ

+∞

∫
−∞

dξ eiλ(x−ξ)f(ξ). (1.47)

Òî æå ñàìîå â ïîøàãîâîé çàïèñè äàåò íàì èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå � îáðàòíîå è ïðÿìîå (â òîì ïîðÿäêå ÷òî îíè çàïèñàíû):

f(x) =
+∞

∫
−∞

dλeiλxF (λ), ãäå F (λ) = 1

2π

+∞

∫
−∞

dξ e−iλξf(ξ). (1.48)

DFT êàê äèñêðåòíîå ïðèáëèæåíèå ðÿäà è èíòåãðàëà Ôóðüå

Âåðíåìñÿ ê ôóíêöèÿì, ïåðèîäè÷íûì ñ ïåðèîäîì 2l è ðÿäàì Ôóðüå äëÿ íèõ

(1.46). Èíòåãðàë äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåïèøåì âíà÷àëå, ñ ïîìîùüþ çàìåíû

ïåðåìåííûõ ξ = η − l, êàê

cn =
1

2l

l

∫
−l

dξ f(ξ)e−iπnξ/l = ^̂
^e
iπn = (−1)n^̂^ =

(−1)n
2l

2l

∫
0

dη f̃(η)e−iπnη/l,

ãäå f̃(η) = f(η − l). Åãî, î÷åâèäíî, ìîæíî âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî, çàìåíÿÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåé èíòåãðàëüíîé ñóììîé. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, äëÿ ðàâíîìåðíîãî

ðàçáèåíèÿ ïðîìåæóòêà íà N ó÷àñòêîâ, èìååì

(−1)ncn ≈
1

2l

N−1

∑
j=0

2l

N
f̃(xj)e−iπnxj/l =

^̂
^̂xj = 2l ⋅ j

N

^̂
^̂ =

1

N

N−1

∑
k=0

f̃(xj)e−2πi⋅kn/N .

Ïðèøëè â òî÷íîñòè ê äèñêðåòíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå (1.42).

×òî êàñàåòñÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî îòëè÷èå äëÿ íåãî çàêëþ÷à-

åòñÿ òîëüêî â òîì, ÷òî îíî ñîäåðæèò åùå îäèí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, â êîòîðîì

ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ∫
l

−l . . . ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì DFT äàåò

åãî ïðèáëèæåíèå íà äèñêðåòíîì íàáîðå òî÷åê.

Òàêèì îáðàçîì, DFT âûñòóïàþò êàê äèñêðåòíûå àïïðîêñèìàöèè êîýôôè-

öèåíòîâ ðÿäîâ Ôóðüå è äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
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1.4 Èíòåðïîëÿöèÿ Ýðìèòà*

Ïóñòü ó íàñ åñòü íàáîð íå ñîâïàäàþùèõ óçëîâ {xi}mi=0, óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîç-

ðàñòàíèþ

x0 < x1 < . . . < xm,

è òàáëèöà ÷èñåë

f
(k)
i äëÿ i = 0, . . . ,m, k = 0,1, . . . , ni − 1.

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à Ýðìèòà (Hermite interpolation problem) äëÿ ýòèõ

äàííûõ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ìíîãî÷ëåíà

P ∈ Πn, n =
m

∑
i=0

ni − 1,

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì èíòåðïîëÿöèè:

P (k)(xi) = f (k)(xi), i = 0,1, . . . ,m; k = 0,1, . . . , ni − 1. (1.49)

Ýòà çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîé çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè òåì, ÷òî â i-òîì

óçëå çàäàåòñÿ íå òîëüêî çíà÷åíèå ñàìîãî ïîëèíîìà, íî è çíà÷åíèÿ åãî ïåðâûõ

ni −1 ïðîèçâîäíûõ � òàê ÷òî âñåãî íà óçåë ïðèõîäèòñÿ ni óñëîâèé. Ðàññìîòðåí-

íàÿ ðàíåå ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñ ni = 1.

Âñåãî, òàêèì îáðàçîì, çàäàåòñÿ ∑m
i=0 ni = n+1 óñëîâèé íà n+1 êîýôôèöèåíò

èñêîìîãî ìíîãî÷ëåíà, òàê ÷òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à èìååò

è åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

◂ Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü P1,2(x) ýòî äâà ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå

âûøå n, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.49). Òîãäà èõ ðàçíîñòü Q = P1−P2 òàêæå åñòü

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n. Ïðè ýòîì

Q(k)(xi) = 0, k = 0,1, . . . , ni − 1, i = 0,1, . . . ,m,

òî åñòü xi åñòü ïî êðàéíåé ìåðå ni-êðàòíûé êîðåíü Q, à çíà÷èò âñåãî ó íåãî

∑ni = n+1 êîðíåé, ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, Q åñòü òîæäåñòâåííûé

íîëü, è åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.▸
Ñóùåñòâîâàíèå äîêàæåì â ñëåäóþùåì ïóíêòå êîíñòðóêòèâíî, ïîñòðîèâ ðå-

øåíèå.
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1.4.1 Îáîáùåííûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, î÷åâèäíî, ëèíåéíî ïî íåîäíîðîä-

íîñòè f , è ñëåäîâàòåëüíî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

P (x) =
m

∑
i=0

ni−1

∑
k=0

f
(k)
i Lik(x). (1.50)

Ìíîãî÷ëåíû Lik(x) íàçûâàþò îáîáùåííûìè ìíîãî÷ëåíàìè Ëàãðàíæà (ñì. (1.10)).

Îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì

L
(σ)
ik (xj) = δijδσk, äëÿ k, σ = 0,1, . . . , ni − 1, (1.51)

äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîåííûé ìíîãî÷ëåí (1.50) â ñàìîì äåëå ÿâëÿëñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è (1.49).

Îáîáùåííûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà-

÷àëå ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû

lik =
(x − xi)k

k!

m

∏
j=0
j≠i

(
x − xj
xi − xj

)
nj
, 0 ≤ i ≤m, 0 ≤ k ≤ ni.

Îïðåäåëèì ÷åðåç íèõ

Li,ni−1(x) ∶= li,ni−1(x), i = 0,1, . . . ,m,

à îñòàëüíûå Lik, ñ ìåíüøèìè k, ïî ðåêóðñèè

Lik(x) ∶= lik(x) −
ni−1

∑
ν=k+1

l
(ν)
ik (xi)Liν(x). (1.52)

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííûõ Lik âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(1.51).

◂ Âûïèøåì âñå ñëó÷àè, êîãäà ïðîèçâîäíûå ñòåïåíè σ < nj îò lik â óçëàõ ðàâíû íóëþ èëè

åäèíèöå:

l
(σ)
ik (xi) = δkσ äëÿ σ ≤ k, (1.53)

l
(σ)
ik (xj) = 0 äëÿ i ≠ j. (1.54)

Áàçà. Ïóñòü k = ni − 1. Òîãäà Lik = li,ni−1, è

L
(σ)
i,ni−1(xi) = l

(σ)
i,ni−1(xi) = δni−1,σ; L

(σ)
i,ni−1(xj) = 0 j ≠ i.

Òàêèì îáðàçîì, áàçà

L
(σ)
i,ni−1(xj) = δijδni−1,σ

äîêàçàíà.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî (1.51) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ k = q, . . . , ni − 1. Ïîêàæåì, ÷òî â

òàêîì ñëó÷àå òî æå áóäåò âåðíî è äëÿ k = q − 1. Â ñàìîì äåëå, òîãäà ñîãëàñíî (1.52)

L
(σ)
i,q−1(xj) = l

(σ)
i,q−1(xj) −

ni−1
∑
ν=q

l
(ν)
i,q−1(xi)L

(σ)
iν (xj) = l

(σ)
i,q−1(xj) − δij

ni−1
∑
k=q

l
(ν)
i,q−1(xi)δσk.

Åñëè σ < q < ni, òî âñå ñëàãàåìûå â ñóììå ðàâíû íóëþ, è

L
(σ)
i,q−1(xj) = l

(σ)
i,q−1(xj) =

^
^
^
^
^
^

èç

(1.53,1.54)

^
^
^
^
^
^

= δijδq−1,σ.

Åñëè æå q ≤ σ < ni, òî ÷ëåí ñóììû, îòëè÷íûé îò íóëÿ (ó êîòîðîãî ν = σ), ñîêðàùàåòñÿ ñ

ïåðâûì ñëàãàåìûì, è ïîëó÷àåì òîò æå ðåçóëüòàò. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ i, j, σ

äîêàçûâàåìîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ k = q−1. Ïîýòîìó îíî âåðíî äëÿ âñåõ k = 0, . . . , ni−1,

è ôîðìóëà (1.51) äîêàçàíà. ▸

1.4.2 Ïîãðåøíîñòü

Ïóñòü çàäàíà (n+1) ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ f(x), è èçâåñòíû
åå çíà÷åíèÿ è ïåðâûå íåñêîëüêî ïðîèçâîäíûõ â íàáîðå óçëîâ {xi ∈ [a, b]}mi=0, òàê

÷òî ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó èíòåðïîëÿöèè Ýðìèòà ñ f
(k)
i = f (k)(xi).

Òîãäà îøèáêà èíòåðïîëÿöèè äàåòñÿ ôîðìóëîé

∀ x ∈ [a, b] f(x) − P (x) = f
(n+1)(ξ)
(n + 1)!

ω̂(x), ãäå ξ ∈ [a, b], (1.55)

ω̂(x) = (x − x0)n0(x − x1)n1 . . . (x − xm)nm . (1.56)

Äîêàçàòåëüñòâî ïî ñóùåñòâó ïîâòîðÿåò ïðîâåäåííîå âûøå äëÿ èíòåðïîëÿöèîí-

íîãî ïîëèíîìà Ëàãðàíæà (1.25):

◂ Ðàññìîòðèì

ϕ(x) = f(x) − P (x) −K ⋅ ω̂(x).

Êàæäûé óçåë xj ÿâëÿåòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ êîðíåì ϕ(x) êðàòíîñòè nj; âñåãî êîð-
íåé ϕ, ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, ∑nj = n + 1.

Çàôèêñèðóåì ïîñòîÿííóþ K èç òðåáîâàíèÿ ÷òîáû ϕ(x) îáðàùàëàñü â íîëü
â åùå îäíîé òî÷êå x̃ ≠ x0, . . . , xn:

K = f(x̃) − P (x̃)
ω̂(x̃)

.

Òîãäà ϕ(x) èìååò (n + 2) êîðíÿ íà [a, b]; ϕ′(x) èìååò (n + 1) êîðíÿ; è òàê

äàëåå; ϕ(n+1)(x) èìååò îäèí êîðåíü íà [a, b]:

∃ ξ ∈ [a, b] ∣ ϕ(n+1)(ξ) = 0.
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Íî P (x)∈Πn, ïîýòîìó

0 = ϕ(n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ) −K(n + 1)!.

Âûðàæàÿ îòñþäà K, ïîëó÷àåì

f(x̃) − P (x̃) = f
(n+1)(ξ)
(n + 1)!

ω̂(x̃).

Ò.ê. x̃ ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî íà [a, b], îïóñêàåì òèëüäó è äëÿ ∀x∈[a, b]
ïîëó÷àåì ïðèâåäåííîå âûøå âûðàæåíèå äëÿ îøèáêè. ▸

Åñëè ïîëîæèòü ni = N , è âûáðàòü óçëû â íóëÿõ ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà, òî

ïîëó÷èì

sup ω̂ = sup(ωn)N = 1

2Nn
,

òàê ÷òî äëÿ îöåíêè îøèáêè ñâåðõó

∣f(x) − Pn(x)∣ ≤
sup ∣f (n+1)(ξ)∣
(n + 1)! ⋅ 2nN

.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N (à íà ïðàêòèêå óæå ÷àñòî è äëÿ N = 2) çíàìåíàòåëü

ïîäàâèò ðîñò ñ n ïðîèçâîäíûõ â ÷èñëèòåëå, åñëè òîëüêî îíè êîíå÷íû, òàê ÷òî

ïðè n→∞ ïîëó÷èì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü Pn → f .

1.5 Ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèÿ*

1.5.1 Ðàçíûå ñïëàéíû. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïîä ñïëàéíîì îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòèD êóñî÷íî-

ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå

D íà ïîäîáëàñòè, òàêîå, ÷òî âíóòðè êàæäîãî ýëåìåíòà ðàçáèåíèÿ ôóíêöèÿ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí íåêîòîðîé ñòåïåíè n. Êðîìå òîãî, ýòà ôóíêöèÿ

íåïðåðûâíà â îáëàñòè D âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè äî k-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî

(k≤n).
Ìû ðàññìîòðèì îäèí ïðîñòîé ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è íà ñïëàéí-èíòåðïî-

ëÿöèþ � èíòåðïîëÿöèþ êóáè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè â êëàññå C2. Ýòî íàèáîëåå

øèðîêî èñïîëüçóåìûé íà ïðàêòèêå âàðèàíò.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è êóñî÷íî-êóáè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè:

Íà îòðåçêå [a, b] âåùåñòâåííîé îñè çàäàíà ñåòêà a = x0 < x1 < . . . < xn = b, â óçëàõ
êîòîðîé çàäàíû çíà÷åíèÿ {fk}nk=0 ôóíêöèè f(x), îïðåäåëåííîé íà [a, b]. Íà îò-
ðåçêå [a, b] íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèþ g(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ òðåáîâàíèÿì:
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1. g(x) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà

âêëþ÷èòåëüíî

g(x) ∈ C2[a, b]; (1.57)

2. Íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [xk−1, xk] ôóíêöèÿ g(x) ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ìíî-

ãî÷ëåíîì:

g(x)∣
[xk−1,xk]

≡ gk(x) =
3

∑
i=0

aik(x − xk)i; (1.58)

3. Â óçëàõ ñåòêè g(x) èíòåðïîëèðóåò f(x):

g(xk) = fk äëÿ k = 0,1, . . . , n; (1.59)

4. Íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ "ñâîáîäíîãî ïðî-

âèñàíèÿ"

g′′(a) = g′′(b) = 0. (1.60)

1.5.2 Êóáè÷åñêèå ñïëàéíû

Äëÿ íàõîæäåíèÿ g(x) âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè (1�4).

Íåïðåðûâíîñòü âòîðîé ïðîèçâîäíîé: òàê êàê âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

g(x) ëèíåéíà íà êàæäîì îòðåçêå ñåòêè [xi−1, xi], äëÿ i = 1, . . . , n, òî íà êàæäîì

èç ýòèõ ïðîìåæóòêîâ ìû ìîæåì çàïèñàòü:

g′′(x)≡g′′i (x) =mi−1
xi−x
hi

+mi
x−xi−1

hi
äëÿ x∈[xi−1, xi], i = 1, . . . , n, (1.61)

ãäå hi = xi − xi−1, mi = g′′(xi).
Ïðîèíòåãðèðóåì ðàâåíñòâî (1.61) äâàæäû è, ïåðåãðóïïèðîâàâ ïîñòîÿííûå

èíòåãðèðîâàíèÿ, çàïèøåì

g(x) =mi−1
(xi − x)3

6hi
+mi

(x − xi−1)3

6hi
+Ai

xi − x
hi

+Bi
x − xi−1

hi
. (1.62)

Êîíñòàíòû Ai,Bi ïîëó÷èì èç óñëîâèé (3): g(xi−1) = fi−1 è g(xi) = fi. Ïîäñòàâëÿÿ
x = xi−1, xi â (1.62), ïîëó÷èì

fi−1 =mi−1

h2
i

6
+Ai; fi =mi

h2
i

6
+Bi. (1.63)
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Òîãäà èç (1.62) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ gi è åå ïðîèçâîäíîé g′iâ âèäå

gi(x) = mi−1
(xi − x)3

6hi
+mi

(x − xi−1)3

6hi
+ (1.64)

+(fi−1 −mi−1

h2
i

6
) xi − x

hi
+ (fi −mi

h2
i

6
) x − xi−1

hi
;

g′i(x) = −mi−1
(xi − x)2

2hi
+mi

(x − xi−1)2

2hi
+ (1.65)

+fi − fi−1

hi
− mi −mi−1

6
hi.

Îñòàëîñü èñïîëüçîâàòü íåïðåðûâíîñòü â óçëàõ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé g. Èç (1.65)

ïîëó÷àåì îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå â òî÷êàõ x1, . . . , xn:

g′(xi − 0) ≡ g′i(xi) = hi
6
mi−1 +

hi
3
mi +

fi − fi−1

hi
;

g′(xi + 0) ≡ g′i+1(xi) = −hi+1

3
mi −

hi+1

6
mi+1 +

fi+1 − fi
hi+1

.

Ïðèðàâíèâàÿ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó (n − 1) óðàâíåíèé äëÿ mi, i = 0, . . . , n:

hi
6
mi−1 +

hi + hi+1

3
mi +

hi+1

6
mi+1 =

fi+1 − fi
hi+1

− fi − fi−1

hi
. (1.66)

Äîïîëíÿÿ åå óñëîâèÿìè m0 = mn = 0, êîòîðûå ñëåäóþò èç ãðàíè÷íîãî óñëî-

âèÿ (1.60), ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ ñèñòåìó äëÿ {mi}n−1
i=1 . Â ìàòðè÷íîì âèäå îíà

çàïèñûâàåòñÿ êàê

Am =Hf. (1.67)

Çäåñü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà (n − 1) × (n − 1)

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

h1+h2
3

h2
6 0 . . . 0 0

h2
6

h2+h3
3

h3
6 . . . 0 0

0 h3
6

h3+h4
3 . . . 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 . . . hn−2+hn−1

3
hn−1

6

0 0 0 . . . hn−1
6

hn−1+hn
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, (1.68)

m è f âåêòîðà

m =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

m1

⋮
mn−1

⎞
⎟⎟⎟
⎠
, f =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

f0

f1

⋮
fn−1

fn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,
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à H � ìàòðèöà (n + 1) × (n − 1)

H =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1
h1

− ( 1
h1
+ 1
h2

) 1
h2

. . . 0 0

0 1
h2

− ( 1
h2
+ 1
h3

) . . . 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 . . . − ( 1

hn−1 +
1
hn

) 1
hn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è íåîñîáåííàÿ.
◂ Ïóñòü åñòü ïðîèçâîëüíàÿ íåíóëåâàÿ ìàòðèöà B = (bij) è λ � íåêîòîðîå åå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâó-
þùåå ñîáñòâåííîìó âåêòîðó x = (x1, . . . , xn). Ïåðåíóìåðóåì òàê îñè êîîðäèíàò, ÷òîáû êîîðäèíàòû xi áûëè â

ïîðÿäêå óáûâàíèÿ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé:

∣x1∣ ≥ ∣x2∣ ≥ . . . ≥ ∣x1∣.

Òîãäà x1 ≠ 0, è èç ïåðâîé ñòðîêè Ax = λx èìååì

b11x1 + . . . + b1nxn = λx1.

Äåëÿ íà x1 è ó÷èòûâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåðàâåíñòâ äëÿ xj , ïîëó÷èì

∣λ − b11∣ ≤∑
i>1

∣bi1∣, (1.69)

òî åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëåæèò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â êðóãå ñ öåíòðîì â b11 è ðàäèóñà

R =∑
i>1

∣bi1∣.

Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàþò (ïåðâîé) òåîðåìîé Ãåðøãîðèíà î ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à êðóã �

êðóãîì Ãåðøãîðèíà. Ïîíÿòíî, ÷òî òåîðåìà Ãåðøãîðèíà ïðèìåíèìà äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, òàê

÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ëåæàò êàæäîå â ñâîåì êðóãå Ãåðøãîðèíà (êîòîðûå, êîíå÷íî, ìîãóò

ïåðåñåêàòüñÿ).

Â íàøåì ñëó÷àå öåíòðû êðóãîâ Ãåðøãîðèíà äëÿ ìàòðèöû A ëåæàò íà ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè âåùåñòâåííîé

îñè aii>0, è êðîìå òîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñòðîãîãî äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ

aii >∑
j≠i

∣aij ∣.

Ïîýòîìó ðàäèóñ êàæäîãî åå êðóãà Ãåðøãîðèíà áîëüøå ÷åì àáñöèññà åãî öåíòðà, è ýòîò êðóã íå âêëþ÷àåò

â ñåáÿ íà÷àëî êîîðäèíàò. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû âåùåñòâåííû,

âèäèì, ÷òî âñå îíè è ïîëîæèòåëüíû, è íå îáðàùàþòñÿ â íóëü.▸

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû m1,m2, . . . ,mn−1 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (1.67)

îäíîçíà÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïëàéí-ôóíêöèÿ g(x) òàêæå îäíîçíà÷íî âîññòà-

íàâëèâàåòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.64) è çàäà÷à î íàõîæäåíèè êóñî÷íî-êóáè÷åñêîé

ôóíêöèè g(x) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òàê êàê ìàòðèöà òðåõäèàãîíàëü-

íà, òî ðåøåíèå áûñòðî âû÷èñëÿåòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè (ñì. ï.2.4.3).

Â ÿâíîì âèäå gi ïîëó÷àåì, ïîäñòàâèâ ðåøåíèå ñèñòåìû (1.67) mi â (1.64).
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1.5.3 Ñïëàéí êàê ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è

Êóáè÷åñêèå ñïëàéí-ôóíêöèè îáëàäàþò î÷åíü âàæíûì ñâîéñòâîì, êîòîðîå îáó-

ñëîâëèâàåò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè. À èìåííî, ðàññìîò-

ðèì êëàññ ôóíêöèé W 2
2 [a, b], èìåþùèõ èíòåãðèðóåìûå íà [a, b] ñ êâàäðàòîì

âòîðûå ïðîèçâîäíûå:
b

∫
a

dx(u′′(x))2 <∞.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ôóíêöèè u(x) ∈ W 2
2 [a, b], êîòîðàÿ èíòåðïîëè-

ðóåò â óçëàõ {xi}n0 íàøó ôóíêöèþ f(x) è ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë

Φ[u] =
b

∫
a

dx [u′′(x)]2 ∶ (1.70)

I = inf {Φ[u] ∣ u(xk)=fk äëÿ k=0, . . . , n; u(x)∈W 2
2 [a, b]} (1.71)

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ìèíèìóì òàêîãî ôóíêöèîíàëà äîñòèãàåòñÿ íà êóñî÷íî-êó-

áè÷åñêîé ñïëàéí-ôóíêöèè g(x), êîòîðóþ ìû òîëüêî ÷òî ïîñòðîèëè.

◂ Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

Φ[u − g] =
b

∫
a

dx [u′′(x) − g′′(x)]2
.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è èñïîëüçóÿ ÷òî g′′(a) = g′′(b) = 0, ïîëó÷èì

Φ[u−g] =
b

∫
a

dx([u′′]2−[g′′]2+2g′′(g′′−u′′))=Φ[u]−Φ[g]+2

b

∫
a

g′′d(g′−u′) =

= Φ[u] −Φ[g] + 2 [g′′(g′ − u′)]ba − 2

b

∫
a

(g′ − u′)g′′′dx =

= Φ[u] −Φ[g] − 2

b

∫
a

(g′ − u′)g′′′dx

Íî íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (xi−1, xi), i = 1, . . . , n ôóíêöèÿ g′′′ åñòü êîíñòàíòà

g′′′ = ci è òîãäà

Φ[u − g] = Φ[u] −Φ[g] − 2
n

∑
i=0

ci [g(x) − u(x)]∣xixi−1 = Φ[u] −Φ[g].

Çíà÷èò

Φ[g] = Φ[u] −Φ[u − g] ≤ Φ[u]

è êóáè÷åñêèé ñïëàéí g ìèíèìèçèðóåò çàäàííûé ôóíêöèîíàë, ÷. è. ò. ä.
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Åäèíñòâåííîñòü äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü

Φ[g] = Φ[u] ⇒ Φ[g − u] = 0 ⇒ u′′ = g′′,

òîãäà u(x) òàê æå êàê è g ÿâëÿåòñÿ ñïëàéíîì, ïðè÷åì ñ òåìè æå êîýôôèöèåí-

òàìè mi âî âñåõ óçëàõ, è ñëåäîâàòåëüíî òîæäåñòâåííî ñîâïàäàåò ñ g. ▸
Îñíîâûâàÿñü íà (1.71), ìîæíî äàòü äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå êó-

ñî÷íî-êóáè÷åñêîé ñïëàéí-ôóíêöèè: ýòî òàêàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññàW 2
2 [a, b], êîòî-

ðàÿ ïðèíèìàåò â óçëàõ ñåòêè çàäàííûå çíà÷åíèÿ è ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë

(1.70).

Òàêîå ñâîéñòâî ñïëàéí-ôóíêöèé èíòåðåñíî òåì, ÷òî ôóíêöèîíàë Φ[u] ìîæ-
íî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê àíàëîã ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óïðóãîãî ñòåðæíÿ, çà-

êðåïëåííîãî â òî÷êàõ ïëîñêîñòè (xk, fk), è íà êóáè÷åñêèõ ñïëàéíàõ ðåàëèçóåòñÿ
ìèíèìóì ýòîé ýíåðãèè.

1.5.4 Âàðèàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé*

Äî ñèõ ïîð ìû îãðàíè÷èëèñü ðàññìîòðåíèåì êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.60), êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèÿ

"ñâîáîäíîãî ïðîâèñàíèÿ" èíòåðïîëÿöèîííîé êðèâîé â òî÷êàõ a è b. Îäíàêî íà

ïðàêòèêå ÷àñòî áûâàþò èçâåñòíû íàêëîíû èíòåðïîëÿöèîííîé êðèâîé â ãðàíè÷-

íûõ òî÷êàõ. Òîãäà ñòàíîâèòñÿ åñòåñòâåííûì ïðèìåíåíèå óñëîâèé

g′(a) = f ′0; g′(b) = f ′n. (1.72)

Åñëè ìû çíàåì êðèâèçíó êðèâîé â òî÷êàõ a è b, òî åñòåñòâåííû óñëîâèÿ

g′′(a) = f ′′0 ; g′′(b) = f ′′n . (1.73)

Åñëè æå îá èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè èçâåñòíî àïðèîðè, ÷òî îíà ïåðèîäè÷íà

ñ ïåðèîäîì b − a, òî f0 = fn è ñëåäóåò ïðèìåíèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

g′(a) = g′(b); g′′(a) = g′′(b). (1.74)

Êàêèì æå îáðàçîì èçìåíèòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé (1.67) ïðè íàëè÷èè òàêîãî ðÿäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé? Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå

(1.60) ìû ïîïîëíÿëè ñèñòåìó (1.66) ðàâåíñòâàìè m0 =mn = 0.

Óñëîâèÿ (1.72) ïðèâåäóò íàñ, ñ ó÷åòîì (1.65), ê ðàâåíñòâàì

2

3
m0 +

1

3
m1 =

2

h1

(f1 − f0

h1

− f ′0) ,
1

3
mn−1 +

2

3
mn =

2

hn
(f ′n −

fn − fn−1

hn
) ;
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óñëîâèÿ (1.73) ê ðàâåíñòâàì

m0 = f ′′0 , mn = f ′′n ;

è íàêîíåö, óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ñïëàéíà (1.74) ê

m0 =mn,
h1 + hn

3
mn +

hn
6
mn−1 +

h1

g
m1 =

f1 − f0

h1

− fn − fn−1

hn
.

Ýòèìè ðàâåíñòâàìè è ñëåäóåò ïîïîëíèòü ñèñòåìó (1.67). Êîíå÷íî, âîçìîæíî

êîìáèíèðîâàòü óñëîâèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ â òî÷êàõ a è b.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êóáè÷åñêèå ñïëàéíû ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè êðàåâûõ

óñëîâèé âñå ðàâíî îáåñïå÷èâàþò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (1.70), òîëüêî óæå íå

íà âñåì êëàññå ôóíêöèé W 2
2 [a, b], à íà ïîäìíîæåñòâå ýòîãî êëàññà, ñîñòîÿùåì

èç ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííîìó êðàåâîìó óñëîâèþ.

1.5.5 Îøèáêà êóáè÷åñêîé ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè**

Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå òåõíèêó ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñõîäèìî-

ñòè êóáè÷åñêèõ ñïëàéí-ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ. Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.72) è, ÷òîáû íå óñëîæíÿòü ôîðìóë, òîëüêî ðàâíî-

ìåðíûìè ñåòêàìè hi = h. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâ íå èãðàþò

ñóùåñòâåííîé ðîëè. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåí-

öèðóåìà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Am = Hf (1.67) äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ñïëàéíà

â óçëîâûõ òî÷êàõ mi. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñåòêè ìàòðèöû A è H ñèëüíî

óïðîùàþòñÿ:

A = hB; B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

2
3

1
6 0 . . . 0 0

1
6

2
3

1
6 . . . 0 0

0 1
6

2
3 . . . 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 . . . 2

3
1
6

0 0 0 . . . 1
6

2
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

; H = 1

h

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 −2 1 . . . 0 0

0 1 −2 . . . 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 . . . −2 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå. Ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè ω(h,ϕ) äëÿ íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè ϕ(x), çàäàííîé íà îòðåçêå [a, b], íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ω(h,ϕ) = sup
x′,x′′∈[a,b]
∣x′−x′′∣≤h

∣ϕ(x′) − ϕ(x′′)∣.
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Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàêñèìàëüíîå èçìåíåíèå (êîëåáàíèå) ôóíêöèè ϕ(x)
íà îòðåçêå äëèíû h â ðàìêàõ [a, b].

Îáîçíà÷èì âåêòîð 1
hHf ÷åðåç d. Òîãäà ðàçäåëèâ óðàâíåíèå Am = Hf íà h,

ïîëó÷èì Bm = d. Âû÷òÿ ñïðàâà è ñëåâà Bd, çàïèøåì

m − d = B−1 (I −B)d. (1.75)

Èç ÿâíîãî âèäà H ñëåäóåò, ÷òî

dj =
fj+1 − 2fj + fj−1

h2
= 1

h
(
fj+1 − fj

h
−
fj − fj−1

h
) .

Ýòî âòîðàÿ öåíòðàëüíàÿ ðàçíîñòü ôóíêöèè f . Òàê êàê ïåðâûå ðàçíîñòè, ñòî-

ÿùèå â ñêîáêàõ, ðàâíû26 çíà÷åíèÿì f ′ íà ïðîìåæóòêàõ xj−1, xj è xj, xj+1 ñîîò-

âåòñòâåííî, òî àíàëîãè÷íî

∃ ξj ∈ (xj−1, xj+1) ∣ dj = f ′′(ξj).

Òîãäà, ò.ê.

∣dj−1 − dj ∣ = ∣f ′′(ξj−1) − f ′′(ξj)∣, ãäå ξj ∈ (xj, xj+2), ⇒ ξj − ξj−1 ∈ (h,3h),

òî

∣((I −B)d)
j
∣ = ∣

dj−1 + dj+1

6
−
dj
3
∣ = ∣

dj−1 − dj
6

+
dj+1 − dj

6
∣ ≤

≤ 1

6
(∣dj−1 − dj ∣ + ∣dj − dj+1∣) ≤

1

3
ω(3h, f ′′) ≤ ω(h, f ′′). (1.76)

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû èñïîëüçîâàëè âûïóêëîñòü ω(h), êîòîðàÿ äîñòà-

òî÷íî î÷åâèäíà27.

Íîðìó ìàòðèöû28 B−1 îöåíèì èç òåîðåìû Ãåðøãîðèíà î ëîêàëèçàöèè ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ B. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íåé, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ B

ëåæàò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â êðóãå ñ öåíòðîì â 2/3 è ðàäèóñà 1/3, à çíà÷èò
âåùåñòâåííû (âñëåäñòâèå ñèììåòðèè B) è áîëüøå 1/3. Ïîýòîìó âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ B−1 íå áîëüøå 3 è ∥B−1∥ ≤ 3. Òîãäà èç (1.75) è (1.76)29

∣mj − dj ∣ ≤ ∥B−1∥ ⋅max ∣((I −B)d)
j
∣ ≤ 3ω(h, f ′′).

26Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà, èç ôðàíöóçñêèõ òåîðåì àíàëèçà.
27Åñëè êîëåáàíèå ôóíêöèè f íà ïðîìåæóòêå äëèíû h íå ïðåâûøàåò δ, òî êîëåáàíèå f íà

ïðîìåæóòêå äëèíû 3h íå ïðåâûøàåò 3δ.
28Íîðìà ìàòðèöû A êàê îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ∥A∥ = sup

x

∥Ax∥
∥x∥ , òàê ÷òî ∀x ∥Ax∥ ≤

∥A∥ ⋅ ∥x∥.
29Çäåñü ôàêòè÷åñêè çàïèñàíî íåðàâåíñòâî ∥m−d∥ ≤ ∥B∥−1 ⋅∥(I −B)d∥, ãäå â êà÷åñòâî íîðìû

äëÿ âåêòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ ìàêñèìóì-íîðìà ∥a∥max = max
j

∣aj ∣
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Òàêæå, ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ ω,

∣f ′′(xj) − dj ∣ ≤ ω(h, f ′′),

òàê ÷òî

∣f ′′(xj) −mj ∣ ≤ ∣f ′′(xj) − dj ∣ + ∣dj −mj ∣ ≤ 4ω(h, f ′′).

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî x ∈ (xj−1, xj) áóäåò âåðíî:

∣f ′′(x) −mj ∣ ≤ ∣f ′′(x) − f ′′(xj)∣ + ∣f ′′(xj) −mj ∣ ≤ ω(h, f ′′) + 4ω(h, f ′′) = 5ω(h, f ′′),

è èñïîëüçóÿ (1.61), ïîëó÷àåì

∣f ′′(x)−g′′(x)∣ ≤
xj − x
h

∣f ′′(x) −mj−1∣ +
x − xj−1

h
∣f ′′(x) −mj ∣ ≤ 5ω(h, f ′′).

Ââèäó ðàâåíñòâà f(xj)=g(xj), íà êàæäîì èíòåðâàëå (xj−1, xj) íàéäåòñÿ òî÷-
êà ηj, äëÿ êîòîðîé f ′(ηj) = g′(ηj). Ñëåäîâàòåëüíî

∣f ′(x) − g′(x)∣ = ∣
x

∫
ηj

dx[f ′′(x) − g′′(x)]∣ ≤ 5hω(h, f ′′).

Ïîâòîðÿÿ èíòåãðèðîâàíèå, íàõîäèì

∣f(x) − g(x)∣ ≤ 5

2
h2ω(h, f ′′).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îöåíêè ñõîäèìîñòè ñàìîãî ñïëàéíà, à òàê-

æå åãî ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Íåðàâåíñòâà òàêîãî âèäà, âûðàæàþùèå

âåëè÷èíó íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f çàäàííûì êëàññîì

ôóíêöèé ÷åðåç åå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, íàçûâàþò â òåîðèè ïðèáëèæåíèé

íåðàâåíñòâàìè òèïà Äæåêñîíà-Ñòå÷êèíà. Îòìåòèì, ÷òî âûâåäåííûå îöåíêè ñî-

õðàíÿþòñÿ äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.73) è (1.74).

Ñ âîçðàñòàíèåì ãëàäêîñòè ôóíêöèè f(x) îöåíêè õîäèìîñòè óëó÷øàþòñÿ.

Îäíàêî ïðè ïîìîùè êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ íåëüçÿ äîáèòüñÿ ñõîäèìîñòè âûøå

÷åì O(h4), åñëè, êîíå÷íî, ôóíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì.

1.5.6 Êóñî÷íî-êóáè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ñî ñãëàæèâàíè-

åì*

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ãëàäêîì âîñïîëíåíèè ôóíêöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà

ñåòêå: a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Îäíàêî òåïåðü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f̃i â óçëàõ

ñåòêè âîçìóùåíû íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå íå èìååò ñìûñëà
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ñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ â óçëàõ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò

ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè. Áîëåå òîãî, ñëåäóåò ïîñòðîèòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ

ïðîõîäèëà áû âáëèçè çàäàííûõ çíà÷åíèé áîëåå "ïëàâíî" ÷åì èíòåðïîëÿöèîí-

íàÿ. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò óæå íå èíòåðïîëÿöèîííûìè, à ñãëàæèâàþùèìè.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû èñêîìàÿ ñãëàæèâàþùàÿ ôóíêöèÿ g(x) ìèíèìèçèðîâàëà íà

êëàññå W 2
2 [a, b] ôóíêöèîíàë

Φ̃[u] =
b

∫
a

dx [u′′(x)]2 +
n

∑
k=0

pk [u(xk) − f̃k]
2
, (1.77)

ãäå pk>0 � íåêèé íàáîð êîíñòàíò. Â ôóíêöèîíàëå Φ̃[u] ñêîìáèíèðîâàíû èíòåð-

ïîëÿöèîííûå óñëîâèÿ ïðîõîæäåíèÿ êðèâîé âáëèçè çàäàííûõ çíà÷åíèé è óñëî-

âèå ìèíèìàëüíîñòè "èçãèáàíèÿ" ôóíêöèè. ×åì áîëüøå âåñîâûå êîýôôèöèåí-

òû pk, òåì áîëüøèé âêëàä â ôóíêöèîíàë âíîñÿò èíòåðïîëÿöèîííûå óñëîâèÿ,

òåì áëèæå ê çàäàííûì çíà÷åíèÿì ïðîõîäèò ñãëàæèâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Â ïðå-

äåëå pk → ∞ ïîëó÷àåì çàäà÷ó íà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå (ï.3.3.1),

â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå pk → 0 ïîëó÷àåì çàäà÷ó íà ñïëàéí-

èíòåðïîëÿöèþ.

Ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (1.77) ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèé ñïëàéí, ò. å.

ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåáîâàíèÿì (1.57), (1.58) è (1.60) (íî áåç òðåáî-

âàíèÿ èíòåðïîëÿöèè (1.59)).

◂ Ïóñòü u0 ∈W 2
2 [a, b] � ðåøåíèå çàäà÷è. Ïîñòðîèì ñïëàéí g(x) òàêîé, ÷òî

g(xk) = u0(xk) äëÿ k=0,1, . . . , n.

Òîãäà âòîðîå ñëàãàåìîå â (1.77) îäèíàêîâî äëÿ ôóíêöèé g(x) è u0(x), è ïðè

ýòîì Φ̃[u]≤Φ̃[g], òàê ÷òî

b

∫
a

dx [u′′0(x)]
2 ≤

b

∫
a

dx [g′′(x)]2
. (1.78)

Íî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ï.1.5.3, g(x) � åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, äàþùàÿ ïðè
èíòåðïîëÿöèè u0(x) ìèíèìóì âûðàæåíèÿ ∫

b

a dx [u′′]2
. Ïîýòîìó u0 ≡ g. ▸

Èòàê, ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà Φ̃[u] äîñòàòî÷íî èñêàòü â êëàññå êóáè÷åñêèõ
ñïëàéíîâ. Òàê êàê êóáè÷åñêèé ñïëàéí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì åãî

çíà÷åíèé {µk}n0 , ïðèíèìàåìûõ â óçëàõ {xk}n0 , òî ìèíèìèçàöèÿ Φ̃[u] ñâîäèòñÿ ê
íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ µ0, µ1, . . . , µn.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî g′′(x) � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (1.61). Ïîäñòàâëÿÿ
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ýòî â (1.77), ïîëó÷àåì

xk

∫
xk−1

dx[u′′(x)]2 =
xk

∫
xk−1

dx [mk−1
xk−x
hk

+mk
x−xk−1

hk
]

2

= hk
3

{m2
k−1 +mk−1mk +m2

k}.

Òîãäà âåñü èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

b

∫
a

dx[u′′(x)]2 =
n

∑
k=1

hk
3

{m2
k−1 +mk−1mk +m2

k} =

= . . . =
n

∑
k=1

mk (
hk
6
mk−1 +

hk + hk+1

3
mk +

hk+1

6
mk+1) =∑(Am)kmk ≡ (Am,m),

ãäå ïîä m ìû ïîíèìàåì n-ìåðíûé âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ mi,

è äëÿ ôóíêöèîíàëà ïîëó÷àåì

Φ̃[g] = (Am,m) +
n

∑
k=0

pk (µk − f̃k)
2
.

Èç (1.67) Am = Hµ, òàê ÷òî m ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîð µ, è ïî-

ýòîìó Φ̃[g] åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò µ. Åå

ýêñòðåìóìîì ìîæåò áûòü òîëüêî ìèíèìóì, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ

∂Φ̃

∂µs
≡ ∂

∂µs
(Am,m) + 2ps (µs − f̃s) = 0 äëÿ s = 0,1, . . . , n. (1.79)

Íî ìàòðèöû A è H íå çàâèñÿò îò µ, è A = A+, ïîýòîìó â ñèëó (1.67) Am =Hµ è

∂(Am,m)
∂µs

=2(∂Am
∂µs

,m)=2(∂Hµ
∂µs

,m)=2( ∂µ
∂µs

,H+m)=2 (H+m)s .

Òîãäà â âåêòîðíîé ôîðìå óñëîâèå ìèíèìóìà (1.79) ïðèíèìàåò âèä

H+m + Pµ = P f̃ , (1.80)

ãäå

f̃ =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

f̃0

⋮
f̃n

⎞
⎟⎟⎟
⎠

; P =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

p0 0 . . . 0

0 p1 . . . 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 . . . pn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. (1.81)

Óìíîæàÿ (1.80) ñëåâà íà HP −1 è îïÿòü ó÷èòûâàÿ ÷òî Hµ = Am, ïîëó÷èì

(A +HP −1H+)m =Hf̃. (1.82)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû (1.82) ïÿòèäèàãîíàëüíà, ñèììåòðè÷íà

è ñî ñòðîãèì äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ◂ . . .▸. Òîãäà, òàê æå êàê è â ñëó÷àå
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êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ, èç òåîðåìû Ãåðøãîðèíà î ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé ñëåäóåò, ÷òî îíà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è íåîñîáåííà. Ñèñòåìà (1.82)

ðåøàåòñÿ òàêæå ìåòîäîì ïðîãîíêè, ìîäèôèöèðîâàííûì äëÿ ïÿòèäèàãîíàëü-

íûõ ìàòðèö. Ïîñëå òîãî, êàê âåêòîð m îïðåäåëåí, íåîáõîäèìî íàéòè âåêòîð

ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà ïî ôîðìóëå, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç

(1.80): µ = f̃ − P −1H+m. Çàòåì ïî ôîðìóëå (1.64) âîññòàíîâèòü ñïëàéí g(x).

1.5.7 Ãëàäêèå âîñïîëíåíèÿ*

Ðàññìîòðèì äðóãóþ èäåþ ïîñòðîåíèÿ ãëàäêîãî âîñïîëíåíèÿ ñåòî÷íûõ ôóíê-

öèé, êîòîðàÿ íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè è òåîðèè ñïëàéí-

ôóíêöèé, îäíàêî òîæå âåñüìà ýôôåêòèâíà.

Îïèøåì î÷åíü êðàòêî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðî-

èçâîëüíîãî êëàññà ãëàäêîñòè Cp. Ïóñòü x1 < x2 < . . . < xn � íåêîòîðàÿ ôèêñè-

ðîâàííàÿ ñåòêà, â óçëàõ êîòîðîé èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f1, f2, . . . , fn, è

ïóñòü n äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ôèêñèðóåì p≪ n.

Âíà÷àëå ïîñòðîèì ôóíêöèþ êëàññà ãëàäêîñòè Cp íà îòðåçêå [x1, x2] ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P0(x) ∈ Πp èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí

Ëàãðàíæà, èíòåðïîëèðóþùèé ôóíêöèþ â óçëàõ x1, x2, . . . , xp+1, à ÷åðåç P1(x) ∈
Πp � ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, èíòåðïîëèðóþùèé f â óçëàõ x2, x3, . . . , xp+2. Ïîñòðî-

èì ìíîãî÷ëåí Q1(x) ∈ Π2p+1, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò 2p + 2 óñëîâèÿì

dkQ1

dxk
∣
x=x1

= d
kP0

dxk
∣
x=x1

,
dkQ1

dxk
∣
x=x2

= d
kP1

dxk
∣
x=x2

, k = 0,1, . . . , p.

Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîé ìíîãî÷ëåí ñóùåñòâóåò, è 2p + 2 çàïèñàííûìè óñëîâèÿìè

îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Ê ïðèìåðó, â ñëó÷àå p = 1 ýòî áóäåò ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè, êîòîðûé

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Q1(x) = a0 + a1(x − x1) + a2(x − x1)2 + a3(x − x1)3,

ãäå êîýôôèöèåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè (1.18) ◂ . . .☆▸

a0 = f1, a1 =
f2−f1

x2−x1

≡ f21, a2 = −
x3 − x1

x2 − x1

f321, a3 =
x3 − x1

(x2 − x1)2
f321.

Ïîëîæèì òåïåðü ÷òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ g(x) íà îòðåçêå (x1, x2)
ðàâíà Q1(x). Íà îòðåçêå (x2, x3) îíà ñòðîèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, åñëè

çà íà÷àëî îòñ÷åòà ïðèíÿòü òî÷êó x2. Òàêîé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ g(x) ìîæíî
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ïðîäîëæèòü äî èíòåðâàëà (xn−p−1, xn−p). Ïîñòðîåííûé èíòåðïîëÿíò g(x) åñòü

êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà ãëàäêîñòè Cp; ñòåïåíü ïîëèíîìîâ íà

èíòåðâàëàõ ñåòêè ðàâíà 2p + 1.

Åñëè ïîëîæèòü p = 2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãëàäêîñòè êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ,

òî ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ìíîãî÷ëåíàìè ïÿòîé ñòåïåíè. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ

âûøå íà äâà, íî ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðóþ íóæíî ðåøàòü äëÿ

ïîñòðîåíèÿ êàæäîãî êóñî÷êà g(x), âñåãî ëèøü 6, â îòëè÷èå îò çàäà÷è ñïëàéí-

èíòåðïîëÿöèè, ãäå ÷èñëî óðàâíåíèé ïðîïîðöèîíàëüíî ïîëíîìó ÷èñëó óçëîâ ñåò-

êè.

Ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ìàëî ÷åì îò-

ëè÷àåòñÿ îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, ê êîòîðîìó âñå è ñâîäèòñÿ.

Ãëàäêèå âîñïîëíåíèÿ îáëàäàþò õîðîøèìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâà-

ìè. Èìåííî, ïðè èíòåðïîëèðîâàíèè ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ f ∈ Cq âîñ-

ïîëíåíèåì g(x) êëàññà Cp, ãäå p ≥ q, äëÿ ñàìîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà ◂ . . .▸

∣Dk(f − g)∣ ≤ C(p)hq−∣k∣sup
x

max
∣a∣=q

∣Daf(x)∣,

ãäå ìóëüòèèíäåêñ k = (k1, k2, . . . , kr) òàêîâ, ÷òî C(p) çàâèñèò òîëüêî îò p è íå

çàâèñèò îò øàãà ñåòêè h è ôóíêöèè f .

Î çàäà÷àõ àïïðîêñèìàöèè

Ïðîáëåìà èíòåðïîëÿöèè âåëè÷èí, çàäàííûõ íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê,

íà âñþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà òåñíî ñâÿçàíà

ñ ïîñòðîåíèåì âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíûõ ñõåì è íåïðåðûâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ çàäà÷. Â ñàìîì äåëå, ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ èëè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êàê ïðàâèëî, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîöåññ

äèñêðåòèçàöèè îïåðàòîðà è ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ ìåòîäîâ

ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå òî-

÷åê.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à ðåøåíà, è ìû ðàñïîëàãàåì èíôîð-

ìàöèåé î ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è. Äàëüíåéøåå ñâÿçàíî ñ èíòåð-

ïîëÿöèåé ïîëó÷åííûõ äàííûõ íà âñþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé

çàäà÷è. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè òàêîé èíòåðïîëÿöèè äîëæíû áûòü ñîáëþäåíû
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íåêîòîðûå óñëîâèÿ, à èìåííî: åñëè ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíî

ñ îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, òî ïîðÿäîê èíòåðïîëÿöèè äàííûõ äîëæåí

ñîãëàñîâûâàòüñÿ ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ è áûòü íå

íèæå ïîñëåäíåãî. Åñëè ìû ðàñïîëàãàåì äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé î ïî-

ãðåøíîñòÿõ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, òî èíòåðïîëÿöèþ ïðèáëèæåííîãî ðåøå-

íèÿ ìîæíî îñóùåñòâèòü íå ïî òî÷íûì äàííûì, à ñ ó÷åòîì âîçìîæíûõ ïîãðåø-

íîñòåé â óçëàõ. Òîãäà àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ ïîçâîëèò äàæå óòî÷íèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è, ïîëó÷åííîå ñ

ïîìîùüþ òåõ èëè èíûõ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ. Êîíå÷íî, ïðîáëåìà èíòåðïîëÿöèè

äàííûõ èìååò è ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå.

Àëãîðèòìû èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé ïî òî÷íûì äàííûì, îïðåäåëåííûì íà

äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê, êàê ïðàâèëî, îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè èíòåð-

ïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãðàíæà. Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíî èíòåðïîëèðóå-

ìîé ôóíêöèè f(x) ââîäèòñÿ àïðèîðíîå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî îíà îáëàäàåò
ïðîèçâîäíûìè äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà.

Äðóãàÿ, áëèçêàÿ ê ïðîáëåìå èíòåðïîëÿöèè, çàäà÷à âîçíèêàåò â òîì ñëó÷àå,

êîãäà çíà÷åíèÿ çàäàííîé ôóíêöèè f(x) èçâåñòíû â óçëîâûõ òî÷êàõ xk íå òî÷íî,

à ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ, ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà êîòîðîé äëÿ êàæäîé òî÷-

êè çàäàåòñÿ â êà÷åñòâå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñîñòîèò

â ïîñòðîåíèè òàêîé êðèâîé, êîòîðàÿ áû â èçâåñòíîì ñìûñëå íàèëó÷øèì îáðà-

çîì àïïðîêñèìèðîâàëà ôóíêöèþ, çàäàííóþ ñî ñëó÷àéíûìè ïîãðåøíîñòÿìè â

óçëîâûõ òî÷êàõ. Òàêàÿ çàäà÷à îáû÷íî ðåøàåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ (ñì. ï.3.3.1).

Çàäà÷à ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè, êàê ìû âèäåëè, îòíîñèòñÿ (î÷åâèäíî) ê êëàñ-

ñó èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷, îäíàêî åå åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ñî ñãëàæèâà-

íèåì áîëüøå ïîõîæå íà íàèìåíüøèå êâàäðàòû, è çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå

ïîëîæåíèå. Ýòè çàäà÷è òàêæå ïåðåôîðìóëèðóþòñÿ íà âàðèàöèîííîì ÿçûêå,

è ïîòîìó åñòåñòâåííî êîìáèíèðóþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñïëàéíû, â ÷àñòíîñòè òàê íàçûâàåìûå ñïëàéíû Áåçüå30 (B�ezier splines) øè-

ðîêî èñïîëüçóþòñÿ âî âñåâîçìîæíûõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ âåêòîðíîé ãðà-

ôèêîé (Adobe Illustrator/Flash/Photoshop, PostScript, øðèôòû, èãðû etc.; äè-

çàéí ñàìîëåòîâ, ìàøèí). Áåçüå ñïëàéí � êðèâàÿ, ïîëó÷àåìàÿ ïðè èíòåðïîëÿöèè

ïîëèíîìàìè â ôîðìå Áåçüå (B�ezier curves). Ïîëèíîìàìè Áåçüå íàçûâàþòñÿ ïî-

30Î ïðèìåíåíèè ñïëàéíîâ Áåçüå ñì. íàïðèìåð Bezier and B-spline Technology.
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ëèíîìû Áåðíøòåéíà (Bernstein polynomials)

bν,n(x) = Cν
n x

ν(1 − x)n−ν , ν = 1, . . . , n, n ∈ N, (1.83)

îãðàíè÷åííûå íà ïðîìåæóòîê [0,1].

Ëèòåðàòóðà ê òåîðèè èíòåðïîëÿöèè

� Stoer J., Bulirsch R. Introduction to numerical analysis, 2002, [1]. Âåñüìà îñ-

íîâàòåëüíàÿ êíèæêà, íàïèñàíà íà õîðîøåì óðîâíå, íî âïîëíå åùå äëÿ ôèçèêîâ. Âñå äîêàçûâàåòñÿ,

õîòÿ íå î÷åíü ïîäðîáíî. Ñòðóêòóðà èçëîæåíèÿ ãëàâ îá àïïðîêñèìàöèè çäåñü â çíà÷èòåëüíîé ìåðå

ñîîòâåòñòâóåò ïîäõîäó â ýòîé êíèæêå. Íåò ðàçäåëà ïî óðàâíåíèÿì ìàò ôèçèêè. Ïåðåâîäà íà ðóññêèé,

ïîõîæå, ïîêà íåò.
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1. Í.Ñ. Áàõâàëîâ, Í.Ï. Æèäêîâ, Ã.Ì, Êîáåëüêîâ, ×èñëåííûå ìåòîäû [2].

Êëàññè÷åñêèé ó÷åáíèê ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì. Äîâîëüíî ïîäðîáíûé, ìíîãî ñëîâ. Âåñüìà öåííûé

îáùèìè ðàññóæäåíèÿìè è êîíêðåòíûìè ðåêîìåíäàöèÿìè àâòîðîâ � âåòåðàíîâ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà.

2. Í.Í. Êàëèòêèí, ×èñëåííûå ìåòîäû, [3]. Åùå îäèí êëàññè÷åñêèé ó÷åáíèê. Ñîäåðæèò

ìàòåðèàë îò èíòåðïîëÿöèè äî èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

3. Ð.Â. Õåììèíã, ×èñëåííûå ìåòîäû [4].

4. Á.Ï. Äåìèäîâè÷, È.À. Ìàðîí, Ý.Ç. Øóâàëîâà, ×èñëåííûå ìåòîäû àíàëè-

çà, [5].

58



Ãëàâà 2

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Numerical Di�erential Equations

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, îáûêíîâåííûõ è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ñïîñîáû ðåøåíèÿ îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå èçëàãàþòñÿ çäåñü, ïîëó÷à-

þòñÿ äèñêðåòèçàöèåé èñõîäíîé çàäà÷è è âûâîäÿòñÿ èç ôîðìóë èíòåðïîëÿöèè

èëè ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà. Èç ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìû êðàòêî ðàññìîòðèì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå

ìåòîäû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå åñòåñòâåííîãî îáîáùåíèÿ íà ìíîãî-

ìåðíûé ñëó÷àé àíàëîãè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷.

2.1 Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ââåäåíèå

Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, (ordinary differential equations,

ODEs) � óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, â êîòîðîå âõîäÿò åå ïðî-

èçâîäíûå.

×èñëåííûå ìåòîäû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à íå îáùèõ. Ïîýòîìó äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè

çàäà÷è óðàâíåíèå íåîáõîäèìî äîïîëíèòü íà÷àëüíûìè èëè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-

ÿìè.

Çàäà÷à Êîøè (Cauchy problem, initial value problem) � äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè íà ðåøåíèå, çàäàííûìè â îäíîé òî÷-

êå. Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ êàê âðåìÿ â äèíàìè÷å-
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ñêîé çàäà÷å, òî ýòî áóäóò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

ýòî

y′(x) = f(x, y(x)), y(x0) = y0. (2.1)

Åñëè äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå çàäàåòñÿ â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ, òî ýòî êðàåâàÿ

çàäà÷à (boundary value problem). Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ = f(x, y, y′), y(a) = 0, y′(b) = αy(b).

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ Êîøè è êðàåâûõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ñóùå-

ñòâåííî ðàçëè÷íûå ìåòîäû.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè ïðèìåíÿþòñÿ:

� Îäíîøàãîâûå ìåòîäû, â êîòîðûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñëåäóþùåé òî÷êè

íà êðèâîé y = y(x) òðåáóåòñÿ èíôîðìàöèÿ ëèøü îá îäíîì ïðåäûäóùåì

øàãå. Ê òàêèì ìåòîäàì îòíîñÿòñÿ ìåòîä Ýéëåðà è ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòà.

� Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû, â êîòîðûõ äëÿ îòûñêàíèÿ ñëåäóþùåé òî÷êè

êðèâîé y = y(x) òðåáóåòñÿ èíôîðìàöèÿ áîëåå ÷åì îá îäíîé èç ïðåäû-

äóùèõ òî÷åê. Èõ óñîâåðøåíñòâîâàííîé ðàçíîâèäíîñòüþ ÿâëÿþòñÿ ìåòî-

äû ïðîãíîçà è êîððåêöèè, ê ÷èñëó êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ ìåòîäû Ìèëíà,

Àäàìñà-Áàøôîðòà, è ïð.

Ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ñòðåëüáû, â êîòîðûõ

çàäà÷ó ïûòàþòñÿ ñâåñòè ê çàäà÷å Êîøè, è êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû.

Ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ñ÷åòà

Âñÿêèé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äàåò íåêî-

òîðûé êîìïðîìèññ ìåæäó òî÷íîñòüþ ðåøåíèÿ è óñòîé÷èâîñòüþ.

Ïîòåðè òî÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè èñòî÷íèêàìè ïîãðåøíîñòåé, ñâÿ-

çàííûõ ñ ÷èñëåííîé àïïðîêñèìàöèåé:

1. Îøèáêà âõîäíûõ äàííûõ. Òàê êàê îò ìåòîäà îíà íå çàâèñèò, ìû åå ðàñ-

ñìàòðèâàòü íå áóäåì.

2. Ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ, âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííîé ðàçðÿäíîñòè ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ÷èñåë.

3. Ïîãðåøíîñòü óñå÷åíèÿ, âîçíèêàþùàÿ èç-çà òîãî, ÷òî äëÿ àïïðîêñèìàöèè

ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ íå áåñêîíå÷íûå ðÿäû, à èõ êîíå÷íûå ÷àñòíûå ñóì-

ìû.
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Ïîãðåøíîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íàçûâàþò ïîãðåøíîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ ðåçóëü-

òàòîì íàêîïëåíèÿ âñåõ ïîãðåøíîñòåé, ïîÿâèâøèõñÿ íà ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ âû-

÷èñëåíèé.

Åñëè ìåòîä îáåñïå÷èâàåò ìàëîñòü êîíå÷íîé îøèáêè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðè

óñëîâèè ìàëîñòè îøèáêè âî âõîäíûõ äàííûõ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îí óñòîé÷èâ

(numerically stable). Ìû äàëåå íå áóäåì îáñóæäàòü óñòîé÷èâîñòü, à çäåñü çàìå-

òèì ëèøü, ÷òî íè îäèí àëãîðèòì íå ìîæåò áûòü ïðèãîäåí íà âñå ñëó÷àè æèçíè,

à ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âñåãäà ñëåäóåò îáðà-

ùàòü âíèìàíèå íà îöåíêó îøèáêè íà ðàçíûõ ýòàïàõ è ïðîâåðêó ðåøåíèÿ.

2.2 Çàäà÷à Êîøè. Îäíîøàãîâûå ìåòîäû

Ìû çäåñü ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Óðàâíåíèÿ

áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ

âåêòîðíîé ôóíêöèè, è ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåíèÿ äîâîëüíî ïðÿìîëèíåéíû.

2.2.1 Ìåòîäû Ýéëåðà è Àäàìñà

Ðåøàåì çàäà÷ó Êîøè (2.1)

y′(x) = f(x, y), y(a) = ya, x ∈ [a, b].

Ðàçëîæèì y(x) âáëèçè íåêîòîðîé òî÷êè x = xi ∈ [a, b] â ðÿä Òåéëîðà:

y(xi + h) = y(xi) + hy′(xi) +
h2

2!
y′′(xi) + . . . (2.2)

I. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ ñëàãàåìûìè, òî ïîëó÷èì

y(xi + h) = y(xi) + hy′(xi) = y(xi) + hf(xi, y(xi)).

Òîãäà, ðàçáèâ âåñü èíòåðâàë èçìåíåíèé àðãóìåíòà íà n ïðîìåæóòêîâ ñ øàãîì

h íàáîðîì óçëîâ {xi}n−1
1 , ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ y(x) â êàæäîì

ïîñëåäóþùåì óçëå

yi+1 = yi + hf(xi, yi), i = 1,2, . . . , n − 1, (2.3)

êîòîðîå îïðåäåëÿåò ìåòîä Ýéëåðà (Euler method) (åãî òàêæå íàçûâàþò ìåòî-

äîì ëîìàíûõ). Ìû, òàêèì îáðàçîì, çàìåíèëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ðàçíîñòíûì. Îøèáêà íà øàãå � ïîðÿäêà îòáðîøåííûõ ÷ëåíîâ â ðÿäå Òåéëîðà

h2y′′. Íåäîñòàòîê çàêëþ÷àåòñÿ â î÷åâèäíîì íàêîïëåíèè ñèñòåìàòè÷åñêîé ïî-

ãðåøíîñòè (ñì. ðèñóíîê).
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a) b)

Ðèñ. 2.1: Îøèáêà â ìåòîäå Ýéëåðà (a) ðàñòåò ñ êàæäûì øàãîì. Â

ìîäèôèöèðîâàííîì ìåòîäå (b) ãëàâíàÿ ÷àñòü åå óñòðàíÿåòñÿ áëàãî-

äàðÿ òîìó, ÷òî áåðåòñÿ íå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â èñõîäíîé òî÷êå,

à ïîëóñóììà çíà÷åíèé íà êîíöàõ øàãà.

II. Ãëàâíûé ÷ëåí îòáðîøåííîãî ðÿäà åñòü h2y′′(xi)/2, è â ïåðâîì ïðèáëèæå-

íèè èç y′i =
yi+1−yi

h èìååì y′′i = y′i+1−y′i
h . Ïîäñòàâëÿÿ ïðîèçâîäíûå èç óðàâíåíèÿ,

ïîëó÷àåì

yi+1 = yi + hf(xi, yi) +
h2

2

1

h
(f(xi, yi) − f(xi+1, yi+1)).

Çàìåíÿÿ òåïåðü yi+1 â àðãóìåíòå ôóíêöèè f íà yi + hf(xi, yi), ìû ïðåíåáðåæåì

ñëàãàåìûìè òîãî æå ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî h, ÷òî óæå îòáðîøåííûå, è ïîëó÷èì

ôîðìóëó ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Ýéëåðà

yi+1 = yi +
h

2
[f(xi, yi) + f(xi + h, yi + hf(xi, yi))], i = 1,2, . . . , n − 1. (2.4)

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ïîðÿäêà h3y′′′.

III. Äðóãîå ðàçáèåíèå ïðîìåæóòêà [xi, xi+1] äàåò ìåòîä Àäàìñà:

yi+1 = yi + hf(xi +
h

2
, yi +

h

2
f(xi, yi)), i = 1,2, . . . , n − 1. (2.5)

Ïîãðåøíîñòü � ïîðÿäêà h3y′′′. Ýòà ôîðìóëà ïðîâåðÿåòñÿ, òàê æå êàê è ïðåäû-

äóùàÿ, íåïîñðåäñòâåííî � ðàçëîæåíèåì ïðàâîé ÷àñòè â ðÿä Òåéëîðà ïî îáîèì

ïåðåìåííûì âáëèçè (xi, yi) äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà h2:

yi+1 ≈ yi + h[f + h
2fx +

h
2fyyx]xi,yi = yi + hy

′ + h
2

2
[fx + fyy′]xi,yi = yi + hy

′
i +

h2

2
y′′i

Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè äîñòèãàåòñÿ ñîõðàíåíèåì áîëüøåãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ

â ðÿäå Òåéëîðà.
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2.2.2 Ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòà (Runge�Kutta)

×òîáû óäåðæàòü â ðÿäå Òåéëîðà n-þ ïðîèçâîäíóþ, åå íàäî êàê-òî âû÷èñëèòü.

Íàïðèìåð, ÷òîáû âû÷èñëèòü òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ, íåîáõîäèìî èìåòü çíà÷åíèÿ

âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ïî ìåíüøåé ìåðå, â äâóõ òî÷êàõ, ò.å. íàäî çíàòü íàêëîí

êðèâîé è â êàêîé-òî ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå èíòåðâàëà (xi, xi+1). ×åì âûøå ïîðÿ-

äîê ñîõðàíÿåìîé ïðîèçâîäíîé, òåì â áîëüøåì êîëè÷åñòâå òî÷åê íà ïðîìåæóòêå

(xi, xi+1) íóæíî âû÷èñëÿòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, f . Ïîðÿäêîì ìåòîäà íà-

çûâàåòñÿ ïîðÿäîê íàèâûñøåé èç îñòàâëÿåìûõ ïðîèçâîäíûõ â ðÿäå Òåéëîðà.

Òàê êàê âñå âûñøèå ïðîèçâîäíûå òàê èëè èíà÷å áóäóò ëèíåéíî âûðàæàòüñÿ

÷åðåç çíà÷åíèÿ f â ðàçíûõ òî÷êàõ, òî èõ ó÷åò ñâîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ñëîæíîìó

óñðåäíåíèþ íàêëîíà y(x), ïîñ÷èòàííîãî â ýòèõ òî÷êàõ:

yn+1 = yn + h
s

∑
i=1

biki. (2.6)

Ñåìåéñòâî ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà1 äàåò íàáîð ôîðìóë äëÿ ðàñ÷åòà êîîðäèíàò

âíóòðåííèõ òî÷åê è âûáîðà îòíîñèòåëüíûõ âåñîâ â ýòèõ òî÷êàõ â ðåêóððåíòíîì

âèäå: äëÿ s øàãîâ

k1 = f(xn, yn);
k2 = f(xn + c2h, yn + a21hk1);
k3 = f(xn + c3h, yn + a31hk1 + a32hk2);

⋮
ks = f(xn + csh, yn + as1hk1 + as2hk2 +⋯ + as,s−1hks−1),

ãäå
i−1

∑
j=1
aij = ci.

(2.7)

Êîíêðåòíûé ìåòîä ñåìåéñòâà õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì ýòàïîâ (øàãîâ, stages2)

s ∈ N, è êîýôôèöèåíòàìè {aij}1≤j<i≤s è {bi}si=1. Îíè îáû÷íî âïèñûâàþòñÿ â ìíå-

1Ïî èìåíàì íåìåöêèõ ìàòåìàòèêîâ Carl Runge (1856�1927) è Martin Wilhelm Kutta (1867�

1944).
2Ýòî ÷èñëî øàãîâ, èëè ýòàïîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ yn+1 ïðè èçâåñòíîì yn. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå

âîçíèêàëî ïóòàíèöû ñ øàãàìè h ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a, b], à òàêæå ñ ìíîãîøàãîâûìè ìåòîäà-

ìè, î êîòîðûõ ðå÷ü áóäåò ïîçæå, à øàãè èìåþò äðóãîé ñìûñë, ìû áóäåò èñïîëüçîâàòü çäåñü

ñëîâî �ýòàïû�, à ìåòîäû íàçûâàòü, ê ïðèìåðó, ÷åòûðåõýòàïíûì � õîòü ýòî è çâó÷èò íå î÷åíü

êðàñèâî.
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ìîíè÷åñêóþ òàáëè÷êó (òàáëèöà Áóò÷åðà, Butcher tableau)

0

c2 a21

c3 a31 a32

⋮ ⋮ ⋱
cs as1 as2 . . . as,s−1

b1 b2 . . . bs−1 bs

Ðàññìîòðåííûì âûøå ìåòîäàì Ýéëåðà, ìîäèôèöèðîâàííîìó ìåòîäó Ýéëåðà

è Àäàìñà ñîîòâåòñòâóþò òàáëè÷êè

0

1

0

1 1

1/2 1/2

0

1/2 1/2
0 1

Íàáîðû êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èñõîäÿ èç äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ìû ìîæåì ðàçëîæèòü y(x) â ðÿä Òåéëîðà ïî h

âáëèçè x = xn:

yn+1 = yn + hfn +
h2

2
( ∂
∂x

+ f ∂
∂y

)f + h
3

3!
( ∂
∂x

+ f ∂
∂y

)
2

f + . . . .

Òàê æå ìû ìîæåì ðàçëîæèòü yn+1 èç (2.6,2.7). Â îáùåì ñëó÷àå ôîðìóëû ïîëó-

÷àþòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèå, èç-çà òîãî, ÷òî ki ñ ðîñòîì i çàâèñÿò îò h âñå áîëåå

ñëîæíûì îáðàçîì. Ïðèðàâíèâàÿ ýòè äâà ðàçëîæåíèÿ òîæäåñòâåííî äî ÷ëåíîâ

íåêîòîðîãî ïîðÿäêà p âêëþ÷èòåëüíî, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà äëÿ âñåõ êîýôôèöè-

åíòîâ ïðè âûðàæåíèÿõ âèäà hαfβfxxyfyy, è â èòîãå � íåêîòîðóþ íåëèíåéíóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû aij, bk.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ýòà-

ïîâ ìåòîäà: äëÿ s = 2 ïîëó÷èì òðè ñâîáîäíûõ êîýôôèöèåíòà (a21, b1 è b2), äëÿ

s = 3 èõ 6, äëÿ ÷åòûðåõýòàïíîãî ìåòîäà 10, è òàê äàëåå. Ìåæäó òåì ÷èñëî

óðàâíåíèé (è èõ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü) ðåçêî ðàñòåò ñ ïîâûøåíèåì p. Äëÿ

ìåòîäîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïîëó÷àåòñÿ 4 óðàâíåíèÿ, è ïîòîìó ìîæíî ïîñòðîèòü

òðåõýòàïíûå ìåòîäû òðåòüåãî ïîðÿäêà, è äâà ïàðàìåòðà îñòàþòñÿ ñâîáîäíûìè;

à äëÿ ìåòîäîâ 4 ïîðÿäêà èìååì 8 óðàâíåíèé � ìîæíî ïîñòðîèòü ÷åòûðåõýòàï-

íûé ìåòîä ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè ïîâûøåíèè ïîðÿäêà ÷èñëî

óðàâíåíèé ðàñòåò áûñòðåå, è ìåòîä ïÿòîãî ïîðÿäêà äîëæåí èìåòü ïî êðàéíåé

ìåðå 6 ýòàïîâ, øåñòîãî ïîðÿäêà � 7, äàëüøå åùå áîëüøå.
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Ôèêñèðóÿ óäîáíûì îáðàçîì èìåþùèåñÿ ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû (íàïðèìåð

ïîëàãàÿ èõ ðàâíûìè íóëþ), ïîëó÷èì îäèí èç âîçìîæíûõ íàáîðîâ aij, bl, ck.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî òî÷íîñòü ìåòîäà ïîðÿäêà s âûøå, ÷åì òî÷íîñòü

ìåòîäà áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà, òîëüêî åñëè ðåøåíèå èìååò ïðîèçâîäíóþ ïîðÿä-

êà s. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâûøåíèå ïîðÿäêà ìåòîäà ïîâûøàåò ãðîìîçäêîñòü

è ñëîæíîñòü, íî îòíþäü íå ïîâûøàåò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ.

2.2.3 RK4

Â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå 4ãî ïîðÿäêà, êîòîðûé âñëåäñòâèå ðàñïðîñòðàíåííîñòè

íàçûâàþò ïðîñòî ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà (RK4 or "the Runge�Kutta method"),

óäåðæèâàþòñÿ ÷ëåíû ðÿäà Òåéëîðà, âêëþ÷àÿ ∼ h4. Åãî êîýôôèöèåíòû îáðàçó-

þò òàáëè÷êó

0

1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

Îøèáêà íà øàãå èìååò ïîðÿäîê h5, è çíà÷èò ïîëíàÿ îøèáêà ∼ h4. Ïðè ïîíè-

æåíèè ïîðÿäêà óõóäøàåòñÿ òî÷íîñòü, à ïðè ïîâûøåíèè óõóäøàåòñÿ òî÷íîñòü

ïîäñ÷åòà âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ (ñì. ÷èñëåííîå äèôôå-

ðåíöèðîâàíèå).

Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû â ÿâíîì âèäå☆

yi+1 = yi + h
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

6
;

k1 = f(xi, yi) ;

k2 = f(xi + h
2 , yi + h

k1
2 );

k3 = f(xi + h
2 , yi + h

k2
2 );

k4 = f(xi + h, yi + hk3) .

(2.8)

À ýòî åùå îäíà ðàçíîâèäíîñòü ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà 4 ïîðÿäêà:

yi+1 = yi + h
k1 + 4k3 + k4

6
;

k1 = f(xi, yi) ;

k2 = f(xi + h
4
, yi + h k14 );

k3 = f(xi + h
2
, yi + h k22 );

k4 = f(xi + h, yi + h(k1 − 2k2 + 2k3)) ;

0

1/4 1/4
1/2 0 1/2
1 1 −2 2

1/6 0 2/3 1/6

Ïîãðåøíîñòè îáîèõ ôîðìóë ∆yi+1 = h5

120y
(5)(ξ).
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Ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè y′ = 2x2 + 2y, y(0) = 1, x∈[0,1].
Òî÷íîå åå ðåøåíèå y = 3

2e
2x − x2 − x − 1

2 .

×èñëåííîå ðåøåíèå ïðîâåäåíî ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè ñ øàãîì 0.1:

xi Ýéëåð Ìîä. Ýéëåð Ðóíãå-Êóòòà Òî÷íîå

0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

0.1 1.2000 1.2210 1.2221 1.2221

0.5 2.5569 2.7680 2.8274 2.8274

1 7.0472 8.0032 8.5834 8.5836

2.2.4 Ðåøåíèå ñèñòåì ÎÄÓ*

Ïóñòü åñòü óðàâíåíèå y′′ = g(x, y, y′). Îáîçíà÷èâ y′ = z, ïîëó÷èì, äîáàâèâ íà-

÷àëüíûå óñëîâèÿ, çàäà÷ó Êîøè

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

z′ = g(x, y, z)
y′ = f(x, y, z);

y(x0) = y0

z(x0) = z0.
(2.9)

ãäå f(x, y, z) = z. Ïîíÿòíî ÷òî òàêèì îáðàçîì ëþáûå óðàâíåíèÿ, áîëåå âû-

ñîêîãî ïîðÿäêà ÷åì ïåðâûé, ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿä-

êà. Ïîñëåäíèå òîãäà ðåøàþòñÿ îáû÷íûìè ìåòîäàìè, ìîäèôèöèðîâàííûìè äëÿ

ïåðåìåííûõ-âåêòîðîâ, â íàøåì ñëó÷àå ỹ(x) = (y(x), z(x)).
Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà RK4 äëÿ ðåøåíèÿ (2.9) ïîëó÷àþò-

ñÿ âåñüìà ïðÿìîëèíåéíûì îáîáùåíèåì:

yi+1 = yi + h
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

6
; zi+1 = zi + h

l1 + 2l2 + 2l3 + l4
6

; (2.10)

k1 = f(xi, yi, zi) ;

k2 = f(xi + h
2 , yi + h

k1
2 , zi + h

l1
2
) ;

k3 = f(xi + h
2 , yi + h

k2
2 , zi + h

l2
2
) ;

k4 = f(xi + h, yi + hk3, zi + hl3) ;

l1 = g(xi, yi, zi) ;

l2 = g(xi + h
2 , yi + h

k1
2 , zi + h

l1
2
) ;

l3 = g(xi + h
2 , yi + h

k2
2 , zi + h

l2
2
) ;

l4 = g(xi + h, yi + hk3, zi + hl3) .

Ïî ñóòè, òî æå ñàìîå, ÷òî áûëî äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

2.2.5 Ôîðìóëà Ðóíãå äëÿ ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè

Åñëè ïîðÿäîê ìåòîäà p, òî ïðè âû÷èñëåíèè ñ øàãîì h îøèáêà íà øàãå áóäåò

ïîðÿäêà hp+1:

∆hy = ytrue − yh = Chp+1, (2.11)
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ãäå ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò îò ìåòîäà è óðàâíåíèÿ. Òîãäà äëÿ øàãà kh, ãäå

k ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ìíîæèòåëåì, ïîëó÷àåì îøèáêó

Chp+1 ⋅ kp+1, è ∣yh − ykh∣ = Chp+1∣1 − kp+1∣. Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû

âû÷èñëåíèé ñ ðàçíûì øàãîì, ìû ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè.

Ïðè óìåíüøåíèè øàãà âäâîå (ïðè k=1/2) ïîëó÷àåì

∆hy =
∣yh − yh/2∣
2p+1 − 1

2p+1 =
∣yh − yh/2∣
1 − 2−(p+1) (2.12)

Ýòî (ïåðâàÿ) ôîðìóëà Ðóíãå, äëÿ àïîñòåðèîðíîé3 îöåíêè ïîãðåøíîñòè íà øàãå,

èëè ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè.

Ïðè áîëüøîì øàãå h âåëèêà ëîêàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íà øàãå, à åñëè øàã

ìàë, òî óâåëè÷èâàåòñÿ âðåìÿ ñ÷åòà è âîçðàñòàåò îøèáêà íàêîïëåíèÿ. Ïîýòîìó

ê âûáîðó øàãà ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ îñòîðîæíî.

Åñëè äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Ðóíãå, òî äâàæäû

âû÷èñëÿåòñÿ yj è îáúåì âû÷èñëåíèé âîçðàñòàåò âòðîå (òàê êàê íà êàæäûé øàã

h äîáàâëÿåòñÿ äâà øàãà ïî h/2). Çàòî òàêèì îáðàçîì ìîæíî îöåíèâàòü îøèáêó

íà êàæäîì øàãå, è åñëè îíà ñëèøêîì âåëèêà, óìåíüøàòü øàã è äîáèâàòüñÿ íóæ-

íîé òî÷íîñòè. Ìîæíî ïðîâåðêó äåëàòü íå íà êàæäîì øàãå, à âðåìÿ îò âðåìåíè.

Äðóãîé ñïîñîá îöåíêè îøèáêè íà øàãå, èñïîëüçóþùèéñÿ â ðàçíîâèäíîñòÿõ ìå-

òîäîâ Ðóíãå-Êóòòà � ñîâìåùàòü â âû÷èñëåíèè íà øàãå ìåòîäû ïîðÿäêà p è

p − 1.

Îäíàêî îöåíêà è ðåãóëèðîâêà îøèáêè íà øàãå â öåëîì áîëåå åñòåñòâåííî

ïðîèçâîäèòñÿ â ìåòîäàõ ïðîãíîçà è êîððåêöèè.

2.2.6 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà îäíîøàãîâûõ ìåòîäîâ

1. Â îñíîâå ìåòîäîâ ëåæèò ðàçëîæåíèå ôóíêöèé â ðÿä Òåéëîðà.

2. Íå òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ÷åðåç êîíå÷íûå ðàçíîñòè � âû-

÷èñëÿåòñÿ ëèøü ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Äëÿ RK4,

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, îíà âû÷èñëÿåòñÿ 4 ðàçà çà øàã.

3. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè â íîâîé òî÷êå, íàäî èìåòü äàííûå ëèøü â

îäíîé ïðåäûäóùåé òî÷êå. Ýòî ñâîéñòâî ïðèíÿòî íàçûâàòü ñâîéñòâîì "ñà-

ìîñòàðòîâàíèÿ". Ñëåäñòâèå � îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ïðîãðàììíîé ðåà-

ëèçàöèè.

4. Ñâîéñòâî "ñàìîñòàðòîâàíèÿ" ïîçâîëÿåò ãèáêî óïðàâëÿòü øàãîì.

3Àïîñòåðèîðíàÿ: îøèáêà îöåíèâàåòñÿ ïîñëå ñ÷åòà yh è yh/2.
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2.3 Çàäà÷à Êîøè. Ìåòîäû ïðîãíîçà è êîððåêöèè

2.3.1 Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà

y′ = f(x, y) c íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(x0)=y0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâûñèòü òî÷íîñòü è âû÷èñëèòü äàëüíåéøèå ïðîèçâîäíûå èñ-

êîìîé ôóíêöèè, íåîáõîäèìî çíàòü åå çíà÷åíèÿ â áîëüøåì êîëè÷åñòâå òî÷åê.

Â îäíîøàãîâûõ ìåòîäàõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ y
(n)
i+1 èñïîëüçîâàëîñü (n − 1) äîïîëíè-

òåëüíûõ òî÷åê íà èíòåðâàëå (xi, xi+1). Â ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäàõ äëÿ ýòîãî èñ-

ïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ñ÷åòà íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ � â òî÷êàõ xi, xi−1, xi−2, . . .

Ïîýòîìó äëÿ ñòàðòà ìåòîäà ïðåäâàðèòåëüíî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ

y â äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå ïåðâûõ òî÷åê (ñ ïîìîùüþ îäíîøàãîâûõ ìåòîäîâ).

Åñëè äëÿ ñ÷åòà y′n+1 èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèÿ f â s òî÷êàõ, òî áóäåì èìåòü s-

øàãîâûé ìåòîä.

Äëÿ âûâîäà ôîðìóë èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ èí-

òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

yi+k = yi−p +
xi+k

∫
xi−p

f(x, y)dx. (2.13)

Ïðèìåð: ïåðâàÿ ôîðìóëà Ìèëíà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.13) ñ k = 1, p = 3.

yi+1 = yi−3 +
xi+1

∫
xi−3

f(x, y)dx. (2.14)

Ñ÷èòàåì, ÷òî çíà÷åíèÿ y, à çíà÷èò è f(x, y), íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ i, i−1, . . . èç-

âåñòíû, è íàì íóæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå yi+1. Äëÿ ýòîãî çàìåíèì

f(x, y) ïîä èíòåãðàëîì íà èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé èíòåðïîëè-

ðóåò f â ÷åòûðåõ òî÷êàõ xi−3, xi−2, xi−1, xi (òàêèì îáðàçîì, èìååì ÷åòûðåõøàãî-

âûé ìåòîä). Ïîëàãàåì, ÷òî øàã ôèêñèðîâàí xi = x0 + ih.
Èñïîëüçóåì èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó Íüþòîíà (1.23) äëÿ èíòåðïîëÿöèè

íàçàä. Îíà ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû äëÿ èíòåðïîëÿöèè âïåðåä çàìåíîé h→ (−h)
è ïðàâûõ ðàçíîñòåé (ðàçíîñòåé âïåðåä) ëåâûìè (ðàçíîñòÿìè íàçàä), â êîòîðûõ
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èíäåêñû i + k çàìåíåíû íà i − k:

P
(3)
+ =fi +

∆f0

h
(x−xi) +

∆2f0

2h2
(x−xi)(x−xi+1) +

∆3f0

3!h3
(x−xi)(x−xi+1)(x−xi+2);

P
(3)
− =f0 −

∆−f0

h
(x−xi) +

∆2
−f0

2h2
(x−xi)(x−xi−1) −

∆3
−f0

3!h3
(x−xi)(x−xi−1)(x−xi−2).

(2.15)

Çäåñü íèæíèé èíäåêñ ìèíóñ ó ∆− îáîçíà÷àåò, ÷òî ýòî ëåâûå ðàçíîñòè

∆−f0 = fi−1 − fi; ∆2
−f0 = ∆−(fi−1 − fi) = fi−2 − 2fi−1 + fi; . . .

Ïîäñòàâëÿÿ (2.15) â èíòåãðàë (2.14), âèäèì, ÷òî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ äàþò

xi+h

∫
xi−3h

dx (x − xi) =
h

∫
−3h

dξ ξ = −4h2;

xi+h

∫
xi−3h

dx (x − xi)(x − xi−1) =
h

∫
−3h

dξ ξ(ξ + h) = 16

3
h3,

à òðåòüå ñëàãàåìîå ïðè èíòåãðèðîâàíèè äàåò íîëü, òàê êàê ïðè ðàâíîîòñòîÿ-

ùèõ óçëàõ îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå÷åòíóþ ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû

ïðîìåæóòêà [xi − 3h,xi + h].
Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå è ñîáèðàÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì

yi+1 − yi−3 ≈
xi+h

∫
xi−3h

dxP
(3)
− = fi ⋅ 4h −

fi−1 − fi
h

⋅ (−4h2) + fi−2 − 2fi−1 + fi
2h2

⋅ 16

3
h3;

⇒ yi+1 ≈ yi−3 +
4h

3
(2fi − fi−1 + 2fi−2) (2.16)

Ýòî ÿâíàÿ (explicit) ôîðìóëà, ò.ê. yi+1 ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç yi, yi−1, yi−2.

Íåÿâíóþ (implicit) ôîðìóëó ìû ïîëó÷èì, åñëè ïðîèíòåãðèðóåì êàêîé-ëèáî èí-

òåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, â ÷èñëî óçëîâ èíòåðïîëÿöèè êîòîðîãî âõîäèò è xi+1.

Íàïðèìåð, òàê íàçûâàåìóþ âòîðóþ ôîðìóëó Ìèëíà ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî ïåð-

âîé, èíòåãðèðîâàíèåì îò xi−1 äî xi+1 ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà☆(èëè, ÷òî òî æå

ñàìîå, èíòåãðèðîâàíèåì â ýòèõ ïðåäåëàõ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åðåç

òðè òî÷êè xi−1, xi, xi+1):

yi+1 = yi−1 +
h

3
(fi+1 + 4fi + fi−1) . (2.17)

Òîãäà yi+1 ïîëó÷èì, ðåøàÿ óðàâíåíèå.

Ðàçíûå ÿâíûå è íåÿâíûå ôîðìóëû ìîæíî âûâåñòè, íàïðèìåð, âûáèðàÿ ðàç-

íûå k è p â (2.13) è ðàçíûå íàáîðû óçëîâ èíòåðïîëÿöèè. Òàê, ìåòîä Àäàìñà-

Áàøôîðòà (Adams-Bashforth) ïîðÿäêà s ïîëó÷èì, ïîëàãàÿ p = 0, k = 1, è çàìå-

íÿÿ f èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì ÷åðåç òî÷êè xi, . . . , xi−s+1 � ýòî ÿâíûå
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ìåòîäû. Ìåòîä Àäàìñà-Ìóëòîíà (Adams-Moulton) ïîðÿäêà s ïîëó÷èì, ïîëà-

ãàÿ p = 0, k = 1, è çàìåíÿÿ f èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì ÷åðåç òî÷êè

xi+1, . . . , xi−s+2 � ýòî íåÿâíûå ìåòîäû.

Îáùèé è î÷åâèäíûé íåäîñòàòîê íåÿâíûõ ìåòîäîâ â òîì, ÷òî äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ yi+1 íà êàæäîì øàãå íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ýòîé

âåëè÷èíû, òàê êàê â ïðàâîé ÷àñòè (ñì. (2.16)) ñòîèò fi+1 = f(xi+1, yi+1). Îäíàêî
íåÿâíûå ôîðìóëû îêàçûâàþòñÿ áîëåå óñòîé÷èâûìè, à ïîòîìó áîëåå óíèâåð-

ñàëüíûìè.

Áîëüøèíñòâî ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçóåìûõ ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó ëèíåéíûõ ìå-

òîäîâ (linear multistep methods), êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé

α0yi + α1yi+1 + . . . + αkyi+k = h [β0f(xi, yi) + β1f(xi+1, yi+1) + . . . + βkf(xi+k, yi+k)] ,

ïðè÷åì êàê ïðàâèëî îãðàíè÷èâàþòñÿ k≤3.

2.3.2 Ìåòîäû ïðîãíîçà è êîððåêöèè

Â ìåòîäàõ ïðîãíîçà è êîððåêöèè (predictor-corrector methods) îêàçûâàåòñÿ âîç-

ìîæíûì ñîâìåñòèòü ïðîñòîòó è ñêîðîñòü ÿâíûõ ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ñ óñòîé-

÷èâîñòüþ íåÿâíûõ. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûáèðàþòñÿ äâà ðàçíûõ ìíî-

ãîøàãîâûõ ìåòîäà � îäèí ÿâíûé (ôîðìóëà ïðîãíîçà) à âòîðîé íåÿâíûé (ôîð-

ìóëà êîððåêöèè).

Íà êàæäîì øàãå yi → yi+1 âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

1. Ïî ÿâíîé ôîðìóëå ïðîãíîçà âû÷èñëÿåì yi+1 â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè �

y
(0)
i+1;

2. Ïîäñòàâëÿÿ â f(x, y), ïîëó÷àåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ â íóëåâîì ïðè-

áëèæåíèè: f
(0)
i+1 = f(xi+1, y

(0)
i+1);

3. Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå f
(0)
i+1 ïîäñòàâëÿåì â ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû êîð-

ðåêöèè è ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå y
(1)
i+1;

4. Ðàçíèöà ∣y(1)i+1−y
(0)
i+1∣ äàåò îöåíêó îøèáêè íà øàãå.

Ìîæíî ïðåâðàòèòü ýòó ñõåìó â èòåðàöèîííóþ: åñëè îøèáêà íà øàãå íå äîñòà-

òî÷íî ìàëà, òî óòî÷íåííîå ïîñëå êîððåêöèè çíà÷åíèå f
(1)
i+1 ìîæåì îïÿòü âñòàâèòü

â ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû êîððåêöèè, è ïîâòîðÿòü öèêë (2-4), ïîêà îøèáêà íå

ñòàíåò äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîé. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàêàÿ ñõåìà ìàëî-

ýôôåêòèâíà: ñêîëüêî áû èòåðàöèé íå áûëî ñäåëàíî, ðåøåíèå áóäåò ñõîäèòñÿ ê
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òî÷íîìó ðåøåíèþ äèñêðåòèçèðîâàííîé çàäà÷è, çàäàâàåìîé ôîðìóëîé êîððåê-

öèè � à íå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó â îïòèìàëüíîì

ðåæèìå ðàáîòû ìåòîäà ïðîãíîçà è êîððåêöèè êàæäûé øàã çàêàí÷èâàåòñÿ ïîñëå

ïåðâîé êîððåêöèè.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ìåòîäû ïðîãíîçà è êîððåêöèè íà ïàðå ïðèìåðîâ.

2.3.2.1 Ìåòîä Ìèëíà (Milne's method).

Äëÿ ïðîãíîçà èñïîëüçóåì ÿâíóþ ôîðìóëó, âûâåäåííàÿ ðàíåå (2.16) èíòåãðèðî-

âàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åðåç ÷åòûðå òî÷êè xi, . . . , xi−3 îò xi−3

äî xi+1 (ïåðâàÿ ôîðìóëà Ìèëíà):

yi+1 = yi−3 +
4h

3
(2fi − fi−1 + 2fi−2) . (2.18)

Îøèáêà íà øàãå4 28
90h

5y(5)(ξ), ãäå ξ ∈ (xi, xi+1).
Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó fi, fi−1, fi−2, âû÷èñëåííûå íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ,

ïîëó÷èì yi+1 â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, è ñîîòâåòñòâåííî fi+1 ≡ f(xi+1, yi+1) â

íóëåâîì ïðèáëèæåíèè.

Ðèñ. 2.2: Ñõåìà ðàáîòû ôîðìóë ïðîãíîçà (ñëåâà) è êîððåêöèè (ñïðà-

âà) ìåòîäà Ìèëíà. Òî÷êàìè îáîçíà÷åíû óçëû èíòåðïîëÿöèè, à ïëî-

ùàäü çàòåìíåííîé îáëàñòè äàåò ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà

â (2.13).

Â êà÷åñòâå ôîðìóëû êîððåêöèè âîçüìåì âòîðóþ ôîðìóëó Ìèëíà (2.17),

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì îò xi−1 äî xi+1 ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà (òî

åñòü èíòåãðèðîâàíèåì â ýòèõ ïðåäåëàõ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åðåç

4Çäåñü è äàëåå îñòàòî÷íûå ÷ëåíû ïðèâîäÿòñÿ ëèøü äëÿ ñïðàâêè. Âûâîäÿòñÿ îíè èíòåãðè-

ðîâàíèåì îøèáêè èíòåðïîëÿöèè Ëàðãàíæà. Íà ïðàêòèêå äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè èñïîëüçóåòñÿ

ðàçíèöà ìåæäó yi+1 ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèÿõ.
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òðè òî÷êè xi−1, xi, xi+1):

yi+1 = yi−1 +
h

3
(fi+1 + 4fi + fi−1) . (2.19)

Îøèáêà íà øàãå ðàâíà − 1
90h

5y(5).

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü òîëüêî ÷òî âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå fi+1 â íóëå-

âîì ïðèáëèæåíèè, ïîëó÷èì îòêîððåêòèðîâàííîå çíà÷åíèå yi+1. Äàëüøå ìîæíî

ïðîäîëæèòü èòåðàöèè, èñïîëüçóÿ ëèøü ôîðìóëó êîððåêöèè.

Íåäîñòàòîê ìåòîäà Ìèëíà � íåóñòîé÷èâîñòü. Îøèáêà èìååò òåíäåíöèþ ê

ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó, ÷òî ñâîéñòâåííî âñåì ôîðìóëàì, ïîñòðîåííûì íà

îñíîâå ôîðìóëû Ñèìïñîíà.

2.3.2.2 Ìåòîä Àäàìñà-Áàøôîðòà (Adams-Bashforth m.)

Òàê íàçûâàþò ìåòîä ïðîãíîçà è êîððåêöèè, ïîñòðîåííûé íà ïðîãíîçå ïî ôîð-

ìóëå Àäàìñà-Áàøôîðòà 4 ïîðÿäêà è êîððåêöèè ïî ôîðìóëå Àäàìñà-Ìóëòîíà

4 ïîðÿäêà (çäåñü ïðèñóòñòâóåò íåáîëüøàÿ ïóòàíèöà â òåðìèíîëîãèè).

Ðèñ. 2.3: Ñõåìà ðàáîòû ôîðìóë ïðîãíîçà (ñëåâà) è êîððåêöèè (ñïðà-

âà) ìåòîäà Àäàìñà-Áàøôîðòà.

Ïðîãíîç ïîëó÷àåì èíòåãðèðîâàíèåì îáðàòíîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû

Íüþòîíà☆ ÷åðåç òî÷êè xi−3, . . . , xi îò xi äî xi+1:

yi+1 = yi +
h

24
(55fi − 59fi−1 + 37fi−2 − 9fi−3) +

251

720
h5y(5); (2.20)

Êîððåêöèÿ (ñòðîèòñÿ òàê æå, íî òåïåðü èíòåðïîëÿöèÿ ÷åðåç xi−2,. . . ,xi+1)☆

yi+1 = yi +
h

24
(9fi+1 + 19fi − 5fi−1 + fi−2) −

19

720
h5y(5). (2.21)

Ìåòîä óñòîé÷èâ � îøèáêà íå èìååò òåíäåíöèè ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó,

� è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ.
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Ìåòîä Õýììèíãà (Õåììèíãà, Hamming's m.)* Ïðîãíîç ïî Ìèëíó:

y
(0)
i+1 = yn−3 +

4h

3
(2fi − fi−1 + 2fi−2) +

28

90
h5y(5).

Óòî÷íåíèå ïðîãíîçà:

ȳ
(0)
i+1 = y

(0)
i+1 +

112

121
(yi − y(0)i ); (ȳ(0)i+1)

′
= f(xi+1, ȳ

(0)
i+1) .

Êîððåêöèÿ☆

yi+1 =
1

8
(9yi − yi−2 + 3h (fi+1 + 2fi − fi−1)) −

1

40
h5y(5).

Ìåòîä óñòîé÷èâ, îí ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ïîãðåøíîñòè íà ñòàäèÿõ ïðîãíîçà

è êîððåêöèè è óñòðàíÿòü èõ.

2.3.3 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà è âûáîð àëãîðèòìà

1. Ìåòîäû íå îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó "ñàìîñòàðòóþùèõ" , òàê êàê äëÿ îñóùåñòâ-

ëåíèÿ î÷åðåäíîãî øàãà íåîáõîäèìî èìåòü èíôîðìàöèþ î íåñêîëüêèõ ïðå-

äûäóùèõ øàãàõ.

2. Îäíîøàãîâûå ìåòîäû è ìåòîäû ïðîãíîçà è êîððåêöèè îáåñïå÷èâàþò ïðè-

ìåðíî îäèíàêîâóþ òî÷íîñòü. Îäíàêî ìåòîäû ïðîãíîçà è êîððåêöèè ïîçâî-

ëÿþò îöåíèòü ïîãðåøíîñòü íà êàæäîì øàãå è, â ñèëó ýòîãî, ýôôåêòèâíûé

øàã çäåñü ìîæåò áûòü áîëüøå.

3. Ïðè îïòèìàëüíî âûáðàííîì øàãå, êîòîðûé äëÿ ìåòîäîâ RK è äëÿ ìåòî-

äîâ ïðîãíîçà è êîððåêöèè îäíîãî ïîðÿäêà ïî ïîðÿäêó îäèíàêîâ, â ïåðâîì

ñëó÷àå ôóíêöèÿ f âû÷èñëÿåòñÿ s ðàç çà øàã, à âî âòîðîì � 2 ðàçà çà øàã

(ïðîãíîç è êîððåêöèÿ). Ïîýòîìó, íàïðèìåð, äëÿ s = 4 ìåòîäû ïðîãíîçà è

êîððåêöèè òðåáóþò â ñðåäíåì ïðèìåðíî âäâîå ìåíüøå ìàøèííîãî âðåìå-

íè, ÷åì ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòà ñðàâíèìîé òî÷íîñòè.

Òàêæå ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ìíîãîøàãîâûå ôîðìóëû äîïóñêàþò äîñòàòî÷-

íî ïðÿìîëèíåéíîå îáîáùåíèå íà ñëó÷àé íåðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ, è ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ìåòîäû ïðîãíîçà è êîððåêöèè ïîýòîìó ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñ ïåðå-

ìåííûì øàãîì.
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Âûáîð àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Ñîâðåìåííûå ðåàëèçàöèè êàê

ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà, òàê è ìíîãîøàãîâûõ, îáõîäÿò íåäîñòàòêè ïðîñòåéøèõ

àëãîðèòìîâ è â ñðåäíåì îêàçûâàþòñÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâî ýôôåêòèâíû. Êðè-

òåðèé âûáîðà òîãî èëè èíîãî ìåòîäà äëÿ ñâîåãî êðóãà çàäà÷ â êîíå÷íîì ñ÷åòå

îäèí � ïðàêòèêà.

Ìîæíî îäíàêî ïîïðîáîâàòü ñôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðûå îáùèå çàìå÷àíèÿ â

òîì ñëó÷àå, åñëè äåëàåòñÿ ñîáñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ.

� A. ×åì âûøå ïîðÿäîê òî÷íîñòè ìåòîäà, òåì áîëåå òî÷íûì äîëæåí áûòü

ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Îäíàêî êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àíàëîãè ïðîèçâîäíûõ

ïî ìåðå ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà âåäóò ñåáÿ âñå õóæå è õóæå. Èç-çà ýòîãî ïî-

ãðåøíîñòè ìåòîäîâ ïðè ïåðåõîäå îò ÷åòâåðòîãî-ïÿòîãî ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè

ê áîëåå âûñîêèì ïîðÿäêàì ïðàêòè÷åñêè íå óáûâàþò, ïðè òîì ÷òî ãðîìîçä-

êîñòü ôîðìóë ïîâûøàåòñÿ ñóùåñòâåííî. Ïîýòîìó åñëè ðåøåíèå ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèì, ÷àñòî îãðàíè÷èâàþòñÿ ìåòîäàìè ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà.

� B. Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà ñëåäóåò âûáèðàòü, åñëè âû÷èñëåíèå f(x, y) íå âû-
çûâàåò òðóäíîñòåé, âðåìÿ ñ÷åòà íåñóùåñòâåííî, è îñíîâíûå îæèäàåìûå

çàòðàòû âðåìåíè � íà ïîäãîòîâêó çàäà÷è ê ñ÷åòó. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè åñòü

íàäåæäà ðåøèòü óðàâíåíèå íå ñëèøêîì çàäóìûâàÿñü, ïîòîìó ÷òî ìåòîäû

Ðóíãå-Êóòòà äîâîëüíî ïðîñòî ðåàëèçóþòñÿ.

� C.Ìåòîäû ïðîãíîçà è êîððåêöèè ñëåäóåò âûáèðàòü, åñëè ôóíêöèÿ f(x, y)
ñëîæíà, à âðåìÿ ñ÷åòà è ýôôåêòèâíîñòü ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè ôàê-

òîðàìè, èëè åñëè ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Òîãäà

ðåàëèçàöèÿ îäíîãî èç ìåòîäîâ ïðîãíîçà è êîððåêöèè áóäåò îïðàâäàíà.

2.4 Êðàåâûå çàäà÷è

×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû:

� À. Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà çàìåíå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ðåøåíèåì

íåñêîëüêèõ çàäà÷ Êîøè.

� Â. Ìåòîäû, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ôîðìû äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
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Èçëîæåíèå (äëÿ ïðîñòîòû) áóäåì âåñòè íà ïðèìåðå çàäà÷è

y′′ = f(x, y′); x∈(a, b); y(a) = A, y(b) = B. (2.22)

2.4.1 Ìåòîäû ñòðåëüáû (shooting m.)

A. Åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì,

ò.å. èìååò âèä

y′′ = f1(x)y′ + f2(x)y + f3(x) è y(a)=A, y(b)=B,

òî êðàåâóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å Êîøè.

Ïóñòü y1(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(a)=A, y′(a)=
α1, à y2(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(a)=A, y′(a)=α2.

Òîãäà åñëè y1(b) = β1, à y2(b) = β2, òî ðåøåíèå

y(x) = 1

β1 − β2

[(B − β2)y1(x) − (B − β1)y2(x)]

óäîâëåòâîðÿåò è èñõîäíîìó óðàâíåíèþ è èñõîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

B. Åñëè ðåøàåòñÿ íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, òî ðåøåíèå ìîæ-

íî ñâåñòè ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ ðÿäà çàäà÷ Êîøè, ïîñëåäîâàòåëüíî

ââîäÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ α, òàêèå ÷òî y(a)=A, y′(a)=α,
è ñòðåìÿñü íàéòè ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ y(b) = B.

Ðèñ. 2.4: Shooting...

Ìåòîäû ñòðåëüáû: äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâ-

íåíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ââîäÿ â ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ çàäà÷è Êîøè ñ y(a) = A ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ

α = y′(a), èùåì ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-

âèþ y(b) = B.

2.4.2 Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû (�nite di�erences m.)

Ýòè ìåòîäû îñíîâàíû íà ñâåäåíèè êðàåâîé çàäà÷è ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ïóòåì çàìåíû ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè.

Òàê, äëÿ äâóõòî÷å÷íîé çàäà÷è

y′′ = f(x, y, y′); y(a) = A, y(b) = B íà [a, b]
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ìîæíî ïðîìåæóòîê [a, b] ðàçáèòü íà n ðàâíûõ ÷àñòåé: xi=x0+ih, ãäå i=1,2, . . . , n,

h=(b − a)/n; x0=a, xn=b. Â óçëàõ xi íàäî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ yi.

Ïîëüçóÿñü êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè âûðàæåíèÿìè äëÿ ïðîèçâîäíûõ, ìîæíî

ïðåäñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â âèäå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ. Íà-

ïðèìåð, èñïîëüçóÿ öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè ÷åðåç òðè òî÷êè

y′(xi) =
yi+1 − yi−1

2h
, y′′(xi) =

yi+1 − 2yi + yi−1

h2
. (2.23)

Åñëè çàïèñàòü ýòè ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîãî óçëà i = 1,. . ., n − 1 ïðè

äâóõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, òî ïîëó÷èì ñèñòåìó n−1 óðàâíåíèé ñ n−1 íåèçâåñò-

íûìè.

Åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëèíåéíîå, òî è ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëè-

íåéíà è ðåøàåìà.

Åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íå ëèíåéíî, òî è ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà íå

ëèíåéíà è âñå çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è.

Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïîêàæåì íà ïðèìåðå çàäà÷è:

y′′ − p(x)y = f(x); y(a) = A, y(b) = B. (2.24)

1) Çàìåíÿÿ y′′ â êàæäîì óçëå öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè ÷åðåç òðè òî÷êè (2.23),

ïîëó÷èì

yi+1 − 2yi + yi−1

h2
− piyi = fi, i = 1,2, . . . , n − 1; y0 = A, yn = B. (2.25)

Ýòî òðåõäèàãîíàëüíàÿ ñèñòåìà n − 1 óðàâíåíèé ñ n − 1 íåèçâåñòíûìè.

2) Îøèáêà íà øàãå:

ri ≡
yi+1 − 2yi + yi−1

h2
− y′′i =

1

h2
{yi + hy′ +

h2

2
y′′ + h

3

3!
y′′′ + h

4

4!
y(4) + . . .+

+ yi − hy′ +
h2

2
y′′ − h

3

3!
y′′′ + h

4

4!
y(4) + . . . − 2yi} − y′′i =

h2

12
y
(4)
i +O(h4y(6)).

Òîãäà

y′′i =
yi+1 − 2yi + yi−1

h2
− h

2

12
y
(4)
i +O(h4y(6)). (2.26)

Ïîäñòàâëÿÿ ÷åòâåðòóþ ïðîèçâîäíóþ ÷åðåç öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè, ïðèõîäèì ê

yi+1−2yi+yi−1

h2
− yi+2−4yi+1+6yi−4yi−1+yi−2

12h2
−piyi=fi, i=1, . . . , n−1. (2.27)

Ýòî ïÿòèäèàãîíàëüíàÿ ñèñòåìà n − 1 óðàâíåíèé ñ n − 1 íåèçâåñòíûìè. Çäåñü

çíà÷åíèÿ y−1 è yn+1 íàäî âû÷èñëÿòü ýêñòðàïîëÿöèåé ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷íîñòè

èëè çàìåíèòü â êðàéíèõ òî÷êàõ ðàçíîñòè íà ëåâûå/ïðàâûå.
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3) Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óðàâíåíèÿ èìååì y′′ = f +py ⇒ y(4) = (f +py)′′ è òîãäà

y
(4)
i = (fi+1 + pi+1yi+1) − 2(fi + piyi) + (fi−1 + pi−1yi−1)

h2
. (2.28)

Òàêèì îáðàçîì, îïÿòü ïîëó÷àåì òðåõäèàãîíàëüíóþ ñèñòåìó

1
h2 (yi+1−2yi+yi−1)−
− 1

12 [(fi+1+pi+1yi+1)−2(fi+piyi)+(fi−1+pi−1yi−1)] −piyi=fi,
i=1,2, . . . , n−1,

(2.29)

íî áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè.

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàÿ ïîãðåøíîñòü, ïîëó÷èì r
(1)
i = −h

4y
(6)
i

240 +O(h6y
(8)
i ) è ìîæ-

íî ïîñòðîèòü íîâóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó.

2.4.3 Ìåòîä ïðîãîíêè ðåøåíèÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ñèñòå-

ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Äëÿ ðåøåíèÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà ( 2.25)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a10y0 + a11y1 + a12y2 = b1;

a11y1 + a22y2 + a23y3 = b2;

⋮
an−1,n−2yn−2 + an−1,n−1yn−1 + an−1,nyn = bn−1;

y0 = A;

yn = B.

èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðîãîíêè, êîòîðûé ïî ñóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòîä èñ-

êëþ÷åíèÿ Ãàóññà, êîòîðûé ìàêñèìàëüíî ïðîñòî ðàáîòàåò äëÿ òðåõäèàãîíàëü-

íûõ ñèñòåì. Ìåòîä ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé.

1. Ïðÿìàÿ ïðîãîíêà.

Ïîëàãàåì y0 = c0y1 + ϕ0, ãäå c0 = 0 è ϕ0 = A, òàê ÷òî y0=A.
Ïîäñòàâëÿåì y0 â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, è âûðàæàåì y1 ÷åðåç y2, íàõîäÿ

òåì ñàìûì êîýôôèöèåíòû c1 è ϕ1:

y1 = c1y2 + ϕ1.

Ïîäñòàâëÿåì y1 âî âòîðîå óðàâíåíèå a21y1 +a22y2 +a23y3 = b2, è âûðàæàåì y2

÷åðåç y3, íàõîäÿ òåì ñàìûì êîýôôèöèåíòû c2 è ϕ2:

y2 = c2y3 + ϕ2.

Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, íà ïîñëåäíåì øàãå ïîëó÷èì cn−1 è ϕn−1 â

yn−1 = cn−1yn + ϕn−1.

Òàê âû÷èñëèëè íàáîðû ÷èñåë {ci}n−1
1 è {ϕi}n−1

1 .
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2. Îáðàòíàÿ ïðîãîíêà. Èç âòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ èìååì yn = B. Ïîä-
ñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé yn−1 = cn−1yn +ϕn−1, ïîëó÷àåì

yn−1, ýòî ïîäñòàâëÿåì â ïðåäûäóùåå, è òàê äàëåå. Â èòîãå ïîëó÷àåì ðåøåíèå

yn−1, yn−2, . . . , y1.

Âñþ ñõåìó, â ïðèìåíåíèè ê (2.24), ìîæíî çàïèñàòü òàê:

f1, p1 f2, p2 . . . fn−1, pn−1

↓ ↓ ↓
c0 = 0

ϕ0=A
→ c1, ϕ1 → c2, ϕ2 → . . . → cn−1, ϕn−1

↓ ↓ ↓
y1 ← y2 ← . . . ← yn−1 ← yn=B

2.5 Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ (Numerical PDEs)

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (partial differential equa-

tions, PDEs) � òî æå ÷òî è óðàâíåíèÿ ìàò. ôèçèêè: óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè

èëè ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî

ýòèì ïåðåìåííûì.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿä-

êà ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè. Óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ èëè ïîâûøåíèå

ïîðÿäêà, ïî ñóùåñòâó, íè÷åãî íå ìåíÿþò.

Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàò. ôèçèêè äåëÿòñÿ ãðóáî íà

äâå áîëüøèå ãðóïïû:

� À. Ìåòîäû, â êîòîðûõ, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ àíàëèòè÷åñêè

â âèäå ÷àñòè÷íîé ñóììû íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íîãî ðÿäà. Ê òàêèì îòíîñèò-

ñÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ â êóðñå ìå-

òîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ñþäà æå îòíîñÿòñÿ âàðèàöèîííûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (ìåòîä Ðèòöà) è áëèçêèé ê íèì ìåòîä Ãàë¼ðêèíà5.

� Â. ×èñëåííûå ìåòîäû. Ñðåäè íèõ íàèáîëåå ïðèìåíÿåìûìè ÿâëÿþòñÿ ðàç-

íîñòíûå ìåòîäû (�nite di�erence methods), áëàãîäàðÿ óíèâåðñàëüíîñòè è

íàëè÷èþ õîðîøî ðàçðàáîòàííîé òåîðèè. Èõ ìû î÷åíü êðàòêî è ðàññìîò-

ðèì â ýòîé ãëàâå.

5Íåïîëíûé ñïèñîê âñåâîçìîæíûõ ìåòîäîâ ìîæíî ïîñìîòðåòü íà âèêè, íàïðèìåð çäåñü èëè

òóò.
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2.5.1 Ðàçíîñòíûå ìåòîäû

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ðàçíîñòíîãî ìåòîäà â îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõG ââîäÿò

íåêîòîðóþ ñåòêó (ñîîòâåòñòâåííî ìåòîä åùå èíîãäà íàçûâàþò ìåòîäîì ñåòîê).

Äëÿ êàæäîãî óçëà ñåòêè çàïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, â êîòî-

ðîì âñå ïðîèçâîäíûå çàìåíÿþòñÿ ðàçíîñòÿìè (èëè äðóãèìè àëãåáðàè÷åñêèìè

êîìáèíàöèÿìè) çíà÷åíèé ôóíêöèè â ñîñåäíèõ óçëàõ ñåòêè. Â óçëàõ íà ãðàíèöå

îáëàñòè ∂G óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç íà÷àëüíûõ èëè

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïîëó÷àþùóþñÿ ïðè ýòîì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé íàçûâàþò ðàçíîñòíîé ñõåìîé. Ðåøàÿ åå, íàõîäèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â

óçëàõ ñåòêè. Òîãäà ðåøåíèå âî âñåé îáëàñòè G ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåðïîëÿöèåé

(÷àñòî èñïîëüçóþò ñïëàéíû).

Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå âîçíèêàþò âîïðîñû:

1. Ðàçðåøèìà ëè ðàçíîñòíàÿ ñõåìà? Åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëè-

íåéíîå, òî è ðàçíîñòíàÿ ñõåìà áóäåò ëèíåéíîé. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê,

è ñõåìà ìîæåò áûòü íåðàçðåøèìîé, è ñëåäîâàòåëüíî íåïðèãîäíîé.

2. Åñëè ñõåìà ðàçðåøèìà, òî êàêîâà ïîãðåøíîñòü ìåòîäà, ò.å. íàñêîëüêî åå

ðåøåíèå áëèçêî ê òî÷íîìó? Ïîãðåøíîñòü âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ äèñêðåòè-

çàöèåé çàäà÷è, è èñòî÷íèêàìè åå ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî,

(a) çàìåíà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìîé;

(b) ñíîñ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñ ãðàíèöû ∂G íà ãðàíè÷íûå óçëû ñåòêè.

Åå ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ýòèõ îøèáîê ïî ðàç-

íîñòíîé ñõåìå.

3. Îòñþäà ñëåäóåò è âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ìåòîäà, òî åñòü ìîæíî ëè, ñãóùàÿ

ñåòêó, ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñêîëü óãîäíî áëèçêîå ê òî÷íîìó.

Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî êîððåêòíî ïîñòàâëåííûå çàäà÷è, êîãäà äëÿ îïðå-

äåëåííîãî êëàññà íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ðåøåíèå (â äàííîì êëàññå

ôóíêöèé) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ýòèõ äàííûõ6.

6Ñóùåñòâóþò ôèçè÷åñêè èíòåðåñíûå çàäà÷è, ÿâëÿþùèåñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûìè:

îáðàòíûå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè, çàäà÷è íà ðàçâèòèå òóðáóëåíòíîñòè, è äðóãèå.
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2.5.2 Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

2.5.2.1 Ñåòêà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ u(x, y) âèäà

Lu(x, y) = f(x, y), (2.30)

ãäå f � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, à L � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð. Äëÿ ëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà îí èìååò âèä:

L = a∂ 2
x + b∂ 2

y + c∂x∂y + d∂x + e∂y + g, (2.31)

ãäå a, b, c, d, e, g � ôóíêöèè x è y, è èñïîëüçîâàíà ñîêðàùåííàÿ çàïèñü

∂

∂x
≡ ∂x,

∂ n

∂xn
≡ ∂ nx .

Ïóñòü ýòî óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ â îáëàñòè G, è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå

îáëàñòè ∂G ≡ Γ èìåþò âèä u∣Γ = ϕ.

Ðèñ. 2.5: Îáëàñòü G ñ ãðàíèöåé Γ,

ñåòêîé è óçëàìè.

i,k

i,k+1

i,k-1

i-1,k
i+1,k

Ðèñ. 2.6: Íóìåðàöèÿ óçëîâ, è øàá-

ëîí ïðè çàìåíå ïðîèçâîäíûõ öåí-

òðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè ïî òðåì

òî÷êàì.

Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó óçëîâ, ñ øàãîì h ïî îñè x è l ïî îñè y, è â

êàæäîì óçëå (i, k) çàìåíèì ïðîèçâîäíûå öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè ÷åðåç òðè

òî÷êè:

∂xu∣i,k≈∆xui,k =
ui+1,k−ui−1,k

2h ; ∂yu∣i,k≈∆yui,k =
ui,k+1−ui,k−1

2l ;

∂ 2
xu∣i,k ≈

ui+1,k−2ui,k+ui−1,k
h2 ; ∂ 2

y u∣i,k ≈
ui,k+1−2ui,k+ui,k−1

l2 ;

∂x∂yu∣i,k ≈ ∆y
ui,k+1−ui,k−1

2l = ui+1,k+1−ui−1,k+1−ui+1,k−1+ui−1,k−1
4hl .
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Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ïðîèçâîäíûõ ðàçíîñòè â óðàâíåíèå (2.30) äëÿ êàæäîãî

óçëà, ïîëó÷èì âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìó êîíå÷íî-ðàçíîñò-

íûõ óðàâíåíèé. Åñëè c = 0, òî â íåì íå áóäåò ñëàãàåìûõ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ

ui±1,k±1, è ñãðóïïèðîâàâ îñòàëüíûå, ïîëó÷èì

Aikui,k+1 +Bikui,k−1 +Cikui+1,k +Dikui−1,k +Eikuik = fik, äëÿ (i, k) ∈ G. (2.32)

Íàáîð óçëîâ, çíà÷åíèÿ u â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ çàïèñè îäíîãî óðàâ-

íåíèÿ ñõåìû, íàçûâàþò øàáëîíîì (ñì. ðèñ. 2.6). Åñëè c ≠ 0, òî â øàáëîí áóäóò

âõîäèòü è äèàãîíàëüíûå óçëû. Åñëè çàìåíÿòü ïðîèçâîäíûìè áîëåå òî÷íûìè

ðàçíîñòÿìè � áîëüøå ÷åì ÷åðåç òðè òî÷êè, � òî øàáëîí áóäåò ñîäåðæàòü åùå

áîëüøåå ÷èñëî óçëîâ.

Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíè÷íûå óçëû ñåòêè â òî÷íîñòè ïîïà-

äàþò íà ãðàíèöó îáëàñòè ∂G. Òîãäà óðàâíåíèÿ â ãðàíè÷íûõ óçëàõ ïîëó÷àåì,

ïîëàãàÿ

uik = ϕik äëÿ (i, k) ∈ ∂G.

2.5.2.2 Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

a∂ 2
xu − b∂ 2

y u + d∂xu + e∂yu = f,
u∣y=0 = ϕ(x), ∂yu∣y=0 = ψ(x); x∈R.

(2.33)

Çàìåíÿÿ ïðîèçâîäíûå êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè, ïîëó÷àåì â êàæäîì óçëå óðàâíå-

íèå (2.32). Çíàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u â äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ

ðÿäàõ, èç ýòîé ñèñòåìû ìîæíî íàéòè åå çíà÷åíèÿ â ñëåäóþùåì ðÿäó.

Ïðè ýòîì ïåðâûå äâà ðÿäà ðàññ÷èòûâàþòñÿ òàê (ñì. ðèñ. 2.7):

Ðèñ. 2.7: Çàäà÷à Êîøè. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû íà y = 0
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� Çíà÷åíèÿ â íóëåâîì ðÿäó èçâåñòíû è çàäàíû ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ui0 = ϕi;

� Ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ â ðÿäó j=1 äâóìÿ ñïîñîáàìè:

� a) ψi = ∂yu∣y=0 =
ui1−ui0

l +O(l) ⇒ ui1 = ui0 + ψil +O(l2);

� b) ψi = ∂yu∣y=0 =
ui,1−ui,−1

2l +O(l2) ⇒ ui,−1 ∶= ui,1 − 2lψi +O(l3);

ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå (2.31) äëÿ j ≡ k = 0:

Ai0ui,1+Bi0(ui,1−2lψi)+Ci0ui+1,0+Di0ui−1,0+Ei0ui,0=fi0 ⇒
ui,1 = 1

Ai0+Bi0 [fi0 + 2lBi0ψi −Ci0ui+1,0 −Di0ui−1,0 −Ei0ui,0] ;

ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü ïîðÿäêà l3.

Çàìå÷àíèå: Âåëè÷èíà h/l, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé:

Ðèñ. 2.8: Ëó÷àìè (1) è (2)

îïðåäåëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé

òðåóãîëüíèê îïðåäåë¼ííîñòè

ðàçíîñòíîé ñõåìû. Õàðàêòå-

ðèñòèêè äàííîãî óðàâíåíèÿ

(3) è (4) îïðåäåëÿþò òðå-

óãîëüíèê îïðåäåëåííîñòè

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ.

Ò0: Äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåòîê òðåóãîëüíèê îïðåäåëåííîñòè äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äîëæåí íàõîäèòñÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà îïðåäåë¼ííîñòè

ðàçíîñòíîé ñõåìû ◂ . . .▸.

Ïðè äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ êîýôôèöèåíòàõ ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äî-

ñòàòî÷íûì.

2.5.2.3 Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó7 � òî æå óðàâíåíèå (2.33) ñ ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè

u∣y=0 = ϕ(x), ∂yu∣y=0 = ψ(x);
u∣x=0 = Φ1(y), u∣x=1 = Φ2(y); x∈[0,1].

7Aíãëîÿçû÷íàÿ êëàññèôèêàöèÿ êðàåâûõ óñëîâèé (boundary conditions, b.c.): I ðîäà �

Dirichlet (or �rst type) b.c.; II � Neuman (or second type) b.c; III � Robin (or third type) b.c.;

ñìåøàííûå � mixed type b.c.
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Ðèñ. 2.9: Ñåòêà äëÿ êðàåâîé

çàäà÷è.

Ðåøàåì åå òàê:

1. Â íóëåâîì ðÿäó j = 0 èç ãðàí. óñëîâèÿ

èìååì ui,0=ϕi;

2. Âî âíóòðåííèõ óçëàõ ïåðâîãî ðÿäà j =
1 íàõîäèì çíà÷åíèÿ ui,1 òàê æå êàê â

ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

3. Â ãðàíè÷íûõ óçëàõ ïåðâîãî ðÿäà èç ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé èìååì

u01 = Φ1(y1), un,1 = Φ2(y1).

4. Çíà÷åíèÿ ui,j+1 íàõîäèì, ïîâòîðÿÿ ïóíê-

òû 2 è 3.

Òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à: òî æå óðàâíåíèå (2.33) ñ ãðàí. óñëîâèÿìè

u∣y=0 = ϕ(x);
∂yu∣y=0 = ψ(x);

(∂xu + β1u)∣x=0 = F1(y);
(∂xu + β2u)∣x=1 = F2(y).

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà x=0,1 ìîæíî ïåðåïèñàòü, çàìåíèâ ïðîèçâîäíûå ðàç-

íîñòÿìè:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u1,k−u0,k
h + β1u0,k = F1(yk);

un,k−un−1,k
h + β2un,k = F2(yk).

⇒
u0,k =

u1,k−hF1(yk)
1−hβ1 ;

un,k =
un−1,k+hF2(yk)

1+hβ2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷åé îòëè÷èå ñõåìû ðå-

øåíèÿ òîëüêî â ïóíêòå 3.

Äëÿ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è ïðèìåíèìà ñõåìà ðåøåíèÿ òðåòüåé êðàåâîé

çàäà÷è, íî ñ β1 = β2 = 0.

2.5.3 Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

Ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá çàìåíû äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.30)

Lu = fu

ñèñòåìîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.

Ââåäåì îïÿòü ñåòêó óçëîâ íà ïëîñêîñòè (x, y), íà ýòîò ðàç íå îáÿçàòåëüíî

êâàäðàòíóþ. Äëÿ êàæäîãî óçëà (i, k) çàïèñûâàåì óðàâíåíèå ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Ïåðåíóìåðóåì óçëû ñåòêè: óçåë (i, k) íàçîâåì íóëåâûì, íåêîòîðûå N
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óçëîâ âîêðóã íåãî ïðîíóìåðóåì îò 1 äî N (ñì. ê ïðèìåðó ðèñ. 2.10), è ñî-

ñòàâèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ∑N
j=0 cjuj.

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ, ÷òîáû ýòà ëèíåéíàÿ êîìáèíà-

öèÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàëà Lu. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì ðàçíîñòíîå

óðàâíåíèå
N

∑
j=0

cjuj = f0. (2.34)

Ýòîò ñïîñîá íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà çàìåíû ïðîèçâîäíûõ èõ êîíå÷-

íî-ðàçíîñòíûìè àíàëîãàìè. Ïðåèìóùåñòâî åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ïðèìåíèì

íå òîëüêî äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ñåòîê, íî è äëÿ ñåòîê âåñüìà ñëîæíîé êîíôèãó-

ðàöèè.

Ìû ðàññìîòðèì åãî íà íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ àïïðîêñèìàöèè äâóìåðíîãî

óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ñ L = ∆ ≡ ∂ 2
x + ∂ 2

y , äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåòîê:

(∂ 2
x + ∂ 2

y )u = f. (2.35)

Òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì ñòðîèòü äèñêðåòíûå àíàëîãè îïåðàòîðà Ëàïëàñà

(discrete Laplace operators) íà ðàçíûõ ðåøåòêàõ.

2.5.3.1 Ïðèìåð. Êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà, 5 óçëîâ

Âûáåðåì ñèñòåìó óçëîâ êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.10, è áóäåì èñêàòü àïïðîê-

ñèìàöèþ L â âèäå ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà L̃:

L̃u∣
0
= c0u0 + c1u1 + c2u2 + c3u3 + c4u4.

Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè L è ñèñòåìû óçëîâ, ñðàçó ïîëàãàåì c1=c2=c3=c4, òàê ÷òî

Ðèñ. 2.10: Êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà, 5 óçëîâ.

(çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî è äèôôåðåíöèàëüíûé L è ðàçíîñòíûé L̃
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îïåðàòîðû äåéñòâóþò íà u â òî÷êå 0, è ýòîò èíäåêñ îïóñêàåòñÿ)

L̃u = c0u0 + c1(u1+u2+u3+u4).

Çíà÷åíèÿ u1,2,3,4 ïîëó÷èì èç ðÿäà Òåéëîðà8:

u1 =u(x0+h, y0+h) =

= u0 + h(∂x+∂y)u +
h2

2
(∂x+∂y)2u + h

3

3!
(∂x+∂y)3u +O(h4);

u2 =u(x0−h, y0+h) =

= u0 + h(−∂x+∂y)u +
h2

2
(−∂x+∂y)2u + h

3

3!
(−∂x+∂y)3u +O(h4);

u3 =u(x0−h, y0−h) =

= u0 − h(∂x+∂y)u +
h2

2
(∂x+∂y)2u − h

3

3!
(∂x+∂y)3u +O(h4);

u4 =u(x0+h, y0−h) =

u0 + h(∂x−∂y)u +
h2

2
(∂x−∂y)2u + h

3

3!
(∂x−∂y)3u +O(h4).

Ïðè ñëîæåíèè âñå ñëàãàåìûå, íå÷åòíûå ïî h, ñîêðàòÿòñÿ. Ñëàãàåìûå

(∂x± ∂y)n ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíàêàìè òîæå óõîäÿò. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

L̃u∣
0
=(c0+4c1)u0+4c1 {

h2

2
(∂ 2

x +∂ 2
y )u +O(h4)} .

Òðåáóåì ÷òîáû ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ äàâàëè îïåðàòîð Ëàïëàñà:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

c0 + 4c1 = 0

4c1
h2

2 = 1
⇒ c1 =

1

2h2
, c0 = −

2

h2
.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èëè äèñêðåòíîå ïðèáëèæåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà

L̃u∣
0
= 1

2h2 [u1 + u2 + u3 + u4 − 4u0];
L̃u∣

0
= ∆u∣0 +O(h2)

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â óðàâíåíèå Ïóàññîíà (2.35), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå â óçëå

u1 + u2 + u3 + u4 − 4u0 = 2h2f0 +O(h4).

Êàê âèäíî, òî÷íîñòü â óçëå ∼ h4.

2.5.3.2 Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè. Êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà, 9 óçëîâ

Òåïåðü ðàññìîòðèì àïïðîêñèìàöèþ ñ äðóãîé ñèñòåìîé óçëîâ, èç 9 òî÷åê (ñì.

ðèñ. 2.11). Ïðèáëèæåíèå Lu èùåì â âèäå

L̃u = c0u0 + c1(u1+u2+u3+u4) + c2(u5+u6+u7+u8). (2.36)
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Ðèñ. 2.11: Êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà, 9 óçëîâ.

Ïîñòóïàÿ òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ðàñêëàäûâàåì u1,...,8 â ðÿä

Òåéëîðà, íî íà ýòîò ðàç äî ñëàãàåìûõ ∼ h6 âêëþ÷èòåëüíî. Âíà÷àëå ïîñ÷èòàåì

u5,6,7,8 (ýòî óçëû íà äèàãîíàëÿõ, òå æå ÷òî ñ÷èòàëèñü â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå).

Ïîíÿòíî, ÷òî âñëåäñòâèå ñèììåòðèè íàáîðà óçëîâ ñëàãàåìûå, íå÷åòíûå ïî h

ñîêðàòÿòñÿ, ïîýòîìó èõ âûïèñûâàòü íåò ñìûñëà.

u5 =u(x0+h, y0+h) = u0 + h(. . .) +
h2

2
(∂x+∂y)2u + h3(. . .)+

+ h
4

4!
(∂x+∂y)4u + h5(. . .) + h

6

6!
(∂x+∂y)6u +O(h7)

u6 =u(x0−h, y0+h) = u0 + h(. . .)u +
h2

2
(−∂x+∂y)2u + h3(. . .)+

+ h
4

4!
(−∂x+∂y)4u + h5(. . .) + h

6

6!
(−∂x+∂y)6u +O(h7)

. . .

Ñëàãàåìûå (∂x± ∂y)2k ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíàêàìè òîæå óõîäÿò. Ïîýòîìó, ðàñ-

êðûâàÿ ñêîáêè (∂x± ∂y)2k, îñòàâëÿåì ëèøü ñëàãàåìûå, ÷åòíûå ïî ïðîèçâîäíûì

∂x,y. Ñêëàäûâàÿ u5,6,7,8, â èòîãå ïîëó÷àåì

u5+u6+u7+u8 = 4{u0 +
h2

2
(∂ 2

x + ∂2
y)u +

h4

4!
(∂ 4

x +6∂ 2
x ∂

2
y +∂ 4

y )u+

+h
6

6!
(∂ 6

x +15∂ 4
x ∂

2
y +15∂ 2

x ∂
4
y +∂ 6

y )u +O(h8)} .

Òî÷íî òàê æå ñ÷èòàåì u1,2,3,4, òîëüêî åùå ïðîùå. Äëÿ u1,2 èìååì

u1 = u(x0 + h, y0) =u0 + h(. . .) +
h2

2!
∂2
xu + h3(. . .) + h

4

4!
∂4
xu + h5(. . .) + h

6

6!
∂6
xu +O(h7);

u2 = u(x0, y0 + h) =u0 + h(. . .) +
h2

2!
∂2
yu + h3(. . .) + h

4

4!
∂4
yu + h5(. . .) + h

6

6!
∂6
yu +O(h7);

8Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ òàêæå áåðóòñÿ â óçëå 0.
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à u3,4 ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ çàìåíîé h íà (−h). Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì

u1+u2+u3+u4 = 4u0+2{h
2

2!
(∂ 2

x + ∂2
y)u+

h4

4!
(∂ 4

x +∂ 4
y )u+

h6

6!
(∂ 6

x +∂ 6
y )u +O(h8)} .

Òàêèì îáðàçîì,

L̃u = (c0 + 4c1 + 4c2)u0 + c2 {h4∂ 2
x ∂

2
y u +

h6

12
(∂ 4

x ∂
2
y +∂ 2

x ∂
4
y )u}+

+ (c1+2c2){h2(∂ 2
x + ∂2

y)u +
h4

12
(∂ 4

x +∂ 4
y )u +

2h6

6!
(∂ 6

x +∂ 6
y )u} +O(cih8).

Ïðèðàâíèâàÿ ÷àñòü ñ ìëàäøèìè ñòåïåíÿìè ïðîèçâîäíûõ îïåðàòîðó Ëàïëàñà,

ïîëó÷àåì ñèñòåìó
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

c0 + 4c1 + c2 = 0,

h2(c1 + 2c2) = 1.
(2.37)

Êàê âèäíî, ñèñòåìà íåïîëíà, è íàïðèìåð c2 ìîæåò áûòü ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé.

Âûáåðåì åå òàê, ÷òîáû ïðîèçâîäíûå 4é ñòåïåíè îáðàçîâûâàëè êâàäðàò îïåðà-

òîðà ∆=∂ 2
x +∂ 2

y . Ýòî áóäåò ïðè c2 = 1/(6h2) � òîãäà

c2∂
2
x ∂

2
y +

1

12
(c1 + 2c2)(∂ 4

x + ∂ 4
y ) =

1

12h2
(∂ 2

x +∂ 2
y )2,

à èç ïðîèçâîäíûõ 6é ñòåïåíè òàêæå ìîæíî âûäåëèòü ∆ êàê ìíîæèòåëü:

L̃u +O(h6) = (∂ 2
x + ∂2

y)u +
h2

12
(∂ 2

x +∂ 2
y )2u + 2h4

6!
{∂ 6

x + ∂ 6
y + 5(∂ 4

x ∂
2
y +∂ 2

x ∂
4
y )}u =

= (∂ 2
x + ∂2

y)u +
h2

12
(∂ 2

x +∂ 2
y )2u + 2h4

6!
{(∂ 2

x +∂ 2
y )3 + 2∂ 2

x ∂
2
y (∂ 2

x +∂ 2
y )}u =

= {1 + h
2

12
∆ + 2h4

6!
(∆2 + 2∂ 2

x ∂
2
y )}∆u =

= {1 + h
2

12
∆ + 2h4

6!
(∆2 + 2∂ 2

x ∂
2
y )} f. (2.38)

Êàê âèäíî, íàì óäàëîñü âûíåñòè îïåðàòîð ∆ çà ñêîáêè íå òîëüêî äëÿ ñëàãà-

åìûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ∼ ∂ 4, íî è øåñòîãî ïîðÿäêà. Ýòî îáóñëîâëåíî âûñîêîé

ñèììåòðèåé è îïåðàòîðà Ëàïëàñà è âûáðàííîé ðåøåòêè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó, çà-

ìåíÿÿ ∆u=f èç óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó òî÷íîñòè ∼ h6. Ïðè

c2 = 1
6h2 èç (2.37) èìååì c1 = 4

6h2 è c0 = − 20
6h2 . Ïîäñòàâëÿÿ ýòè êîýôôèöèåíòû â

(2.36), ïîëó÷àåì

L̃u∣
0
= 1

6h2
{−20u0 + 4(u1 + u2 + u3 + u4) + (u5 + u6 + u7 + u8)} .

Ïðèðàâíèâàÿ ê (2.38), îêîí÷àòåëüíî èìååì óðàâíåíèå

4(u1 + u2 + u3 + u4) + (u5 + u6 + u7 + u8) − 20u0 =

= 6h2f0 +
h4

2
(∆f)0 +

h6

60
(∂ 4

x f + 4∂ 2
x ∂

2
y f + ∂ 4

y f)0
+O(h8).
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Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) çàäàíà íå àíàëèòè÷åñêè, à òîëüêî â óçëàõ ñåòêè, òî

çàìåíèâ (∆f)0 = 1
2h2 (f5 + f6 + f7 + f8 − 4f0) (ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ñ

òî÷íîñòüþ ∼ h4), ïîëó÷èì

4(u1 + u2 + u3 + u4) + (u5 + u6 + u7 + u8) − 20u0 =

= h
2

4
(f5 + f6 + f7 + f8 + 20f0) +O(h6).

2.5.3.3 Åùå äâà ïðèìåðà*

Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà. Âîçüìåì òåïåðü òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó (ñì. ðèñ. 2.12).

Ïðîíóìåðîâàâ îò îäíîãî äî øåñòè âñåõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé óçëà 0, êîòîðûå

íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà, ïî ðàññìîòðåííîé ñõåìå

ïîëó÷èì☆

u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6 − 6u0 =
3h2

2
f0 +

3h4

32
(∆f)0 +O(h6).

Ðèñ. 2.12: Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà, 7

óçëîâ.

Ðèñ. 2.13: Êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà, 13

óçëîâ.

Êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà, 13 óçëîâ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

∂ 4
xu + 2∂ 2

x ∂
2
y u + ∂4

yu = f(x, y).

Äîïîëíèâ ñèñòåìó äåâÿòè óçëîâ ïóíêòà 2.3.2 åùå ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè ñ êîîðäè-

íàòàìè (0,±2) è (±2,0) îòíîñèòåëüíî óçëà 0 (ñì. ðèñ.2.13), ïîëó÷èì☆ ðàçíîñò-

íóþ ñõåìó

20u0 − 8(u1 + u2 + u3 + u4) + 2(u5 + u6 + u7 + u8) +

+(u9 + u10 + u11 + u12) = h4f0 +O(h6).
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Çàìå÷àíèå: Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîé ñõåìû, àïïðîê-

ñèìèðóþùåé äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ òîé èëè èíîé òî÷íîñòüþ, íàäî

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå èìååò íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäíûõ, à ýòî

íàêëàäûâàåò óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ, íà îáëàñòü, è íà ôóíêöèè,

âõîäÿùèå â êðàåâûå óñëîâèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâûøåíèå òî÷íîñòè àïïðîê-

ñèìàöèè ïðèâîäèò ê óñëîæíåíèþ ðàáîòû, íî îòíþäü íå óëó÷øàåò ðåçóëüòàò.

2.5.4 Îá àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

Ðåøàÿ ìåòîäîì ñåòîê êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìû çàìåíÿåì îáëàñòü G ñ ãðàíèöåé Γ ñåòî÷íîé îáëàñòüþ

G∗ ñ ãðàíèöåé Γ∗:

{G,Γ}→ {G∗,Γ∗}

Ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòåé, âîçíèêàþùåé çà ñ÷åò ýòîé çàìåíû, æå-

ëàòåëüíî:

� ñòàðàòüñÿ îñóùåñòâèòü âûáîð ñåòêè òàê, ÷òîáû åå óçëû áûëè êàê ìîæíî

áîëåå áëèçêè ê Γ;

� äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé â óçëàõ, áëèçêèõ ê ãðàíèöå, ñëåäóåò ïîëüçî-

âàòüñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè èëè ýêñòðàïîëÿöèîííûìè ôîðìóëàìè;

� â ïðèãðàíè÷íûõ óçëàõ èñïîëüçîâàòü äðóãèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíå-

íèÿ, ÷åì âî âíóòðåííèõ óçëàõ.

Ëèòåðàòóðà

Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

� Ò. Øóï, Ðåøåíèå èíæåíåðíûõ çàäà÷ íà ÝÂÌ [6];

� Wikipedia: Numerical ordinary di�erential equations, MathWorld: ODEs;

� J. Butcher, Numerical methods for ordinary di�erential equations [7], Âòîðàÿ

ãëàâà, �Numerical di�erential equations methods�, ñëóæèò î÷åíü õîðîøèì è îñíîâàòåëüíûì ââåäåíèåì

â ìåòîäû ðåøåíèÿ ÎÄÓ.

89

http://en.wikipedia.org/wiki/Numerical_ordinary_differential_equations
http://mathworld.wolfram.com/OrdinaryDifferentialEquation.html


Äîïîëíèòåëüíî:

Á.Ï. Äåìèäîâè÷, È.À. Ìàðîí, Ý.Ç. Øóâàëîâà ×èñëåííûå ìåòîäû àíàëèçà [5];
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Äîïîëíèòåëüíî:

Í.Í. Êàëèòêèí, ×èñëåííûå ìåòîäû [3], ãëàâà 9;
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ïîëíåíèå I.
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Ãëàâà 3

Îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû è

÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå

3.1 Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà
Functional Spaces

Âñïîìíèì áàçîâûå ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû, è íåìíîãî ïðîäâèíåìñÿ äàëü-

øå, ñ òåì ÷òîáû èìåòü ïðåäñòàâëåíèå îá îñíîâíûõ ñòðóêòóðàõ â áåñêîíå÷íî-

ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â çàêëþ÷åíèå ìû ïðèäåì ê ïîíÿòèþ ãèëüáåðòîâà ïðî-

ñòðàíñòâà, öåíòðàëüíîãî äëÿ äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé è äëÿ êâàíòîâîé ìåõà-

íèêè.

3.1.1 Ãðóïïà è ïîëå

Def.: Ãðóïïà (Group). Ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî îòíîøåíèþ êî âíóò-

ðåííåé áèíàðíîé1 îïåðàöèè "⋅" , åñëè2

� ∀a, b∈G a ⋅ b∈G (çàìêíóòîñòü, closure);

� ∀a, b, c∈G (a ⋅ b) ⋅ c = a ⋅ (b ⋅ c) (àññîöèàòèâíîñòü, associativity);

� ∃e∈G ∣ ∀a∈Ga ⋅ e = a (∃ (ïðàâûé) íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, identity element);

1Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ � îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò äâà àðãóìåíòà, è âîçâðàùàåò îäèí

ðåçóëüòàò.
2Èñïîëüçóåì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ çàïèñü, â êîòîðîé ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ (àá-

ñòðàêòíûì) óìíîæåíèåì è îáîçíà÷àåòñÿ çíà÷êîì "⋅"; åñëè îáîçíà÷àòü åå çíà÷êîì �+�, ïîëó-

÷èì àääèòèâíóþ çàïèñü.
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� ∀a∈G ∃b∈G ∣ a ⋅ b = e (∃ (ïðàâûé) îáðàòíûé ýëåìåíò, inverse element)3

� Åñëè òàêæå âûïîëíÿåòñÿ êîììóòàòèâíîñòü (commutativity)

∀a, b∈G a ⋅ b = b ⋅ a, òî ãðóïïà � àáåëåâà (Abelian group).

Ïðèìåðû ãðóïï:

1. öåëûå ÷èñëà Z îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ (ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 0);

2. ðàöèîíàëüíûå Q, âåùåñòâåííûå R è êîìïëåêñíûå C ÷èñëà îòíîñèòåëüíî

ñëîæåíèÿ (ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 0) è óìíîæåíèÿ (áåç íóëÿ, ñ íåé-

òðàëüíûì ýëåìåíòîì 1);

3. ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, åñëè â êà÷åñòâå ãðóïïîâîé îïåðàöèè ïðèíÿòü ñó-

ïåðïîçèöèþ: òðàíñëÿöèé (àáåëåâà), ïîâîðîòîâ â Rn (íå êîììóòàòèâíàÿ),

Ëîðåíöà â R4
1,3 (òàêæå íåêîììóòàòèâíàÿ). . .

Def.: Ïîëå (Field). Ìíîæåñòâî F ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè "+" (�ñëîæå-

íèå�) è "×" (�óìíîæåíèå�), íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè îíî

� îáðàçóåò êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó ïî ñëîæåíèþ (íåéòðàëüíûé ýëåìåíò íà-

çîâåì íóëåì);

� âñå åãî íåíóëåâûå ýëåìåíòû îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó ïî óìíîæå-

íèþ;

� è âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè (distributivity)

a × (b + c) = a × b + a × c.

Ïðèìåðû ïîëåé: Q,R,C; Zp � ìíîæåñòâî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî

÷èñëà p.

Ìíîæåñòâî ìàòðèö n×n íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì èç-çà íåêîììóòàòèâíîñòè óìíî-

æåíèÿ. Òàêàÿ, áîëåå îáùàÿ, ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ êîëüöîì4.

3Èç ñâîéñòâ 3 è 4 ñëåäóåò, ÷òî ëåâûå åäèíèöà è îáðàòíûé ýëåìåíò ñóùåñòâóþò è ñîâïàäàþò

ñ ïðàâûìè:

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

a ⋅ e = a

a ⋅ a−1 = e
⇒

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

e ⋅ a = a ⋅ e = a

a−1 ⋅ a = e⇔ (a−1)−1 = a.

◂

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

(a−1)−1≡ x⇔ a−1 ⋅ x=e⇒ a = a ⋅ e = a ⋅ (a−1 ⋅ x) = (a ⋅ a−1) ⋅ x = e ⋅ x = x⇔ (a−1)−1 = a

e ⋅ a = (a ⋅ a−1)a = a ⋅ (a−1a) = a ⋅ e = a.
▸

Åäèíñòâåííîñòü åäèíèöû è îáðàòíîãî ýëåìåíòà òîæå ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ.
4Ñì. ïîäðîáíåå â ïðèëîæåíèè B.1.
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3.1.2 Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

Def.: Ëèíåéíîå (âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì M (Linear space /

vector space V over �eld M) � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì ââåäåíû äâå îïå-

ðàöèè, âíóòðåííÿÿ (âåêòîðíîå ñëîæåíèå, "+") è âíåøíÿÿ (óìíîæåíèå íà ñêàëÿð
èç ïîëÿ M), òàêèå ÷òî

� V îáðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ;

� Ýòà ãðóïïà îáðàçóåò �ìîäóëü íàä êîëüöîì5� M , òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ

1. ∀a∈V, ∀m,n∈M (mn)a =m(na) (àññîöèàòèâíîñòü);

2. ∀a, b∈V, ∀m∈M m(a + b) =ma +mb (äèñòðèáóòèâíîñòü);

3. ∀a∈V, ∀m,n∈R (m + n)a =ma + na (äèñòðèáóòèâíîñòü);

4. ∀a∈V 1a = a (óìíîæåíèå íà åäèíèöó).

Íàñ èíòåðåñóþò â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëÿìè R è C.

Ïóñòü {ai}ni=1 � íàáîð (ñèñòåìà) âåêòîðîâ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V . Ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèåé ýòîé ñèñòåìû âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ñóììà âèäà
n

∑
i=1
αiai, ãäå

αi ∈M .

Ñèñòåìà {ai}ni=1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìîé (linear-independent), åñëè

èç
n

∑
i=1

αiai=0 ñëåäóåò, ÷òî αi=0 ∀i

Êîíå÷íàÿ ñèñòåìà {ai}ni=1 íàçûâàåòñÿ ïîëíîé (complete) â V , åñëè

∀x∈V ∃{αi}ni=1 ∣ x =∑αiai.

Áàçèñ (basis) V � ïîëíàÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ èç V . ×èñ-

ëî âåêòîðîâ â áàçèñå åñòü ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà6.

Åñëè äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò íàáîð ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ

{ai}ni=1, òî ïð.-âî íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì. Èíà÷å ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîìåð-

íîå ïð.-âî � òàêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî áàçèñà.

5Ìîäóëåì íàä êîëüöîì R, èëè R-ìîäóëåì (module over ring R, R-module structure), íà-

çûâàåòñÿ àáåëåâà ãðóïïà A ñ óìíîæåíèåì íà ýëåìåíòû êîëüöà R ñ åäèíèöåé, òàêèì ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ ïðèâåäåííûå 4 àêñèîìû.
6Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è ðàçìåðíîñòü íå çàâèñèò îò âû-

áîðà áàçèñà.
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Êëàññè÷åñêèå ïðèìåðû áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ � ýòî ôóíêöèîíàëü-

íûå ïðîñòðàíñòâà (ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé). Åñëè êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {yi}n1 ìîæíî òðàêòîâàòü, êàê ôóíêöèè, çàäàííûå íà äèñêðåòíîì íàáîðå

òî÷åê {xi}n1 , è îíè îáðàçóþò êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, òî ñëåäó-
åò îæèäàòü, ÷òî ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå (íàïðèìåð) íà íåïðåðûâíûõ ìíîæå-

ñòâàõ, ò.å. íà áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, îáðàçóþò áåñêîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå

ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

1. C0
[a,b] � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ (continuous) ôóíêöèé, çàäàííûõ íà [a, b];

2. Ck
[a,b]≡Ck[a, b] � ìíîæåñòâî ôóíêöèé êëàññà ãëàäêîñòè7 k íà [a, b];

3. R[a,b] � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ (integrable) íà [a, b] ïî Ðè-

ìàíó

∫
b

a
dxf(x) <∞;

4. R2
[a,b] � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ

íà [a, b] ïî Ðèìàíó:

∫
b

a
dxf 2(x) <∞;

5. Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ñ èíòåãðèðóåìûì íà [a, b] êâàä-
ðàòîì ìîäóëÿ;

6. Ìíîæåñòâî Πn ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n;

7. Âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå çàäàþò ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé

ñèñòåìû, òàêæå îáðàçóþò áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Â êîîðäèíàò-

íîì ïðåäñòàâëåíèè òàêîé âåêòîð çàäàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèé ψ(x).

Ñòðóêòóðû â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå êîíñòðóêöèè

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (Inner product): ∀a, b∈V ∃ (a, b)∈M
7Ãîâîðÿò.þ ÷òî ôóíêöèèÿ f � êëàññà ãëàäêîñòè k (k ∈N), f ∈Ck, åñëè åå k-òàÿ ïðîèçâîäíàÿ

ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà. C0 ýòî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè; ôóíêöèè êëàññà C∞ íàçûâàþò

áåñêîíå÷íî-ãëàäêèìè, èëè ïðîñòî ãëàäêèìè (smooth). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

îáîçíà÷åíèå Ck[a,b] òàêæå â èíîì ñìûñëå.

95



� (a, b)=(b, a) åñëè M =R, èëè (a, b)=(b, a) åñëè M =C

� (α1a1 + α2a2, b) = α1(a1, b) + α2(a2, b)

� (a, a) ≥ 0 è {(a, a)=0⇔ a=e} (e≡0 � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò V )

Îáîçíà÷àåòñÿ ab, a ⋅ b, (a, b), (a; b), ⟨a, b⟩, ⟨a∣b⟩.

Íîðìà (Norm): ∀a∈V ∃ ∥a∥∈R ∣

� ∥a∥ ≥ 0 è {∥a∥ = 0 ⇔ a = e}

� ∀α∈M ∥α ⋅ a∥ = ∣α∣ ⋅ ∥a∥

� ∀a, b∈V ∥a + b∥ ≤ ∥a∥ + ∥b∥ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà)

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ââåäåííîé â íåì íîðìîé íàçûâàþò íîðìèðîâàííûì.

Ìåòðèêà (Metric): ∀a, b∈V ∃ρ(a, b)∈R ∣

� ρ(a, b) ≥ 0 è {ρ(a, b) = 0 ⇔ a = b}

� ρ(a, b) = ρ(b, a)

� ∀c∈V ρ(a, b) ≤ ρ(a, c) + ρ(b, c) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà)

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ââåäåííîé â íåì ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ, î÷åâèäíî,

ìåòðè÷åñêèì.

3.1.3 Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âñåãäà ìîæíî îïðåäå-

ëèòü (èíäóöèðîâàòü/ïîðîäèòü ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì) íîðìó êàê

∥a∥ ∶=
√

(a, a). (3.1)

Òîãäà âñå àêñèîìû íîðìû áóäóò âûïîëíÿòüñÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâûõ äâóõ

î÷åâèäíî, ïîêàæåì äëÿ òðåòüåé (äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî

íàä R):
◂∀a (a, a)≥0⇒ ∀a, b∈V, λ∈R (a+λb, a+λb)=λ2(b, b)+2λ(a, b)+(b, b)≥0. Äëÿ ïî-

ëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îòíîñèòåëüíî λ (ýòî âåäü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå)

èìååì (a, a)(b, b) − (a, b)2 ≥ 0 è çíà÷èò

∣(a, b)∣ ≤ ∥a∥ ⋅ ∥b∥ � íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî(-Øâàðöà). (3.2)
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Òîãäà ∥a+b∥2 = (a+b, a+b) = (a, a)+(b, b)+2(a, b) ≤ ∥a∥2+∥b∥2+2∥a∥ ∥b∥ = (∥a∥+∥b∥)2

è èìååì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ∥a + b∥ ≤ ∥a∥ + ∥b∥, ÷.è ò.ä. ▸
Def.: Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ïîðîæäàþùèì

íîðìó, íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì (Inner product space)8.

Ñèñòåìà âåêòîðîâ {ai ∈ E}ni=1 íàçûâàåòñÿ:

îðòîãîíàëüíîé (orthogonal), åñëè ∀ i≠j (ai, aj)=0, è

îðòîíîðìèðîâàííîé (orthonormal), åñëè ∀ i, j (ai, aj) = δij.

Ìàòðèöà Ãðàìà9 G ñèñòåìû âåêòîðîâ {ai}ni=1 åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñî-

ñòàâëÿåòñÿ èç ïîïàðíûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

Gij =(ai, aj). (3.3)

Åå îïðåäåëèòåëü G[a1, . . . , an] � îïðåäåëèòåëü Ãðàìà ñèñòåìû {ai}ni=1.

T0: Ñèñòåìà {ai}ni=1 ëèíåéíî-íåçàâèñèìà ⇔ G[a1, . . . , an] ≠ 0.

◂ Ïóñòü detG = 0. Òîãäà ñòðîêè G ëèíåéíî-çàâèñèìû, ò.å.

∃ {αi}ni=1, îòëè÷íûå îò íóëÿ, òàêèå ÷òî ∑
i
αiGij = 0 ∀ j ⇔ ∑

i
αi(ai, aj) = 0 ∀ j.

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà αj è ïðîñóììèðóåì ïî j: ïîëó÷èì (∑αiai)2 = 0

è çíà÷èò ∑αiai = 0, ò.å. {ai}ni=1 ëèíåéíî çàâèñèìà.

Îáðàòíî: ïóñòü ñèñòåìà {ai}ni=1 ëèíåéíî çàâèñèìà.

Çíà÷èò ∃ {βi}ni=1, îòëè÷íûå îò íóëÿ, òàêèå ÷òî ∑
i
βiai = 0.

Äîìíîæèì íà aj : ∑
i
βiGij = 0 ∀ j. Çíà÷èò ñòðîêè G ëèíåéíî çàâèñèìû è detG = 0.

Äîêàçàíî, ÷òî detG = 0 ⇔ ñèñòåìà {ai}ni=1 ëèíåéíî çàâèñèìà, è çíà÷èò òåîðåìà âåðíà. ▸

Ïðèìåðû åâêëèäîâûõ è íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ

1. n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî Rn, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ñëóæàò

íàáîðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x = (x1, x2, . . . , xn), ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-

äåíèåì

(a, b) ≡ a ⋅ b = a1b1 + a2b2 + . . . + anbn. (3.4)

ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì10;

8Òàêæå åãî íàçûâàþò ïðåäãèëüáåðòîâûì; âîîáùå æå ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî òåðìèí �Å.

ïð-âî� ìîæåò èìåòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ, è óïîòðåáëÿåòñÿ â ðàçíûõ (õîòÿ è áëèçêèõ) ñìûñëàõ.
9Jørgen Pedersen Gram (1850 � 1916), äàòñêèé ìàòåìàòèê. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñ îäíèì

"ì"!; ìàòðèöà Ãðàìà / Gram matrix / Gramian íàçâàíà åãî èìåíåì.
10 Íåìíîãî ïîäðîáíåå îá àíãëîÿçû÷íîé òåðìèíîëîãèè. Â íåé òåðìèíû scalar/dot product

è Euclidean space îáû÷íî ðåçåðâèðóþò èìåííî äëÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ñî ñêàëÿðíûì ïðî-

èçâåäåíèåì (3.4), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ scalar/dot product. Inner product ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì

òàêîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà àáñòðàêòíûå, âîçìîæíî áåñêîíå÷íîìåðíûå, âåêòîðíûå

ïðîñòðàíñòâà.

97



2. Ïðîñòðàíñòâî C2
[a,b] âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [a, b], ñî ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =
b

∫
a

dxf(x)g(x)

òàêæå åâêëèäîâî (ïðîâåðüòå☆ ÷òî àêñèîìû � ⋅� âûïîëíÿþòñÿ)

3. Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [a, b] ñ ìàêñèìóì-íîðìîé

∥f∥ = max
x∈[a,b]

∣f(x)∣ (3.5)

ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì (ïðîâåðüòå,☆ ÷òî àêñèîìû íîðìû âûïîëíÿþò-

ñÿ), íî íå åâêëèäîâûì, ò.ê. â íåì íåëüçÿ ââåñòè ñîîòâåòñòâóþùåå ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå � íàðóøàåòñÿ ëèíåéíîñòü.

Íîðìà è ïîëóíîðìà

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâîR2
[a,b] âåùåñòâåííûõ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíê-

öèé íà [a, b]. Â íåì ìîæåì ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê

(f, g) =
b

∫
a

dxf(x)g(x).

Îíî èíäóöèðóåò êîíå÷íóþ íîðìó

∥f∥2 =
b

∫
a

dxf 2(x) <∞ (3.6)

îòêóäà âñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî (3.2) ñëåäóåò, ÷òî ââåäåí-

íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ñàìîì äåëå ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ f, g ∈R2
[a,b]. Ëè-

íåéíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü (f, g) î÷åâèäíà, îäíàêî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

∥f∥2 = 0 ⇒ f = 0.

Ìåæäó òåì, ∫ dxf 2 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f ðàâíà íóëþ

ïî÷òè âñþäó. Ïî÷òè âñþäó � âñþäó íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå, çà èñêëþ-

÷åíèåì ìíîæåñòâà ëåáåãîâîé ìåðû íîëü. Ìíîæåñòâî òî÷åê íà R èìååò ëåáåãîâó

ìåðó íîëü (is a Lebesgue null set), åñëè äëÿ ∀ ε > 0 ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ñèñòå-

ìà ïîêðûòèé ýòîãî ìíîæåñòâà ïðîìåæóòêàìè ñ ñóììàðíîé ìåðîé µ < ε (ìåðà
ïðîìåæóòêà [a, b] è èíòåðâàëà (a, b) íà R åñòü èõ äëèíà (b − a)). Òî÷êà èìååò
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ëåáåãîâó ìåðó íîëü. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà òî÷åê, èìååò ëå-

áåãîâó ìåðó íîëü. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî � ïðèìåð ìíîæåñòâà íåñ÷åòíîãî ÷èñëà

òî÷åê ñ ëåáåãîâîé ìåðîé, ðàâíîé íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò öåëûé êëàññ ôóíêöèé, íå ðàâíûõ òîæäåñòâåííî

íóëþ, äëÿ êîòîðûõ ∥f∥2 = 0. Òàêàÿ îïåðàöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì àêñèîìàì

íîðìû, çà èñêëþ÷åíèåì ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè â ÷àñòè

∥f∥ = 0 ⇒ f = 0,

íàçûâàåòñÿ íå íîðìîé, à ïîëóíîðìîé. Åñëè ìû õîòèì ðàññìàòðèâàòü åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî (ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé íîðìîé), íóæíî îòîæäåñòâèòü âñå

ôóíêöèè, îòëè÷íûå ëèøü íà ìíîæåñòâàõ ëåáåãîâîé ìåðû íîëü.

Ýòî è áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ âåçäå íèæå, êîãäà áóäåò èäòè ðå÷ü î íîðìàõ

âèäà (3.6) â ïðîñòðàíñòâàõ íå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

3.1.4 Ìåòðèêà. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Ìåòðèêó (ò.å. ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè) ìîæíî ââåñòè íå òîëüêî â ëèíåé-

íîì ïðîñòðàíñòâå, íî è íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå. Òàê, ïîëîæèâ äëÿ ýëåìåí-

òîâ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà

ρ(x, y) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 åñëè x = y,
1 åñëè x ≠ y,

ïîëó÷èì, î÷åâèäíî, ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ ðàññòîÿíèåì

ρ(x, y) = ∣x − y∣

îáðàçóåò îäíîìåðíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R1, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïðåäìåò ðàññìîòðåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå.

Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè:

{fn}∞n=1 → f0 ⇔ ρ(fn, f0) Ð→
n→∞

0. (3.7)

Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.

Èìåÿ ïðåäåë, ìîæíî ââåñòè è ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, ïåðåâîäÿ-

ùåé ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî â ìåòðè÷åñêîå: f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x, åñëè
äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, òàêîé ÷òî xn → x, âåðíî f(xn)→ f(x).
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}∞n=1 íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíîé (èëè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ, ñõîäÿùåéñÿ â ñåáå, èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè / Cauchy

sequence), åñëè

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∣ ∀m,n>N ρ(fm, fn) < ε. (3.8)

Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ôóíäàìåíòàëüíà:

◂ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ ê f0:

ρ(fn, f0)→0⇔ ∀ ε>0 ∃N ∈N ∣∀n > N ρ(fn, f0)<ε/2

⇒ ∀ ε>0 ∃N ∈N ∣∀m,n>N ρ(fn, fm)≤ρ(fn, f0) + ρ(fm, f0)< ε ▸

Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàòåëüíî âåðíî.

Def.: Ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî (complete space) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êî-

òîðîì âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë (ò.å. ñõîäèòñÿ

ê ýëåìåíòó ýòîãî æå ïðîñòðàíñòâà)11.

Êàê èçâåñòíî èç àíàëèçà, ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q íåïîëíî â ìåò-

ðèêå ρ(q1, q2) = ∣q1 − q2∣, íî äîáàâëåíèåì ê íåìó ïðåäåëüíûõ òî÷åê âñåõ ôóí-

äàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åãî ìîæíî äîïîëíèòü12 äî ìíîæåñòâà âå-

ùåñòâåííûõ ÷èñåë R. R óæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, è êðîìå òîãî, Q â íåì âñþäó

ïëîòíî (îá ýòîì ïîäðîáíåå ñì. íèæå ïî òåêñòó), ò.å.

∀ε > 0, x ∈ R ∃q ∈ Q ∣ ∣x − q∣ < ε.

Òî÷íî òàê æå, äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âåðíà òåîðåìà

T0: Âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R èìååò ïîïîëíåíèå R∗, ò.å. ïîëíîå ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òàêîå ÷òî R ÿâëÿåòñÿ åãî ïîäïðîñòðàíñòâîì è âñþäó

ïëîòíî â R∗. Ïðè ýòîì îíî åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ◂ . . .▸.
Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïîñòðîèòü ïîïîëíåíèå ñëåäóþùèé:

Íàçîâåì äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {yn} â R ýêâèâà-

ëåíòíûìè13, åñëè ρ(xn, yn) → 0. È ïóñòü òîãäà ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà R∗

11Íàäî îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî òåðìèí �ïîëíîòà� òàêæå èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòèêå â î÷åíü

ðàçíûõ ñìûñëàõ, è â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå íóæíî ïîíèìàòü ÷òî èìåííî èìååòñÿ â âèäó.

Òàê, íàïðèìåð, ìû óæå ââîäèëè ïîíÿòèå ïîëíîòû äëÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì âåêòîðîâ ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà.
12Ñì. ïîñòðîåíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïî Êàíòîðó
13Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå åñòü áèíàðíîå îòíîøåíèå, òàêîå

÷òî 1) a ∼ a; 2) a ∼ b ⇒ b ∼ a; 3) a ∼ b, b ∼ c ⇒ a ∼ c. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè � ìíîæåñòâî

ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó.
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áóäóò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç

R. Âûáåðåì èç êàæäîãî êëàññà ïî ïðåäñòàâèòåëþ, ñêàæåì {xn} èç êëàññà x∗

è {yn} èç êëàññà y∗, è îïðåäåëèì ìåòðèêó â R∗ êàê ρ(x∗, y∗) = lim
n→∞

ρ(xn, yn).
Ïðè ýòîì ýëåìåíòàì x ïðîñòðàíñòâà R ñîîòâåòñòâóþò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ýêâèâàëåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíñòàíò xn = x.

3.1.5 Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

Â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ìåòðèêà ìîæåò áûòü èíäóöèðîâàíà íîðìîé

ρ(a, b) ∶= ∥a − b∥ (3.9)

è òîãäà ñõîäèìîñòü áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê ñõîäèìîñòü ïî íîðìå.

Ïðè ýòîì ìåòðèêà ïðèîáðåòàåò äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà, à èìåííî óäîâëå-

òâîðÿåò òîæäåñòâó ïàðàëëåëîãðàììà14

ρ(a, b) = ρ(a + c, b + c) è ρ(αa,αb) = ∣α∣ ⋅ ρ(a, b),

è îáðàòíî: åñëè ìåòðèêà óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ïàðàëëåëîãðàììà, òî îíà

èíäóöèðóåò íîðìó è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ◂ . . .▸☆

Def.: Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (Banach space) � íîðìèðîâàííîå ëèíåéíîå

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëíîå ïî ìåòðèêå, ïîðîæä¼ííîé íîðìîé.

Ôóíêöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (â åâ-

êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå) íåïðåðûâíû, ò.å.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

xn → x

yn → y
⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

αxn + βyn → αx + βy ∀α,β ∈M
(xn, yn)→ (x, y).

(3.10)

Äîêàæåì äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (äîêàæèòå îñòàëüíîå☆).

◂ Ïîëîæèì xn = x + un, yn = y + vn. Èç ñõîäèìîñòè èìååì ∥un∥ → 0, ∥vn∥ → 0.

Òîãäà

(x, y) − (xn, yn) = −(x, vn) − (un, y) + (un, vn)

è èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî (3.2) è íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

∣(x, y)−(xn, yn)∣≤∥x∥ ∥vn∥+∥un∥ ∥y∥+∥un∥ ∥vn∥→ 0,

ò.å. (xn, yn)→ (x, y) ▸
14Ýòî îäíà èç âîçìîæíûõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëèðîâîê.
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Ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ è áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ ñ ðàçíûìè ìåòðèêàìè. Êîíå÷íî-

ìåðíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà âñåãäà ïîëíû15, à ïîëíîòó èëè íåïîëíîòó

áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïîêà äîêàçûâàòü íå áóäåì.

1. n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàáîðîâ n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x = (x1, x2, . . . , xn),
ñ åâêëèäîâûìè íîðìîé è ìåòðèêîé

∥x∥2 =
n

∑
k=1

x2
k ⇔ ρ(x, y) = (

n

∑
k=1

(yk − xk)2)
1/2

. (3.11)

Ýòà íîðìà èíäóöèðóåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y) = ∑xkyk, â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî ïîëó÷àåì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn.

2. Òî æå ìíîæåñòâî ñ Lp-íîðìîé, êîòîðàÿ èíäóöèðóåò p-ìåòðèêó :

∥x∥ = (
n

∑
k=1

∣xk∣p)
1/p
⇔ ρ(x, y) = (

n

∑
k=1

∣xk − yk∣p)
1/p

, ãäå p ≥ 1, (3.12)

îáîçíà÷àåòñÿ R
(n)
p . Ïðåäûäóùèé âàðèàíò åñòü åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñ p = 2.

Äðóãîé ÷àñòíûé ñëó÷àé p = 1 äàåò ðàññòîÿíèå �taxicab geometry�16:

ρ(x, y) =
n

∑
k=1

∣xk − yk∣. (3.13)

Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé p →∞ äàåò ðàâíîìåðíóþ (uniform) íîðìó (åå òàêæå

íàçûâàþò ìàêñèìóì-íîðìîé, ïî î÷åâèäíîé ïðè÷èíå) è ñîîòâåòñòâóþùóþ

ìåòðèêó

ρ(x, y) = max
1≤k≤n

∣xk − yk∣. (3.14)

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà â ýòîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó Ìèíêîâ-

ñêîãî

(
n

∑
k=1

∣ak + bk∣p)
1/p

≤ (
n

∑
k=1

∣ak∣p)
1/p

+ (
n

∑
k=1

∣bk∣p)
1/p

. (3.15)

3. Ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé l2

x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∣
∞
∑
k=1

∣xk∣2 <∞, (3.16)

15Äëÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëíîòà ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñõîäèìîñòè ïî íîðìå

è ïîêîîðäèíàòíîé (ñì. êîíñïåêò ïî âûñøåé àëãåáðå), è ïîëíîòû R.
16Ýòî ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïðîåçæàåò òàêñè îò îäíîãî ïåðåêðåñòêà äî äðóãîãî â ãîðîäå, ãäå

äîðîãè îáðàçîâàíû ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêîé óëèö.

102



ñ ðàññòîÿíèåì

ρ(x, y) = (
∞
∑
k=1

∣xk − yk∣2)
1/2

. (3.17)

Òàêàÿ ìåòðèêà17, òàê æå êàê è ïåðâûé ïðèâåäåííûé ïðèìåð, ïîðîæäàåò

íîðìó ∥x∥2 = ∑ ∣xk∣2 è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y) = ∑∞
k=1 xkyk. Íåðà-

âåíñòâî òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî (3.2).

Ïîëíîòó ìû äîêàæåì ïîçæå (ï.3.1.8).

4. Ìíîæåñòâî C[a,b] âñåõ íåïðåðûâíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåí-

íûõ íà [a, b], ñ ðàâíîìåðíîé ìåòðèêîé

ρ(f, g) = max
t∈[a,b]

∣g(t) − f(t)∣ (3.18)

òîæå îáðàçóåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îáîçíà÷èì òàê æå êàê

è èñõîäíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé � C[a,b]. Ýòîé ìåòðèêå ñîîòâåòñòâóåò ðàâ-

íîìåðíàÿ íîðìà (3.5). Àêñèîìû ìåòðèêè è íîðìû ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííî. Ýòî áåñêîíå÷íîìåðíûé âàðèàíò ðàâíîìåðíîé ìåòðèêè, ðàññìîò-

ðåííîé â ïðèìåðå 2.

C[a,b] ïîëíî ◂ . . .▸ ☆è ñëåäîâàòåëüíî îáðàçóåò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

5. Ïðîñòðàíñòâî C2
[a,b] íåïðåðûâíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé íà [a, b], ñ

êâàäðàòè÷íîé ìåòðèêîé, ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìå (3.6)

ρ(f, g) = (∫
b

a
dt [g(t) − f(t)]2)

1/2
. (3.19)

C2
[a,b] íå ïîëíî, à çíà÷èò ìîæåò áûòü äîïîëíåíî äî ïîëíîãî (ñì. ï.3.1.10)

Ðàâíîìåðíàÿ (3.18) è êâàäðàòè÷íàÿ (3.19) ìåòðèêà, âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè íîðìàìè (3.5) è (3.6), íàñ äàëåå áóäóò èíòåðåñîâàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü.

3.1.6 Ðÿäû Ôóðüå â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Fourier series in in�nite-dimensional spaces

Ðàññìîòðèì ïîëíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî B ñ ìåòðèêîé è íîðìîé, èíäóöèðî-

âàííûìè ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Îíî, î÷åâèäíî, è åâêëèäîâî è áàíàõîâî.

17Ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íîìåðíûìè R
(n)
p , ìîæíî îïðåäåëèòü öåëîå ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâ

p-ñóììèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé lp, ñ p-ìåòðèêîé:

∞
∑
k=1

∣xk ∣
p
<∞, p ≥ 1; Ð→ ρ(x, y) ∶= (

∞
∑
k=1

∣xk − yk ∣
p
)

1/p
.
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Ïóñòü {ai}∞1 � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà, ò.å. (ai, aj) = 0 ïðè i≠j. Â ìåòðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå B ìîæíî îïðåäåëèòü áåñêîíå÷íûé ðÿä
∞
∑
i=1

ai (3.20)

Êàê îáû÷íî, ìû ãîâîðèì ÷òî ðÿä (3.20) ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà ∑n
1 ai ïðè n→∞.

Ðÿä ∑∞ ai ñõîäèòñÿ ⇔ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∑n ai ôóíäàìåíòàëüíà ⇔
⇔ ∀ε > 0 ∃N ∈N ∣ ∀n ≥ N, p ≥ 1 ∥an+1 + . . . + an+p∥ < ε ⇔
⇔ ∥an+1∥2 + . . . + ∥an+p∥2 < ε2, òàê êàê äëÿ êîíå÷íîé ñóììû ∥a1 + . . . + an∥2 =

∥a1∥2 + . . . + ∥an∥2.

⇔ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∑n ∥ai∥2 ôóíäàìåíòàëüíà ⇔
⇔ ÷èñëîâîé ðÿä ∑∞ ∥ai∥2 ñõîäèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè {fi}∞1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, ò.å.

(fi, fj)=δij ∀ i, j, òî ñõîäèìîñòü ðÿäà ïî ýòîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå

∞
∑
k=1

ξkfk (3.21)

ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà ∑ ξ2
k (ýòî äëÿ ïðîñòðàíñòâà íàä R,

íàä C áóäåò î÷åâèäíî ∑ ∣ξk∣2).

� Ïóñòü ðÿä (3.21) ñõîäèòñÿ, è åãî ñóììà åñòü x. Òîãäà ðàññìîòðèì ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå (∑n
1 ξkfk, fp). Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-

øîì n òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå ñóììû îòëè÷íî îò íóëÿ, è (∑n
1 ξkfk, fp) =

ξp Ð→
n→∞

ξp. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

èìååì (∑n
1 ξkfk, fp) Ð→n→∞ (x, fp).Òîãäà âñëåäñòâèå åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà

ξk = (x, fk).

×èñëà ξk íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå x ïî îðòîíîðìèðîâàííîé

ñèñòåìå {fk}, à ðÿä (3.21) ñ òàêèìè êîýôôèöèåíòàìè

x =
∞
∑
k=1

(x, fk) fk (3.22)

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå äëÿ x ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå {fk}.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðÿä (3.21) ñõîäèòñÿ, òî îí åñòü ðÿä Ôóðüå äëÿ ñâîåé

ñóììû x. Ïðè ýòîì18

∥x −
n

∑ ξkfk∥2 = (x −∑ ξkfk)2 = (x,x) − 2∑ ξk(x, fk) +∑ ξ2
k = ∥x∥2 −∑ ξ2

k,

18Çäåñü è äàëåå äëÿ ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà âåêòîðà (ôóíêöèè) f èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàùåííîå

îáîçíà÷åíèå (f, f) ≡ f2. Ñëåäóåò åãî îòëè÷àòü îò êâàäðàòà ÷èñëà x, äëÿ êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ

òî æå îáîçíà÷åíèå.
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è ò.ê. ëåâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞, òî âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:
∞
∑
k=1

ξ2
k = ∥x∥2. (3.23)

� Ïóñòü òåïåðü åñòü x∈B.
Ïîñòðîèì íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ξk = (x, fk) è ðÿä Ôóðüå (3.22) äëÿ x ïî

ñèñòåìå fk. Ò.ê. ∥x −∑n ξkfk∥2 = ∥x∥2 −∑n ξ2
k, òî

n

∑
k=1

ξ2
k ≤ ∥x∥2

� ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ∑n ξ2
k íåóáûâàþùàÿ è

îãðàíè÷åíà ñâåðõó, à ïîòîìó ñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó ðÿä Ôóðüå äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà x∈B ñõîäèòñÿ âñåãäà.

Ïðè ýòîì îí ñõîäèòñÿ ê ñàìîìó ýëåìåíòó x, åñëè â ïîñëåäíåì íåðàâåí-

ñòâå ïðè n → ∞ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Ïàðñåâàëÿ (3.23).

Åñëè äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû {fk} è ∀x ∈B âåðíî (3.23), òî ñè-

ñòåìà {fk} íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà

ïðåäñòàâèì â âèäå ñâîåãî ðÿäà Ôóðüå ïî {fk}.

Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè â B çàìêíóòîé ñèñòåìû ôóíê-

öèé è î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííàÿ ñèñòåìà çàìêíóòîé. Ýòî íå ñëåäóåò èç àêñèîì

(ïðåäïîëîæåíèé îá èçó÷àåìîì ïðîñòðàíñòâå), êîòîðûå áûëè äî ñèõ ïîð ââåäå-

íû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì

ñåïàðàáåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà B.

3.1.7 Ñåïàðàáåëüíîñòü è çàìêíóòûå ñèñòåìû

Ñåïàðàáåëüíîñòü

Def.: Ìíîæåñòâî A âñþäó ïëîòíî (dense) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M ⊃ A,
åñëè

∀m∈M ∀ε>0 ∃a∈A ∣ ρ(m − a) < ε.

Òàê, ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåëQ âñþäó ïëîòíî â R (â ìåòðèêå ρ(x, y) =
∣x − y∣). Ïðè ýòîì îíî ñ÷åòíî (countable)19.

19Ìíîæåñòâî ñ÷åòíî, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ïîäìíîæåñòâó N. Îäèí èç ñïîñîáîâ ïåðåñ÷èòàòü
âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ïîêàçàí íà êàðòèíêå.
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Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáàëüíûì (separable), åñëè â íåì ñóùå-

ñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî. Òàê, R ñåïàðàáåëüíî.

Ñâîéñòâî ñåïàðàáåëüíîñòè, ïî ñóùåñòâó, îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî â îïðå-

äåëåííîì ñìûñëå �íå ñëèøêîì áîëüøîå�. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè-

÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ñóïðåìóì-íîðìîé ∥a∥ = sup
i

∣ai∣� îäèí èç ïðèìå-

ðîâ íåñåïàðàáåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

T0: Åñëè ïðîñòðàíñòâî B ñåïàðàáåëüíî, òî âñÿêàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà

ñîäåðæèò êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ÷èñëî âåêòîðîâ.

◂ Ïóñòü w è v � äâà âåêòîðà èç ìíîæåñòâà ïîïàðíî îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòî-

ðîâ.

Òîãäà ∥w − v∥ =
√

(w − v,w − v) =
√

2. Â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè ∀w ∃uk ∣ ∥uk −
w∥ ≤ ε. Çàôèêñèðóåì ε < 1/

√
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàííîìó k ñîîòâåòñòâóåò

äâà ðàçíûõ âåêòîðà èç îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû � w è v. Òîãäà ∥w − v∥ ≤
∥w−uk∥+∥v−uk∥ <

√
2, ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó çíà÷åíèþ

èíäåêñà k, êîòîðûé íóìåðóåò ñ÷åòíóþ ñèñòåìó {uk}, ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå îä-
íîãî âåêòîðà èç îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû. Çíà÷èò ïîñëåäíÿÿ ñ÷åòíà (èëè,

êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîíå÷íà), ÷.è ò.ä. ▸

Çàìêíóòûå è ïîëíûå ñèñòåìû âåêòîðîâ

Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {fk}∞1 íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè

èç (x, fk) = 0 ∀k ñëåäóåò, ÷òî x = 0.

Åñëè {fk}∞1 ïîëíà, òî ðàçíûå âåêòîðà èìåþò ðàçíûå ðÿäû Ôóðüå.

◂ Ïóñòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå x åñòü ξk, à y � ηk. Åñëè ξk = ηk ∀k, òî (x−y, fk) =
0 ∀k è èç ïîëíîòû x − y = 0 ⇒ x = y ▸
T0: Â ñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ïîëíà, à ïîëíàÿ çàìêíó-

òà.

◂ Ïóñòü {fk} çàìêíóòà. Òîãäà èç ξk ≡ (x, fk) = 0∀k âñëåäñòâèå çàìêíóòîñòè

èìååì ∥x∥2=∑ ξ2
k =0 è çíà÷èò x=0. Òàêèì îáðàçîì, {fk} ïîëíà.

Ïóñòü {fk} ïîëíà. Òîãäà ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x−∑n ξkfk: (∑n ξkfk, fp)
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ðàâíî ξp è çíà÷èò â ïðåäåëå n → ∞ èìååì (x −
∑n ξkfk, fp) = 0 ∀p. Òîãäà èç ïîëíîòû x = ∑∞ ξkfk è ∑∞ ξ2

k = ∥x∥2, ò.å. ñèñòåìà

çàìêíóòà. ▸
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Ñåïàðàáåëüíîñòü è çàìêíóòûå ñèñòåìû

T0: Åñëè ïðîñòðàíñòâî B ñåïàðàáåëüíî, òî, îðòîíîðìèðîâàâ ïëîòíîå â íåì ñ÷åò-

íîå ìíîæåñòâî {ui}∞i=1, ìû ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñ÷åòíóþ ñèñòåìó {wi}∞i=1.

◂ Âíà÷àëå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ui} èçâëå÷åì ëèíåéíî-íåçàâèñèìóþ ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {ũi}. Äëÿ ýòîãî ïðîéäåì ïî {ui} ïî ïîðÿäêó, îòáðàñûâàÿ òå

ýëåìåíòû, ÷òî ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïðåäûäóùèõ îñòàâëåííûõ, è

íîëü. Ïîñëå ýòîãî îðòîãîíàëèçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ũi} ñòàíäàðòíîé ïðî-

öåäóðîé Ãðàìà-Øìèäòà:

w1 =
ũ1

∥u1∥
; w2 =

ũ2 − (ũ2,w1)w1

∥ũ2 − (ũ2,w1)w1∥
, . . . , wn =

ũn −
n−1

∑
i=1

(ũn,wi)wi

∥ũn −
n−1

∑
i=1

(ũn,wi)wi∥
, . . . (3.24)

Ïî ïîñòðîåíèþ âñÿêèé âåêòîð wi åñòü êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ

uj è íàîáîðîò.

Ïîêàæåì, ÷òî {wi}∞i=1 ïîëíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ B âåðíî

(f,wi) = 0 ∀i. Íî òîãäà âåðíî è (f, ui) = 0 ∀i. Ñèñòåìà {ui} ïëîòíà â B, òàê ÷òî

äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ui, òàêîå ÷òî ∥f − ui∥ < ε. Òîãäà

∥f∥2 = (f, f) = (f, f) − (ui, f) = (f − ui, f) ≤ ∥f − ui∥ ⋅ ∥f∥ < ε∥f∥,

è çíà÷èò ∥f∥ = 0, òî åñòü f = 0, è ñèñòåìà {wi} ïîëíà, à ñëåäîâàòåëüíî è

çàìêíóòà.▸
Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè â ïðîñòðàíñòâå B ñóùåñòâóåò çàìêíó-

òàÿ ñèñòåìà {wi}, òî êîíå÷íûå ñóììû âèäà ∑ ciwi ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè îáðàçóþò ñ÷åòíîå20 âñþäó ïëîòíîå â B ìíîæåñòâî. Òàêèì îáðàçîì,

âåðíà òåîðåìà:

T0: Ñåïàðàáåëüíîñòü B ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ â íåì çàìêíóòîé ñèñòåìû

âåêòîðîâ.

3.1.8 Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (Hilbert space)

Ïîñìîòðèì òåïåðü, ÷òî íóæíî äëÿ òîãî, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðî-

ñòðàíñòâå, êàê è â ïðèâû÷íîì íàì êîíå÷íîìåðíîì, âñÿêèé âåêòîð ìîæíî áûëî

�ðàçëîæèòü ïî áàçèñó�. Äëÿ ýòîãî íóæíî ÷òîáû â íåì ñóùåñòâîâàëà çàìêíó-

òàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, è ÷òîáû âñÿêèé ðÿä Ôóðüå êàæäîãî

20Ñ÷åòíîñòü åãî äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èäåè ñõåìû, èñïîëüçóþùåéñÿ äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà ñ÷åòíîñòè Q.
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ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà ïî íåé ñõîäèëñÿ ê ýòîìó ýëåìåíòó. Ñîáèðàÿ ñâîéñòâà

ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûé äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìû, è êîòîðûå îáñóæäàëèñü â íàñòî-

ÿùåì ðàçäåëå, ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (Hilbert space) � "ï.ë.å.á.ñ.": ïîëíîå ëèíåé-

íîå åâêëèäîâî áåñêîíå÷íîìåðíîå ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî21. Îáî-

çíà÷àåòñÿ îíî H.

Î÷åâèäíî, ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî åâêëèäîâûì,

ìåòðè÷åñêèì, íîðìèðîâàííûì è áàíàõîâûì, ïðè÷åì ìåòðèêà è íîðìà èíäóöè-

ðîâàíû â íåì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Â óêàçàííîì ñìûñëå îíî ÿâëÿåòñÿ

ñàìûì �õîðîøèì� èç áåñêîíå÷íîìåðíûõ. Êîãäà ìû ãîâîðèì î ðàçëîæåíèè ïî

áàçèñó â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ìû ïîäðàçóìåâàåì ðàçëîæåíèå â (âîçìîæ-

íî áåñêîíå÷íûé) ðÿä Ôóðüå ïî ñîîòâåòñòâóþùåé çàìêíóòîé ñèñòåìå, êîòîðàÿ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàçèñ Øàóäåðà (Schauder basis)22.

Ìåæäó êàæäûì ýëåìåíòîì H è åãî ðÿäîì Ôóðüå ïî çàìêíóòîé ñèñòåìå,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îáðàçóþò êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, åñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Ò.å. åñòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè H è ïðîñòðàíñòâà êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l2 (3.16). Êàê íåñëîæíî óâèäåòü, ýòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ñîõðàíÿåò ëèíåéíûå îïåðàöèè, îïðåäåëåííûå â ýòèõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ, è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå23. Çíà÷èò îíî îñóùåñòâëÿåò èçîìîðôèì åâ-

êëèäîâûõ (áåñêîíå÷íîìåðíûõ â äàííîì ñëó÷àå) ïðîñòðàíñòâ.

Çíà÷èò H èçîìîðôíî l2 è óíèêàëüíî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà24. Îò-

ñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò ïîëíîòà l2.

Òàêèì îáðàçîì, l2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê "êîîðäèíàòíóþ ðåàëèçàöèþ"

H, òàê æå êàê n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-

åì ∑n xiyi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîîðäèíàòíóþ ðåàëèçàöèþ åâêëèäîâà n-ìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà, çàäàííîãî àêñèîìàòè÷åñêè.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ìîæ-

íî áûëî ðàçëîæèòü ïî íåêîòîðîìó áàçèñó. Ïîýòîìó ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðà

ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

21Èíîãäà â îïðåäåëåíèå íå âêëþ÷àþò òðåáîâàíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíîñòè è ñåïàðàáåëüíîñòè.

Êîíå÷íîìåðíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà â òàêîì ñìûñëå ñîâïàäàþò ñ åâêëèäîâûìè.
22Ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü áàçèñ Ãàìåëÿ (Hamel basis), êàê òàêóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ ïðî-

ñòðàíñòâà V , ÷òî êàæäûé âåêòîð èç V ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå êîíå÷íîé ñóììû ïî

ýòîé ñèñòåìå. Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ýòî ñîâåðøåííî ðàçíûå áàçèñû.
23Â l2 ýòî ñêàëÿðíîå ïðèçâåäåíèå, èíäóöèðóþùåå íîðìó è ìåòðèêó (3.17).
24Íåñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà íå óíèêàëüíû.
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3.1.9 Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

Êàêèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâûìè? Äëÿ òîãî, ÷òî-

áû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ðàññìîòðèì âíà÷àëå ìíîæåñòâî C[a,b] íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé íà [a, b].
Ïåðâàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà25 (Weierstrass' funda-

mental theorem of approximation theory):

T0: Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b], ãäå −∞ < a < b <∞. Òîãäà äëÿ

âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí p(x), òàêîé ÷òî

∣f(x) − p(x)∣ < ε ∀x ∈ [a, b]. (3.25)

Äðóãèìè ñëîâàìè, âñÿêóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ íà [a, b] ìîæíî ñêîëü óãîäíî
òî÷íî ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðîâàòü ìíîãî÷ëåíîì.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñõîäèòñÿ (ïîòî÷å÷íî) ê f(x) ïðè n→∞ åñëè

∀x ∈ [a, b], ε > 0 ∃N ∣ ∀n > N ∣f(x) − fn(x)∣ < ε.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê f(x) ïðè n→∞ åñëè

∀ε > 0 ∃N ∣ ∀n > N ∣f(x) − fn(x)∣ < ε ∀x ∈ [a, b].

Èç ðàâíîìåðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò ïîòî÷å÷íàÿ, íî íå íàîáîðîò.

◂ 1. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî âñÿêóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f ìîæíî ñêîëü óãîä-

íî òî÷íî ïðèáëèçèòü ëîìàíîé, êîòîðàÿ â òî÷êàõ x0 < x1 < . . . < xm ñîâïàäàåò ñ

f (ïðè äîñòàòî÷íîì ÷èñëå óçëîâ). Ñîîòâåòñòâóþùóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ (ïîëè-

ãîíàëüíóþ) ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü êàê

g(m)(x) = g1(x) +
m−1

∑
i=1

[gi+1(x) − gi(x)]Θ(x − xi),

ãäå gi(x) � ïðÿìàÿ26, ñîâïàäàþùàÿ ñ f(x) â äâóõ ñîñåäíèõ óçëàõ, xi è xi−1, à

Θ(x) åñòü ôóíêöèÿ åäèíè÷íîé ñòóïåíüêè

Θ(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 åñëè x < 0,

1 åñëè x ≥ 0.

25Êàðë Âåéåðøòðàññ, Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 � 1897). Ñòàòüÿ ñ ýòèì ðå-

çóëüòàòîì áûëà îïóáëèêîâàíà èì â 1885, â âîçðàñòå 70 (!) ëåò.
26Ìîæíî âûïèñàòü è â ÿâíîì âèäå

gi(x) = f(xi) +
x − xi
xi − xi−1

[f(xi) − f(xi−1)] ,
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Â ñàìîì äåëå, òîãäà ïðè x ∈ (xj−1, xj) ôóíêöèÿ Θ(x−xi) áóäåò îòëè÷íà îò íóëÿ
åñëè xi < x, òî åñòü ïðè i = 1,2, . . . , j − 1. Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷àåì

x ∈ (xj−1, xj) ∶ g(m)(x) = g1 + (g2 − g2) + . . . + (gj − gj−1) = gj(x).

Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ïðèáëèæåíèè ìíîãî÷ëåíàìè åäèíè÷íîé

ñòóïåíüêè Θ(x) � ïîòîìó ÷òî òîãäà è g(m)(x) ìîæíî áóäåò ñêîëü óãîäíî òî÷íî
ïðèáëèçèòü ìíîãî÷ëåíàìè

2. Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè

(1 + x)n ≥ 1 + nx, n = 0,1, . . . ; x > −1. (3.26)

◂ Äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 0 èç (3.26) èìååì 1 ≥ 1, ÷òî âåðíî. Ïóñòü (3.26) âåðíî äëÿ n = k. Òîãäà

(1 + x)k+1 ≥ (1 + x)(1 + kx) = 1 + (k + 1)x + kx2 ≥ 1 + (k + 1)x,

òî åñòü (3.26) âåðíî è äëÿ n = k + 1. Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî. ▸

3. Ïóñòü

qn(x) = (1 − xn)2n
.

Ïîêàæåì, ÷òî

lim
n→∞

qn(x) = Θ(1

2
− x) ≡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 åñëè 0 ≤ x < 1/2;

0 åñëè 1/2 < x ≤ 1.

◂ Ïðè x ∈ [0,1/2) èìååì èç íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè (3.26)

1 ≥ qn = (1 − xn)2n ≥ 1 − xn2n = 1 − (2x)n,

çíà÷èò èç òåîðåìû î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ (sandwich theorem)

x ∈ [0,1/2) ∶ lim
n→∞

qn(x) = 1.

Ïðè x ∈ (1/2,1) èç òîãî æå íåðàâåíñòâà

1

qn(x)
= 1

(1 − xn)2n = (1 + xn

1 − xn
)

2n

≥ 1 + (2x)n
1 − xn

> (2x)n,

îòêóäà

0 < qn(x) < 1/(2x)n

è òàê êàê 2x > 1, òî îïÿòü ïî òåîðåìå î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ

x ∈ (1/2,1) ∶ lim
n→∞

qn(x) = 0. ▸
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîòî÷å÷íîé àïïðîêñèìàöèè f ìíîãî÷ëåíàìè ýòîãî äî-

ñòàòî÷íî. Äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè òðåáóåò åùå íåêîòîðûõ ðàñ-

ñóæäåíèé.

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, x̃ ∈ (0,1/2). Òîãäà åñëè äëÿ ýòîãî x̃ è çàäàííîãî ε
ñóùåñòâóåò N , òàêîå ÷òî äëÿ âñÿêîãî n > N âåðíî ∣qn(x̃)−1∣ < ε, òî è äëÿ âñåõ x <
x̃ ýòî òàêæå âåðíî, è ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà [0,1/2−δ]⋃[1/2+δ,1]
äëÿ ∀δ > 0.

4. Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ g(m)(x) çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç åäèíè÷íûå ñòó-

ïåíüêè â êàæäîì óçëå xi, êàæäàÿ èç êîòîðûõ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðàâíîìåðíî

ìíîãî÷ëåíàìè íà [a, b]/Oδ(xi) äëÿ ∀δ > 0.

Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ (ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè)

ôóíêöèÿ g(m)(x) â δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè xi, Oδ(xi), èìååò âèä

g(m)(x) = f(xi) + [α + βΘ(x − xi)](x − xi).

Åñëè Qi,n(x) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðàÿ ïðèáëèæàåò Θ(x −
xi), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ P (m)

n , êîòîðàÿ ïðèáëèæàåò g(m), ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

P
(m)
n (x) = f(xi) + [α + βQi,n(x)](x − xi) +R(m)

n (x),

ãäå R
(m)
n � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ â

ýòîé îêðåñòíîñòè. Òîãäà

∣g(m) − P (m)
n ∣ ≤ ∣β[Θ(x − xi) −Qi,n](x − xi)∣ + ∣Rn∣ = O(1) ⋅ ∣x − xi∣ + ∣Rn∣

è ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíî ìàëûì â Oδ(xi) âûáîðîì
äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ. À ïðè n → ∞ âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâ-

íîìåðíî íà [xi−1 + δ1, xi+1 − δ1] äëÿ ∀δ1 > 0. Òàêèì îáðàçîì, g(m) ðàâíîìåðíî

àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè è íà âñÿêîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè

êàæäîãî óçëà xi, à çíà÷èò � è íà âñåì ïðîìåæóòêå [a, b].
5. Èòàê, âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà

ïðîìåæóòêå ïîëèãîíàëüíîé ôóíêöèåé g(m)(x), à g(m) â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîìåð-

íî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè P
(m)
n . Òàê êàê

∣f − P (n)
n ∣ ≤ ∣f − gn∣ + ∣gn − P (n)

n ∣,

òî òåîðåìà Âåéåðøòðàññà äîêàçàíà. ▸
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Òåîðåìó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:

T0: Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå C[a,b] íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé íà [a, b] ñ ðàâíîìåðíîé ìåòðèêîé

ρ(f, g) = max
x∈[a,b]

∣f(x) − g(x)∣.

Íî èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò è ñõîäèìîñòü ïî âñÿêîé íîðìå Lp ñ

p > 1:

∣fn(x) − p(x)∣ < ε ∀x ∈ [a, b], ⇒ (∫
b

a
dx ∣fn − p∣α)

1/α

< ε ⋅ ∣b − a∣1/α.

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ïëîòíî â C[a,b] ïî íîðìå Lp c ëþáûì p > 1, è

â ÷àñòíîñòè ïî êâàäðàòè÷íîé íîðìå (3.6).

Ïðè ýòîì â ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ïëîòíî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèî-

íàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ΠQ (òàêæå â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå è ñëåäîâàòåëüíî

â ëþáîé Lp), à ïîñëåäíåå ñ÷åòíî, ÷òî äîêàçûâàåòñÿ ïî îáû÷íîé ñõåìå. Çíà÷èò

Cp
[a,b] ñåïàðàáåëüíî.

Èç âñåõ ýòèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàñ áîëüøå âñåãî èíòåðåñóåò C2
[a,b],

òàê êàê â íåì ìîæíî îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Âòîðàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà ôîðìóëèðóåòñÿ ïðàê-

òè÷åñêè òàê æå êàê è ïåðâàÿ:

Ò0: Ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ (1.33) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå

C[0,2π] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [0,2π] ñ ðàâíîìåðíîé ìåòðèêîé.

Òîãäà, åñòåñòâåííî, ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïëîòíî è

â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ êâàäðàòè÷íîé ìåòðèêîé C2
[0,2π].

Ïåðâàÿ è âòîðàÿ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà ýêâèâàëåíòíû. Ïðîùå âñåãî ïîêà-

çàòü, ÷òî ïåðâàÿ ñëåäóåò èç âòîðîé. Ñèíóñ è êîñèíóñ � öåëûå ôóíêöèè, ðÿä

Òåéëîðà äëÿ êîòîðûõ ñõîäèòñÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó âñÿ-

êèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí âñåãäà ìîæíî ïðèáëèçèòü ñ ëþáîé íàïå-

ðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì � ÷àñòè÷íîé ñóììîé åãî

ðÿäà Òåéëîðà. Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî íå ñòîëü òðèâèàëüíî, íî íåñêîëüêî

áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå ìû äîêàæåì, ðàññìàòðèâàÿ ïîëèíîìû ×åáûø¼âà â

ï.3.2.4.4. Âòîðàÿ òåîðåìà ìîæåò áûòü äîêàçàíà è íåçàâèñèìî, àíàëîãè÷íî ïåð-

âîé.
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3.1.10 Ïðîñòðàíñòâî L2

Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå C2
[a,b] âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðå-

äåëåííûõ íà [a, b], ñ ìåòðèêîé è íîðìîé

∥x∥ = (
b

∫
a

dtx2(t))
1/2

, ρ(x, y) = ∥x − y∥, (3.27)

âåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(x, y) =
b

∫
a

dtx(t)y(t), (3.28)

è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Êàê ìû âèäåëè, èç àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà ñëåäóåò, ÷òî

îíî ñåïàðàáåëüíî. Îêàçûâàåòñÿ îäíàêî, ÷òî C2
[a,b] íå ïîëíî. Ýòî íåñëîæíî ïî-

êàçàòü, ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

ϕn(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1 ïðè t < −1/n;

nt ïðè ∣t∣ < 1/n;

+1 ïðè t > 1/n,

êîòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíà â êâàäðàòè÷íîé ìåòðèêå ◂ . . .▸ ☆, íî, î÷åâèäíî, ñõîäèò-

ñÿ ïðè n→∞ ê ðàçðûâíîé ñòóïåíüêå.

Êàê ìû çíàåì (ï.3.1.4), íåïîëíîå ïðîñòðàíñòâî âñåãäà ìîæíî äîïîëíèòü äî

ïîëíîãî, äîáàâèâ ê íåìó ýëåìåíòû, ê êîòîðûì ñõîäÿòñÿ åãî ôóíäàìåíòàëüíûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îáîçíà÷èì ïîïîëíåíèå C2 ÷åðåç C2∗. Òàê êàê ñ÷åòíîå ìíî-

æåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ΠQ ïëîòíî â C2, à C2

ïëîòíî â C2∗, òî ΠQ ïëîòíî â C2∗, è ïîñëåäíåå ñåïàðàáåëüíî☆. Òàêèì îáðàçîì,

C2∗ ÿâëÿåòñÿ, ïî ïîñòðîåíèþ, ïîëíûì, áåñêîíå÷íîìåðíûì è ñåïàðàáåëüíûì.

Ïðàâäà, òàê êàê C2∗ øèðå ÷åì C2, îíî ñîäåðæèò ðàçðûâíûå ôóíêöèè, è çíà-

÷èò ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü íîðìû âî âòîðîé ÷àñòè ìîæåò áûòü íàðó-

øåíà (ï.3.1.3). Äëÿ åå âîññòàíîâëåíèÿ íåîáõîäèìî îòîæäåñòâèòü âñå ôóíêöèè,

ðàâíûå ïîòî÷å÷íî ïî÷òè âñþäó � ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî íóëþ. Òî,

÷òî ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå, íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì L2. Ýòî óæå ãèëüáåð-

òîâî ïðîñòðàíñòâî.

Áàçèñû L2

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâîé òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà, â C2, à çíà÷èò è â L2, ïëîòíî

ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî

Π = {1, x, x2, . . . , xn, . . .},

113



îáðàçóþùåå áàçèñ ìíîãî÷ëåíîâ, ÿâëÿåòñÿ è áàçèñîì L2, òàê ÷òî âñÿêàÿ ôóíê-

öèÿ f(x) ∈L2 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðÿäà ïî ìíîãî÷ëåíàì, êîòîðûé

ñõîäèòñÿ ê f(x) â íîðìå L2:

f(x) =
∞
∑
n=0

fnx
n,

b

∫
a

dx (f(x) −
N

∑
n=0

fnx
n)

2

Ð→
N→∞

0

Ïðàâäà, ýëåìåíòû Π íå îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó, ïîýòîìó ðàñêëàäû-

âàòü ïî íèì íåóäîáíî.

Òî÷íî òàê æå, ïî âòîðîé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, â L2[0,2π] ïëîòíî ìíîæå-
ñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ (1.33):

T = {1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, . . . , sinnx, cosnx, . . .}

Ïîýòîìó ñèíóñû è êîñèíóñû ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì L2, ïðè÷åì îðòîãîíàëüíûì (íå-

ñëîæíî ïðîâåðèòü) â ñìûñëå (3.28). Ðÿä Ôóðüå (â ðàññìîòðåííîì îáùåì ñìûñ-

ëå) ôóíêöèè f(x)∈L2[0,2π] ýòî è åñòü îáû÷íûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôó-

ðüå (1.44):

f(x) = a0

2
+

∞
∑
k=1

(ak coskx + bk sinkx) .

Êîýôôèöèåíòû ak è bk íàõîäÿòñÿ äîìíîæåíèåì ðÿäà íà sinnx èëè cosnx è

èíòåãðèðîâàíèåì ïî÷ëåííî îò 0 äî 2π.

Èíòåãðàëû Ðèìàíà è Ëåáåãà

Íîðìà, ìåòðèêà è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2 èíäóöèðîâàíû ìåòðèêîé C2:

åñëè {xn} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â C2, ñõîäÿùàÿñÿ ê x ∈ L2,

òî

∥x∥L2 = lim
n→∞

∥xn∥C2 = lim
n→∞

(
b

∫
a

dtx2
n(t))

1/2

.

Ýòîò ïðåäåë óäîáíî ïðèíÿòü çà íîâîå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà,

b

∫
a

dtx(t) ∶= lim
n→∞

b

∫
a

dtx2
n(t),

êîòîðûé, â îòëè÷èå îò èíòåãðàëà Ðèìàíà, ïðèãîäåí äëÿ âñåõ ôóíêöèé èç C2∗,

íàïðèìåð äëÿ ôóíêöèè Äèðèõëå

D(x) ≡ IQ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 x ∈ Q
0 x ∈ R/Q

,
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êîòîðàÿ ðàçðûâíàÿ âî âñåõ òî÷êàõ, íî ïðèíàäëåæèò C2∗. Â ïîñëåäíåì ìîæíî

óáåäèòüñÿ, ïîñòðîèâ ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé C2, êîòî-

ðàÿ ê íåé ñõîäèòñÿ27.

Ìîæíî ïîêàçàòü28, ÷òî òàêîå îáîáùåíèå èíòåãðàëà â äàííîì ñëó÷àå ýêâèâà-

ëåíòíî áîëåå îáùåìó èíòåãðàëó Ëåáåãà. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ïîñëåäíåãî

òðåáóåò äîâîëüíî àáñòðàêòíîãî ââåäåíèÿ â òåîðèþ ìåðû, è ïîòîìó âûíåñåíî

â ïðèëîæåíèå B. Îäíàêî ãåîìåòðè÷åñêóþ èäåþ åãî ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ëåãêî

ïîíÿòü. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçáèâàåòñÿ íà

ìíîãî êóñî÷êîâ íå ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ, êàê â ñëó÷àå èíòåãðàëà Ðèìà-

íà, à èíòåðâàë çíà÷åíèé ôóíêöèè (ñì. êàðòèíêó29).

Ðèñ. 3.1: Èíòåãðàëüíûå ñóììû äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà (ñëåâà) è èí-

òåãðàëà Ëåáåãà (ñïðàâà).

Òàêîé ïîäõîä èìååò ðÿä ïðåèìóùåñòâ, è â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò ðàñïðî-

ñòðàíèòü ïîíÿòèå èíòåãðàëà íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé, â òîì ÷èñëå íà

ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâàõ � ëèøü áû â íèõ ìîæ-

íî áûëî ââåñòè ìåðó. Òàê, ôóíêöèÿ Äèðèõëå D(x) íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìà-
íó. Îäíàêî îíà èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó è â ýòîì ñìûñëå ∫

1

0 D(x) = 1, ïîòîìó

÷òî D(x) = 0 ëèøü íà ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå Q, à åäèíèöå íà ãîðàçäî �áîëüøåì�
ìíîæåñòâå R/Q. Êàê âèäíî, èíòåãðàë Ëåáåãà â íåêîòîðîì ñìûñëå äàåò áîëåå

27Ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå ïåðåíóìåðóåì âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà íà

[0,1] � {qi}
∞
i=1. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçüìåì ïîëèãîíàëüíûé

çóá÷èê, ðàâíûé åäèíèöå â q1 è ñ øèðèíîé îñíîâàíèÿ 1/2. Â êà÷åñòâå âòîðîãî ýëåìåíòà � äâà

òàêèõ çóá÷èêà âîêðóã q1 è q2, ñ øèðèíàìè îñíîâàíèÿ 1/22. Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, ïîëó-

÷èì ôóíäàìåíòàëüíóþ (ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð âñå óâåëè÷èâàþùåãîñÿ ÷èñëà âñå áîëåå îñòðûõ çóá÷èêîâ

âîêðóã ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, è êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê D(x).
28Ýòî äàëåêî âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà, è èíòåðåñóþùèõñÿ ìû îòñûëàåì ê ëèòåðà-

òóðå [11], [12].
29Òàêæå íà demonstrations.wolfram.com ìîæíî ïîñìîòðåòü äåìîíñòðàöèþ.
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åñòåñòâåííóþ êîíñòðóêöèþ ÷åì èíòåãðàë Ðèìàíà.

Ïðèâåäåì åùå ïàðó óòâåðæäåíèé îá îòíîøåíèè èíòåãðàëîâ Ëåáåãà è Ðèìà-

íà, îãðàíè÷èâøèñü ñëó÷àåì èíòåãðàëîâ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

T0: Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà [a, b], a < b, èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó

ò.è ò.ò., êîãäà îíà îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà ïî÷òè âñþäó íà [a, b].
T0: Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a, b] ïî Ðèìàíó, òî îíà èíòåãðèðóå-

ìà è ïî Ëåáåãó, è ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû ðàâíû. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë

Ëåáåãà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èíòåãðàëà Ðèìàíà.

Òàêèì îáðàçîì, L2[a, b] ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ôóíêöèé, êâàäðàòè÷íî

èíòåãðèðóåìûõ íà [a, b] ïî Ëåáåãó � îòñþäà è îáîçíà÷åíèå.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî30 R2[a, b] ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ íà [a, b] ïî Ðèìàíó ñ
ìåòðèêîé (3.27), ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì L2, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîäåðæèò

C2:

C2[a, b] ⊂ R2[a, b] ⊂ L2[a, b].

Ìåòðèêà â L2 çàäàåòñÿ òàê æå (3.9), íî èíòåãðàë íàäî, î÷åâèäíî, ïîíèìàòü êàê

èíòåãðàë Ëåáåãà.

Åñëè ìû áóäåì ïîíèìàòü åãî êàê îáû÷íî, ò.å. êàê èíòåãðàë Ðèìàíà, ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ìû áóäåì ðàáîòàòü â ïðîñòðàíñòâå R2. Íåïðèÿòíîñòè, êîòîðûå íàì

èç-çà ýòîãî ìîãóò âñòðåòèòüñÿ, îãðàíè÷èâàþòñÿ òåì, ÷òî, âñëåäñòâèå íåïîëíî-

òû R2, íåêîòîðûå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé èç R2 áóäóò

ñõîäèòüñÿ ê ýëåìåíòó L2, íå ïðèíàäëåæàùåìó R2. Íî åñëè ìû áóäåì ðàáîòàòü

ñ äîñòàòî÷íî "õîðîøèìè" ôóíêöèÿìè, òî ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ýòîãî íå ïðî-

èçîéäåò. Èíòåãðèðîâàíèå æå ïî Ëåáåãó, êàê ïðàâèëî, ìîæíî ïðîèçâåñòè, ïåðå-

îïðåäåëèâ ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå ëåáåãîâîé ìåðû íîëü, òàê ÷òîáû îíà ñòàëà

èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó.

3.2 Îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû
Orthogonal Polynomials

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî V âåùåñòñâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé f(x), îïðåäåëåí-
íûõ íà ïðîìåæóòêå C = [a, b], è êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ (ïî Ëåáåãó) íà

íåì ñ âåñîì p(x), ò.å.

∫
C

dµf 2(x)<∞ ∀f(x)∈V, ãäå dµ = p(x)dx > 0 (3.29)

30Îíî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, òàê æå êàê è L2, òîëüêî ïîñëå îòîæäåñòâëå-

íèÿ ôóíêöèé, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî íóëþ.
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áóäåì ïîíèìàòü ïðîñòî êàê ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå; è ïîòðåáóåì ÷òîáû âñå

ìîìåíòû

µ ≡ µ0 = ∫
C

dµ; µk ≡ ∫
C

dµxk, k = 0,1, . . .

áûëè êîíå÷íû, ñ òåì, ÷òîáû V âêëþ÷àëî â ñåáÿ âñå ìíîãî÷ëåíû.

Ýòî ïðîñòðàíñòâî ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî L2: íà÷èíàåì ñ ïðîñòðàíñòâà íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé íà [a, b], ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) = ∫
C

dµf(x)g(x), (3.30)

è èíäóöèðîâàííûìè íîðìîé è ìåòðèêîé; äîïîëíÿåì åãî äî ïîëíîãî è îòîæ-

äåñòâëÿåì ôóíêöèè, îòëè÷íûå íà ìíîæåñòâå ëåáåãîâîé ìåðû íîëü. Ïîëó÷àåì

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ31 L2
[a,b](p).

Êàê ìû çíàåì, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, â C[a,b] åñòü âñþäó ïëîòíîå, â

ðàâíîìåðíîé íîðìå, ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Π. Òîãäà, òàê æå êàê â ñëó÷àå ñ

L2(1), îíî ïëîòíî è â L2(p), ò.ê.

∣f − pn∣ < ε ⇒ ∫ dµ ∣f − pn∣ < ε ⋅ µ0,

è çíà÷èò ñèñòåìà {xn}∞n=0 îáðàçóåò áàçèñ â L
2. Îðòîãîíàëèçóÿ åå, ïîëó÷èì ñè-

ñòåìó ïîëèíîìîâ, îðòîãîíàëüíûõ ñ âåñîì p(x) íà ïðîìåæóòêå [a, b] (3.30),

êîòîðàÿ çàìêíóòà (è ïîëíà) â L2(p).
Äëÿ îðòîãîíàëèçàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîöåññ Ãðàìà-Øìèäòà, à ìîæ-

íî âûðàçèòü îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû ÷åðåç ìîìåíòû µk ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü íàøà ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàíà

(pn, pm) = δnm, n,m = 0,1,2, . . . (3.31)

è îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû êàê

pn(x) = k(n)
n xn + k(n)

n−1x
n−1 + . . . + k(n)

0 , kn≡k(n)
n > 0; (3.32)

p̃n(x) ≡
pn
kn

= xn + κ(n)
1 xn−1 + . . . + κ(n)

0 , ãäå κ
(n)
i =

k
(n)
i

kn
. (3.33)

Çäåñü kn � ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû (leading coe�cients) pn, à p̃n � ïðèâåäåííûå

(monic) îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû.

Äëÿ îðòîãîíàëüíîñòè äîñòàòî÷íî îáåñïå÷èòü, ÷òîáû äëÿ âñåõ n âûïîëíÿëîñü

(pn, xk) = 0, k = 0,1, . . . , n − 1. (3.34)

31Äëÿ ìåíüøåé ãðîìîçäêîñòè, êîãäà áóäåò ïîíÿòíî êàêîé èìååòñÿ â âèäó ïðîìåæóòîê [a, b]

è âåñ p, èõ áóäåì îïóñêàòü.
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Èç (3.34) ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ κ
(n)
i :

n−1

∑
i=0

σikκ
(n)
i + σnk = 0 k = 1, . . . , n − 1, (3.35)

ãäå êîýôôèöèåíòû

σik = (xi, xk) = ∫
C

dµxi+k = µi+k (3.36)

îáðàçóþò ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó (n × n) � (σij)n−1
i,j=0. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ìàòðèöó Ãðàìà äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèé {xi}n−1
i=0 , êîòîðàÿ î÷åâèäíî ëèíåéíî-íå-

çàâèñèìà, à çíà÷èò ìàòðèöà íåâûðîæäåíà è åå îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ.

Çíà÷èò ñèñòåìà (3.35) ðàçðåøèìà, èç íåå ìîæíî íàéòè âñå κ
(n)
i , à ñòàðøèå êî-

ýôôèöèåíòû òîãäà îïðåäåëÿòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè.

Ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ÿâíîì âèäå ÷åðåç äåòåðìèíàíò:

pn(x) =
1√

DnDn−1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

σ00 σ01 . . . σ0,n−1 1

σ10 σ11 . . . σ1,n−1 x

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
σn−1,0 σn−1,1 . . . σn−1,n−1 xn−1

σn0 σn1 . . . σn,n−1 xn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

, (3.37)

ãäå Dn = det[(σij)ni,j=0] � îïðåäåëèòåëü Ãðàìà ñèñòåìû {xk}nk=0. Ïîíÿòíî, ÷òî

pn(x) âåùåñòâåííû.
◂ Îáîçíà÷èì îïðåäåëèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè (3.37) ÷åðåç Qn. Ýòî ìíîãî÷ëåí ñòå-

ïåíè n. Äîìíîæèì ïîñëåäíèé ñòîëáåö îïðåäåëèòåëÿ íà xk (k < n) è ïðîèíòå-

ãðèðóåì ñ âåñîì p, òî ïîëó÷èì ýòîò æå îïðåäåëèòåëü, â êîòîðîì ïîñëåäíèé

ñòîëáåö ñîâïàäàåò ñ k-òûì, òî åñòü

∫ dµQn(x)xk = 0, äëÿ k = 0,1, . . . , n − 1,

òàê ÷òî Qn îðòîãîíàëåí âñåì ìíîãî÷ëåíàì ñòåïåíè íèæå n.

Êâàäðàò íîðìû Qn òîãäà ïîëó÷èì, ðàñêðûâàÿ îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ïî

ïîñëåäíåìó ñòîëáöó:

∫ dµQ2
n = ∫ dµQn(xnDn−1 + . . .) =Dn−1∫ dµQnx

n =Dn−1Dn.

Âñëåäñòâèå îðòîãîíàëüíîñòè, âñå ñëàãàåìûå ñòåïåíè íèæå n â ïåðâîì èíòåãðàëå

äàþò íîëü, à îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë ñ÷èòàåì òàê æå, äîìíîæàÿ è èíòåãðèðóÿ

ïîñëåäíèé ñòîëáåö Qn. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè (3.37). ▸
Çàìåòèì, ÷òî çíàÿ áàçèñ {pi(x)}, ìîæíî ïîñòðîèòü L2(p) êîíñòðóêòèâíî,

è îïðåäåëèòü åãî ïðîñòî êàê ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ñóìì ∑ ξipi(x) ñ
êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè ∑ ξ2

i ∥pn∥2 <∞ (ìíîæèòåëü ∥pn∥2

âîçíèêàåò, åñëè ñèñòåìà íå íîðìèðîâàíà).
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Îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè*

Òî÷íî òàê æå ìîæíî ðàññìîòðåòü îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû íà ïðîèçâîëüíîé

êðèâîé C (íå îáÿçàòåëüíî äàæå ñâÿçíîé) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì

óñëîâèå dµ > 0 îñòàåòñÿ (íî òåïåðü �âåñ� p(z) íå îáÿçàòåëüíî âåùåñòâåííûé),

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì

(f, g) = ∫
C

dµf(x)g(x),

à âñå ðàññóæäåíèå ïî ñóùåñòâó íå ìåíÿåòñÿ. Òîëüêî ìîìåíòû µk è êîýôôèöè-

åíòû σik â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ñòàíîâÿòñÿ êîìïëåêñíûå

σik = (zi, zk) = ∫
C

dµzi zk

è îáðàçóþò ñîîòâåòñòâåííî ýðìèòîâó ìàòðèöó.

Êîíå÷íî, îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû íà ïðîèçâîëüíîé êðèâîé â C ñëîæíî

ê ÷åìó-ëèáî ïðèñïîñîáèòü. Õîðîøî ðàçâèòà òåîðèÿ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ

íà åäèíè÷íîì êðóãå è íà âåùåñòâåííîé îñè. Ïåðâîé ìû êàñàòüñÿ íå áóäåì, è â

äàëüíåéøåì ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà âòîðîé.

3.2.1 Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â L2

T0: Ïðèâåäåííûå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è íà

ìèíèìèçàöèþ íîðìû L2 ñðåäè ïðèâåäåííûõ ïîëèíîìîâ çàäàííîé ñòåïåíè.

◂ Äåéñòâèòåëüíî, ïîñòàâèì çàäà÷ó íàéòè ïðèâåäåííûé ïîëèíîì ñòåïåíè n,

Pn = xn + . . ., êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò íîðìó L2, ò.å.

∫ dµP 2
n = min . (3.38)

Ðàçëîæèì Pn ïî îðòîíîðìèðîâàííûì ïîëèíîìàì pn: Pn =
n

∑
i=0
cipn. Âñëåäñòâèå

îðòîíîðìèðîâàííîñòè

∫ dµP 2
n =

n

∑
i=0

c2
i ,

ïðè÷åì cn = 1/kn, ò.ê. ñòàðøèé êîýôôèöèåíò Pn äîëæåí áûòü ðàâåí 1. Òîãäà

èíòåãðàë äîñòèãàåò ìèíèìóìà, êîãäà âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ck ðàâíû

íóëþ, ò.å. êîãäà Pn = p̃n ▸.
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3.2.2 Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

T0:Äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé âûïîëíÿþòñÿòðåõ-

÷ëåííûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

xpn(x) = anpn+1(x) + bnpn(x) + ãnpn−1(x), (3.39)

ãäå

an =
(xpn+1, pn)
(pn+1, pn+1)

= kn
kn+1

> 0, bn =
(xpn, pn)
(pn, pn)

, ãn = an−1
∥pn+1∥2

∥pn∥2
. (3.40)

◂ Ðàçëîæèì xpn(x) ïî ñèñòåìå {pi(x)}n+1
i=0 :

xpn(x) =∑ ckpk, ãäå (3.41)

ck≡
(xpn, pk)
(pk, pk)

= ∫
dµxpn(x)pk(x)

(pk, pk)
= (xpk, pn)

(pk, pk)
. (3.42)

Âñëåäñòâèå îðòîãîíàëüíîñòè, ck îáðàùàþòñÿ â íîëü äëÿ âñåõ k < n − 1, ò.ê â

ýòîì ñëó÷àå xpk(x) åñòü ïîëèíîì ñòåïåíè ìåíüøå n.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ â (3.41), âèäèì, ÷òî cn+1 =
kn/kn+1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (3.42)

cn−1 =
(xpn−1, pn)
(pn, pn)

= ∥pn+1∥2

∥pn∥2

(xpn−1, pn)
(pn+1, pn+1)

= ∥pn+1∥2

∥pn∥2
cn+1 =

∥pn+1∥2

∥pn∥2
⋅ kn−1

kn
.

Îñòàâøèéñÿ êîýôôèöèåíò cn îïðåäåëÿåòñÿ èç (3.42) ñ k = n.▸.
Ýòè ñîîòíîøåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì óïðîùàþòñÿ â ñëó÷àå åñëè ñèñòåìà

ïîëèíîìîâ îðòîíîðìèðîâàíà ∥pi∥2=1.

Ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò âûáèðàòü òàê: èç

óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ïîëó÷àåì p0 = 1/√µ, à p−1 = 0 (ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-

íî èç ñîîòíîøåíèÿ (3.39) ïîäñòàíîâêîé n = 0, ãäå p1 ïîëó÷àåì èç (3.37)).

Òåîðåìà Ôàâàðäà*: åñëè ñèñòåìà ïîëèíîìîâ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

(3.39) ñ âåùåñòâåííûìè an >0 è bn, òî îíà îáðàçóåò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ïî

îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîìó âåñó íà âåùåñòâåííîé îñè ◂ . . .▸ .

Åñëè íà÷èíàòü ðåêóððåíòíóþ öåïü ñî çíà÷åíèé q−1=−1, q0=0 è èñïîëüçîâàòü

òå æå ñàìûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (3.39) ñ a−1 = 1, òî ïîëó÷èì äðóãóþ

ñèñòåìó ïîëèíîìîâ qn ñòåïåíè n−1, êîòîðàÿ ïî òåîðåìå Ôàâàðäà òàêæå ÿâëÿåòñÿ

îðòîãîíàëüíîé ñ êàêèì-òî âåñîì. Ýòè ïîëèíîìû íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûìè

ïîëèíîìàìè âòîðîãî ðîäà (pn òîãäà � ïåðâîãî ðîäà), è èõ ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå ◂ . . .▸

qn(z) = p0

b

∫
a

dµ
pn(z) − pn(x)

z − x
.
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3.2.3 Ñâîéñòâà íóëåé

T0: Âñå n íóëåé pn ïðîñòûå, âåùåñòâåííûå è ëåæàò íà ïðîìåæóòêå (a, b), à íóëè
pn è pn+1 ïåðåìåæàþòñÿ.

Òî åñòü êàæäûé íóëü pn íàõîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ íóëÿìè pn+1 (ñì. ðèñ.3.2).

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Ðèñ. 3.2: Ïåðåìåæàå-

ìîñòü íóëåé íà ïðèìå-

ðå T8(x) è T9(x) (ñì.

ï.3.2.4.4)

◂ 1) Â ñàìîì äåëå, ïîëèíîì pn äîëæåí èìåòü n ïåðåìåí çíàêà íà (a, b). Åñëè
áû îí èìåë òîëüêî m < n ïåðåìåí çíàêà, ñêàæåì â òî÷êàõ y1, . . . , ym, òî îí íå

ìîã áû áûòü îðòîãîíàëåí ïîëèíîìó q(x) = ∏m
j=1(x − yj) ñòåïåíè m < n, ò.ê. â

ýòîì ñëó÷àå q(x)pn(x) áûëà áû çíàêîïîñòîÿííîé ôóíêöèåé.

2) Èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.39), ïîëàãàÿ x = xk, ïîëó÷èì

0 = anpn+1(xk) + an−1pn−1(xk), (3.43)

ò.å. pn+1(xk) è pn−1(xk) èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè.
3) Òåïåðü äîêàæåì ïåðåìåæàåìîñòü íóëåé ïî èíäóêöèè.

Áàçà. Èç ïðåäûäóùåãî ïîíÿòíî, ÷òî p0 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, p1 -

ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñ íóëåì íà ïðîìåæóòêå [a, b], êîòîðûé îáîçíà÷èì êàê x0. p2

� êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì è îáîèìè

íóëÿìè íà [a, b], òàê ÷òî p2(a) > 0, p2(b) > 0. Èç (3.43) ñëåäóåò, ÷òî p2(x0) < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äâà íóëÿ p2 íàõîäÿòñÿ íà (a, x0) è (x0, b) ñîîòâåòñòâåííî.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå çíàåì, ÷òî íóëè pn è pn−1 ïåðåìåæàþòñÿ,

è ïóñòü xn < xn−1 < . . . < x1 ýòî íóëè pn. Çíà÷èò, êàæäûé èç (n − 1) íóëåé pn−1

ëåæèò ìåæäó äâóìÿ íóëÿìè pn, è ìåæäó êàæäîé ïàðîé òî÷åê xk, xk+1 ìåíÿåò

çíàê: signpn−1(xk) = (−1)k+1 (x1 ëåæèò ñïðàâà îò âñåõ íóëåé pn−1, à ñòàðøèé

êîýôôèöèåíò pn−1 áîëüøå íóëÿ, ïîýòîìó pn−1(x1) > 0). Òîãäà èç (3.43) ñðàçó

ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîì èç (n− 1) èíòåðâàëîâ (xk, xk+1) ëåæèò ïî íóëþ pn+1, ÷òî

è îçíà÷àåò ïåðåìåæàåìîñòü.

Ó pn+1 åñòü åùå äâà íóëÿ. Òî, ÷òî îíè ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêàì (a, xn) è
(x1, b) ñîîòâåòñòâåííî, äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê äîêàçûâàëàñü áàçà.▸
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3.2.4 Êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû

Òàê íàçûâàåìûå �êëàññè÷åñêèå� îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû âîçíèêàþò â ìàòåìà-

òè÷åñêîé ôèçèêå êàê ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

îïðåäåëåííîãî âèäà è îáðàçóþò ñàìûé ïðîñòîé êëàññ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.

Ê íèì îòíîñÿòñÿ ïîëèíîìû Ýðìèòà (çàäà÷à î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå â

êâàíòîâîé ìåõàíèêå En = h̵ω(n + 1/2)); Ëàãåððà (ðàäèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âîë-

íîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà); Ëåæàíäðà (ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ) è ïð.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ y(z) âèäà

σ(z)y′′ + τ(z)y′ + λy = 0, (3.44)

ãäå σ(z) è τ(z) � ïîëèíîìû íå âûøå âòîðîé è ïåðâîé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêîå óðàâíåíèå áóäåò íàçûâàòü óðàâíåíèåì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà32, à

åãî ðåøåíèÿ � ôóíêöèÿìè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà. Ñëîâî �ãèïåðãåîìåòðè-

÷åñêèé� áóäåì çäåñü ñîêðàùàòü êàê �ã.�.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíûå îò y óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ òîãî æå òèïà. Â

ñàìîì äåëå, äèôôåðåíöèðóÿ (3.44), ïîëó÷èì ÷òî äëÿ v1(z) ≡ y′(z) âûïîëíÿåòñÿ

σ(z)v′′1 + τ1(z)v′1 + µ1v1 = 0,

ãäå τ1(z) = τ(z) + σ′(z), µ1 = λ + τ ′(z).

Òàê êàê τ(z) è σ′(z) � ïîëèíîìû ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé, òî ýòî óðàâíåíèå ã.

òèïà (3.44).

Ïðîäîëæàÿ äèôôåðåíöèðîâàòü ïî z, ïîëó÷èì, ÷òî vn(z) ≡ y(n)(z) óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ

σ(z)v′′n + τn(z)v′n + µnvn = 0, (3.45)

ãäå τn = τ + nσ′, µn = λ + nτ ′ +
1

2
n(n − 1)σ′′.

Åñëè ïðè ýòîì µk ≠ 0 äëÿ k = 0,1, . . . , n − 1, òî âñÿêîå ðåøåíèå (3.45) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå vn = y(n), ãäå y(z) � íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.44).
Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî ÷àñòíûõ ðåøåíèé (3.44), ñîîò-

âåòñòâóþùèõ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèÿì λ. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå (3.45) ïðè

32Ïîòîìó ÷òî ýòî íåñêîëüêî áîëåå îáùàÿ ôîðìà òàê íàçûâàåìîãî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ.
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µn = 0 èìååò î÷åâèäíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå vn(z) = const. Òàê êàê vn(z) = y(n)(z),
òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè

λ = λn ≡ −nτ ′ −
1

2
n(n − 1)σ′′ (3.46)

ñóùåñòâóåò ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ã. òèïà y = yn(z), ÿâëÿþùååñÿ ïîëè-

íîìîì ñòåïåíè n. Áóäåò íàçûâàòü òàêèå ðåøåíèÿ ïîëèíîìàìè ã. òèïà. Îíè

ÿâëÿþòñÿ â èçâåñòíîì ñìûñëå ïðîñòåéøèìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (3.44).

3.2.4.1 Ôîðìóëà Ðîäðèãà

Èñõîäíîå óðàâíåíèå (3.44) ÷àñòî óäîáíî çàïèñûâàòü â �ñàìîñîïðÿæåííîì� âèäå

d

dz
[σ(z)ρ(z)dy

dz
] + λρ(z)y = 0, (3.47)

ãäå ρ(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

[σρ(z)]′ = τρ(z). (3.48)

Â ÿâíîì âèäå èç íåãî ïîëó÷àåì

ρ = 1

σ
exp∫

τdz

σ
. (3.49)

Çàïèøåì, àíàëîãè÷íî (3.47) è (3.48), â ñàìîñîïðÿæåííîì âèäå óðàâíåíèÿ

äëÿ vn ≡ y(n):
[σρnv′n]

′ + µnρnvn = 0, ãäå (σρn)′ = τnρn. (3.50)

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü τn = τ + nσ′ (3.45), âûðàçèì ρn ÷åðåç ρ ≡ ρ0:

ρ′n
ρn

= ρ
′

ρ
+ nσ

′

σ
,

îòêóäà ïîëó÷àåì

ρn = ρσn.

Òîãäà ρn+1 = σρn, òàê ÷òî óðàâíåíèå (3.50), ñ ó÷åòîì vn+1 = v′n, ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü êàê ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

ρnvn = −
1

µn
(ρn+1vn+1)′ .

Åñëè ðåøåíèå y = yn(z) åñòü ïîëèíîì ñòåïåíè n, òî vn = const, è

ρy ≡ ρ0v0 ∼ (ρ1v1)′ ∼ (ρ2v2)′′ ∼ . . . ∼ (ρnvn)(n) ∼ ρ(n)n ∼ (ρσn)(n),

òàê ÷òî âåðíà ôîðìóëà Ðîäðèãà

yn(z) =
1

ξnρ(x)
d

dzn
[ρ(z)σn(z)], (3.51)

ãäå ξn åñòü íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü, îïðåäåëÿþùèé íîðìèðîâêó.
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3.2.4.2 Îðòîãîíàëüíîñòü. Çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.

Ïóñòü yn è ym � äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.47), ñîîòâåòñòâóþùèå λ = λn è λ = λm:

[σρy′n]
′ = −λn ρyn;

[σρy′m]′ = −λmρym.

Äîìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà ym, âòîðîå íà yn, è âû÷èòàÿ îäíî èç äðóãîãî,

â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èì

ym [σρy′n]
′ − yn [σρy′m]′ = d

dz
[σρ W [ym, yn]],

ãäå

W [u, v] =
RRRRRRRRRRRR

u v

u′ v′

RRRRRRRRRRRR
� îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî.

Òîãäà èíòåãðèðóÿ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ïî z îò a äî b, ïîëó÷èì

(λm − λn) ⋅ (yn, ym) = [σρW [yn, ym]]
b

a
, (3.52)

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåæäó ôóíêöèÿìè îïðåäåëåíî ñ âåñîì ρ(z) íà

[a, b]:

(f, g) =
b

∫
a

dz ρ(z) f(z)g(z). (3.53)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèò ê äâóì ñëåäñòâèÿì.

Ïóñòü ìû ðåøàåì çàäà÷ó Øòóðì-Ëèóâèëëÿ (Sturm-Liouville problem) äëÿ

óðàâíåíèÿ (3.47): íàéòè λ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ

îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-

ìè íà ïðîìåæóòêå [a, b]

α1y
′(a) + β1y(a) = 0; α2y

′(b) + β2y(b) = 0 (3.54)

è yn,m � äâà ðåøåíèÿ (íå îáÿçàòåëüíî ïîëèíîìèàëüíûõ), ñîîòâåòñòâóþùèå λn,m.

Âñëåäñòâèå óñëîâèé (3.54), êîòîðûå ôèêñèðóþò ëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó y è

y′ íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ, W ïðè x=a, b îáðàùàåòñÿ â íîëü, è
ïðàâàÿ ÷àñòü (3.52) ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó ðåøåíèÿ ñ λn ≠ λm, ÷òî ýêâèâàëåíòíî
n ≠m, âçàèìíî îðòîãîíàëüíû â ñìûñëå (3.53):

(yn, ym) ∼ δnm.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîò æå ðåçóëüòàò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ

ðåøåíèé (3.44) ïîëó÷èì, åñëè σ è ρ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

σ(z)ρ(z)zk∣
z=a,b

= 0, äëÿ k = 0,1, . . . (3.55)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè σ è ρ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3.55), òî ïîëèíîìèàëü-

íûå ðåøåíèÿ (3.44) îáðàçóþò íà [a, b] îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ïîëèíîìîâ ñ âå-

ñîì ρ(z) è ñëåäîâàòåëüíî îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
L2

[a,b](ρ). Èõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (3.37), äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ ðåêóððåíò-

íûå ñîîòíîøåíèÿ (3.39) è ñâîéñòâà íóëåé (ï.3.2.3). Ýòè æå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

ñîáñòâåííûìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.

3.2.4.3 Ïîëèíîìû Ýðìèòà, Ëàãåððà, ßêîáè

Äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà ìû íå ôèêñèðîâàëè σ è τ � ýòî ëèøü äîëæíû áûëè

áûòü ìíîãî÷ëåíû íå âûøå âòîðîé è ïåðâîé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîò-

ðèì ðàçíûå σ è τ , è êàêèì ñèñòåìàì îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ îíè ñîîòâåò-

ñòâóþò.

Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî ìû âñåãäà ìîæåì óïðîñòèòü óðàâíåíèå (3.44), à)

äîìíîæèâ åãî íà êàêîå-òî ÷èñëî, ôèêñèðóÿ, òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, ñòàð-

øèé êîýôôèöèåíò ó σ è á) ñäåëàâ ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé, çàôèêñèðîâàâ

êàêèõ-ëèáî åùå äâà ïàðàìåòðà.

Ïîëèíîìû Ýðìèòà (Hermite). Ïóñòü τ � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, à σ � êîí-

ñòàíòà:

σ = σ0; τ = τ0(x − x0).

Èíòåãðèðóÿ (3.49) ñ òàêèìè τ è σ, ïîëó÷àåì âåñîâóþ ôóíêöèþ â ÿâíîì âèäå:

ρ ∼ exp( τ0

σ0

(x
2

2
− xx0)) .

Î÷åâèäíî, ρσ îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ±∞, è òîëüêî åñëè τ0/σ0 < 0 . Èñïîëüçóÿ

ñâîáîäó â âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ, ïîëîæèì σ0 = 1, τ0 = −2, x0 = 0, òàê ÷òîáû

âåñ èìåë ìàêñèìàëüíî ïðîñòîé âèä33:

ρ = e−x2 ; a = −∞, b = +∞.
33Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ âîîáùå îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ, òàê ÷òî îí

ôèêñèðóåòñÿ èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà
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Ïîëèíîìû, îðòîãîíàëüíûå ñ òàêèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, íàçûâàþòñÿ ïî-

ëèíîìàìè Ýðìèòà, è îáîçíà÷àþòñÿ Hn(x).
Óðàâíåíèå äëÿ íèõ ïîëó÷àåì ïîäñòàíîâêîé σ = 1 è τ = −2x â óðàâíåíèå îáùå-

ãî âèäà (3.44); ïàðàìåòð λ íàõîäèì èç (3.46), òàê ÷òî óðàâíåíèå äëÿ ïîëèíîìîâ

Ýðìèòà èìååò âèä

H ′′
n − 2xH ′

n + 2nHn = 0.

Îíî âîçíèêàåò â êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷å äëÿ îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷å-

ñêîãî îñöèëëÿòîðà, òàê ÷òî ψ-ôóíêöèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíà

ψω(ξ) = const ⋅ e−ξ
2/2Hn(ξ), ãäå ξ =

√
mω

h̵
x; En = h̵ω(n + 1/2).

Èíòåðåñíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè ψω ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåê-

òîðàìè íåïðåðûâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ðèñ. 3.3: Ïåðâûå øåñòü ïîëèíîìîâ Ýðìèòà Hn (ñëåâà) è

ñåìü ïîëèíîìîâ Ëàãåððà L
(0)
n (ñïðàâà).

Ïîëèíîìû Ëàãåððà (Laguerre). Ïóñòü òåïåðü σ � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ:

σ = σ0(x − x1); τ = τ0(x − x0).

Èíòåãðèðóÿ (3.49) ñ òàêèìè τ è σ, ïîëó÷àåì:

ρσ ∼ ∣x − x1∣
τ0
σ0

(x0−x1)e
τ0
σ0
x
.

Ïîíÿòíî, ÷òî ρσ îáðàùàåòñÿ â íîëü â x1 (åñëè ñòåïåíü ïîëîæèòåëüíà) è íà ±∞
(â çàâèñèìîñòè îò çíàêà τ0/σ0) . Èñïîëüçóÿ ñâîáîäó â âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ,

ôèêñèðóåì σ0 = 1, τ0 = −1 è x1 = 0; òîãäà âåñ ïðèíèìàåò âèä:

ρ ∼ xαe−x; a = 0, b = +∞.
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Ïîëèíîìû, îðòîãîíàëüíûå ñ òàêèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, íàçûâàþòñÿ ïî-

ëèíîìàìè Ëàãåððà, è îáîçíà÷àþòñÿ L
(α)
n (x). Êîýôôèöèåíò α = x0 − 1 îñòàëñÿ

ñâîáîäíûì � îí ïàðàìåòðèçóåò ïîëó÷èâøååñÿ ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ.

Óñëîâèå α > −1, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáåñïå÷èâàåò îáðàùåíèå â íîëü ρσ â x = 0,

à ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçíèêàåò êàê òðåáîâàíèå èíòåãðèðóåìîñòè L
(α)
n â íóëå �

äëÿ îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû ïîëèíîìîâ, î÷åâèäíî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïîïàðíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñóùåñòâîâàëè.

Óðàâíåíèå äëÿ ïîëèíîìîâ Ëàãåððà ïîëó÷àåì òàê æå, ïîäñòàíîâêîé σ = x è

τ = −(x − α − 1) â óðàâíåíèå îáùåãî âèäà (3.44), à λ íàõîäèì èç (3.46):

xL
(α)
n

′′
+ (α + 1 − x)L(α)

n

′
+ nL(α)

n = 0; α > −1.

L
(α)
n (x) òàêæå íàçûâàþò îáîáùåííûìè èëè ïðèñîåäèíåííûìè (associated)

ïîëèíîìàìè Ëàãåððà, òîãäà ïðîñòî ïîëèíîìàìè Ëàãåððà íàçûâàþò L
(α)
n ñ α =

0. Îíè âîçíèêàþò â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé çàäà÷å î äâèæåíèè â öåíòðàëüíî-

ñèììåòðè÷íîì êóëîíîâñêîì ïîëå è îïèñûâàþò ðàäèàëüíóþ çàâèñèìîñòü âîë-

íîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå ÿäðà:

ψnlm ∼ Y m
l (Θ, ϕ) ⋅ e−ρ/2ρlL(2l+1)

n−l−1 (ρ), ãäå ρ = 2r

na0

.

Ïîëèíîìû ßêîáè (Jacobi). Íàêîíåö, ïóñòü σ � êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí:

σ = σ0(x − x1)(x − x2); τ = τ0(x − x0).

Èíòåãðèðóÿ (3.49) ñ òàêèìè τ è σ, ïîëó÷àåì:

ρσ ∼ ∣x − x1∣β+1∣x − x2∣α+1,

ãäå α è β � íåêîòîðûå ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû, âûðàæàþùèåñÿ ëèíåéíî ÷åðåç

x0,1,2 è τ0/σ0.

Ôóíêöèÿ ρσ îáðàùàåòñÿ â íîëü â x1,2 åñëè α,β > −1. Èñïîëüçóÿ ñâîáîäó â

âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ, ôèêñèðóåì σ0 = 1 è x1,2 = ±1; òîãäà âåñ ïðèíèìàåò âèä:

ρ = (1 − x)α(1 + x)β; a = −1, b = +1.

Ïîëèíîìû, îðòîãîíàëüíûå ñ òàêèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, íàçûâàþòñÿ ïî-

ëèíîìàìè ßêîáè, è îáîçíà÷àþòñÿ P
(α,β)
n (x) � îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ äâóìÿ ïà-

ðàìåòðàìè.

Âûðàçèâ τ ÷åðåç α è β è ïîäñòàâèâ σ è τ â óðàâíåíèå îáùåãî âèäà, ïîëó÷èì

óðàâíåíèå äëÿ ïîëèíîìîâ ßêîáè:

(1 − x2)y′′ + [β − α − x(α + β + 2)]y′ + n(n + α + β + 1)y = 0.
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×àñòíûì ñëó÷àåì èõ ïðè α=β ÿâëÿþòñÿ óëüòðàñôåðè÷åñêèå (ultraspherical)

ïîëèíîìû, êîòîðûå òàêæå íàçûâàþò ïîëèíîìàìè Ãåãåíáàóýðà (Gegenbauer) Cα
n .

Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà (Legendre) Pn (èëè Ln) ýòî ïðîñòåéøèé ÷àñòíûé

ñëó÷àé ïîëèíîìîâ ßêîáè (à òàêæå óëüòðàñôåðè÷åñêèõ ï.), ïðè α=β=0, ò.å. îíè

îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì

ρ(x) = 1 íà [−1,1]; (1 − x2)P ′′
n − 2xP ′

n + n(n + 1)Pn = 0.

Ýòî óðàâíåíèå âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êî-

îðäèíàòàõ � ÷åðåç íèõ çàïèñûâàåòñÿ óãëîâàÿ ÷àñòü.

Ðèñ. 3.4: Ïåðâûå

ñåìü ïîëèíîìîâ

Ëåæàíäðà íà [−1,1]

3.2.4.4 Ïîëèíîìû ×åáûø¼âà I è II ðîäà

Ðèñ. 3.5: Ïîëèíîìû ×åáûø¼âà Tn è Un

Ïîëèíîìû ×åáûø¼âà I è II ðîäà òàêæå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïîëè-

íîìîâ ßêîáè, è ïîëó÷àþòñÿ ïðè α=β=−1/2 è ïðè α=β=+1/2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëèíîìû ×åáûø¼âà I ðîäà Tn îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì

ρ(x) = 1√
1 − x2

íà [−1,1]; (1 − x2)T ′′
n − xT ′

n + n2Tn = 0.
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Ïîëèíîìû ×åáûø¼âà II ðîäà Un îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì

ρ(x) =
√

1 − x2 íà [−1,1]; (1 − x2)U ′′
n − 3xU ′

n + n(n + 2)Un = 0.

Tn ýòî ýòî òå æå ñàìûå ïîëèíîìû, êîòîðûå ìû ââåëè êàê T trn = cos(narccosx)
êîãäà ðàññìàòðèâàëè èíòåðïîëÿöèþ Ëàãðàíæà â ï. 1.2.4.4:

◂ ×òîáû ýòî äîêàçàòü, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî T trn îðòîãîíàëüíû â

ñîîòâåòñòâóþùåì ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè:

1

∫
−1

dxT trn (x)T trm (x)√
1 − x2

= ∫
dx cos(narccosx) cos(marccosx)√

1 − x2
=

= ∫
d cos Θ cosnΘ cosmΘ

sin Θ
=

=
π

∫
0

dx cos nx cos mx = δmn
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

π åñëè n=0;

π/2 åñëè n≥1.

Òîãäà òðåáóÿ Tn ≡ T trn , ìû ôèêñèðóåì íîðìèðîâêó Tn. Âèäíî, ÷òî â ïðèíÿòîé

íîðìèðîâêå Tn(1) = T trn (1) = cos 0 = 1. Çàîäíî âûâåëè êâàäðàò íîðìû. ▸
Êàê óïîìèíàëîñü ðàíåå (ï.1.2.4.5), ïîëèíîìû ×åáûø¼âà I ðîäà òàêæå íà-

çûâàþò ïîëèíîìàìè, íàèìåíåå óêëîíÿþùèìèñÿ îò íóëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Tn

ìèíèìèçèðóþò íà [−1,1] íîðìó L∞, ò.å. max
[−1,1]

∣Pn(x)∣ ñðåäè ïðèâåäåííûõ ïîëè-

íîìîâ ñòåïåíè n.

Ïîëèíîìû ×åáûø¼âà Tn è òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå* Èç ïåð-

âîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ âñþäó ïëîòíî â

ïðîñòðàíñòâå C[−1,1] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [−1,1] â ìåòðèêå L2 [(1 − x2)−1/2].
Ïîýòîìó, êàê ìû âèäåëè, âñÿêóþ ôóíêöèþ f ∈ C[−1,1] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

åå ðÿäà Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì ×åáûø¼âà I ðîäà Tn:

f(x) =
∞
∑
k=0

fkTk(x), Tk(x) = cos(k arccosx), fk =
1

∥Tk∥2 ∫
1

−1

dx√
1 − x2

f(x)Tk(x),

ãäå ∥T0∥2 = π, à äëÿ k > 1 ∶ ∥Tk∥2 = π/2.
Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x = cos Θ, Θ ∈ [0, π]. Òîãäà Tk = cos(kΘ), è

ïîëó÷àåì äëÿ F (Θ) ≡ f(cos Θ) ðÿä

F (Θ) =
∞
∑
k=0

Fk coskΘ,

ãäå

Fk = fk =
1

∥Tk∥2 ∫
π

0
dΘF (Θ) coskΘ.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ F ÷åòíà F (Θ) = F (−Θ), âèäèì, ÷òî

F0 =
1

2π ∫
π

−π
dΘF (Θ); Fk =

1

π ∫
π

−π
dΘF (Θ) coskΘ äëÿ k > 1.

Ýòî â òî÷íîñòè êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôó-

ðüå (1.44) äëÿ ÷åòíîé ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé âñå êîýôôèöèåíòû ïðè ñèíóñàõ

ðàâíû íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä ïî ïîëèíîìàì ×åáûø¼âà ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ïåðå-

ìåííîé ñîâïàäàåò ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå. Èç åãî ñõîäèìîñòè ñëå-

äóåò, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû âñþäó ïëîòíû íà ìíîæåñòâå C[0,2π]
â ìåòðèêå L2(1). Âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà (ñì. ï.3.1.9) äåëàåò åùå áîëåå

ñèëüíîå óòâåðæäåíèå î ïëîòíîñòè â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå.

È îáðàòíî � âñå õîðîøèå ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå, òàêèì

îáðàçîì, ïðÿìî ïåðåíîñÿòñÿ íà ðÿäû ïî ïîëèíîìàì ×åáûø¼âà.

3.3 Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå
Least squares approximation

3.3.1 Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ òàáëè÷íî

3.3.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå äèñêðåòíûé âàðèàíò. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñëåäóþùàÿ. Ïóñòü

ó íàñ åñòü íàáîð òî÷åê {xk}m1 , ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ýòèõ òî÷êàõ, òî åñòü

÷èñëà {fk =f(xk)}m1 , è íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {pk > 0}m1 , íàçûâàåìûõ âå-

ñàìè, èëè âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Vm ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêå {xk}mk=1, ââåäåì

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è ñîîòâåòñòâóþùóþ íîðìó

(f, g) =
m

∑
k=1

pkf(xk)g(xk), ∥f∥2 = (f, f). (3.56)

Íîðìà èíäóöèðóåò ìåòðèêó

ρ2(f, g) = ∥f − g∥2 =
m

∑
k=1

pk [f(xk) − g(xk)]2
.

Ïóñòü ó íàñ òàêæå çàäàíà ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕi(x)}n1 , ñóæåíèå êîòîðîé íà {xi}
ëèíåéíî-íåçàâèñèìî34. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà {ϕi}n1 (n < m) îáðàçóåò n-ìåðíîå

34Ïðîñòåéøèé ïðèìåð {1, x, . . . , xn−1}, äëÿ n <m. Åñëè æå n >m, òî òàêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî-

çàâèñèìà íà ñåòêå {xi}
m
1 , ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî ÷èñëî ôóíêöèé, n, áîëüøå ðàçìåðíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà m.
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ïîäïðîñòðàíñòâî Vm, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì êàê S. Áóäåì èñêàòü ýëåìåíò ýòîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà, òî åñòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ϕ(x) =
n

∑
i=1
ciϕi, äëÿ êîòîðîé

îòêëîíåíèå îò f â ââåäåííîé ìåòðèêå ìèíèìàëüíî:

(f−ϕ, f−ϕ) ≡
m

∑
k=1

pk(fk − ϕ(xk))2 = min . (3.57)

Ðåøåíèå çàäà÷è íà ìèíèìèçàöèþ (3.57) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì íàèëó÷øåãî

ïðèáëèæåíèÿ â S äëÿ f .

Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è åñòåñòâåííà, ê ïðèìåðó, åñëè ó íàñ åñòü ôóíêöèÿ

f , çàäàííàÿ äèñêðåòíî, íàïðèìåð ðåçóëüòàòû êàêèõ-òî èçìåðåíèé, äëÿ êîòîðîé

íóæíî ïîäîáðàòü àíàëèòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ó èçìåðåíèÿ

âñåãäà åñòü êàêàÿ-òî îøèáêà, äåëàòü èíòåðïîëÿöèþ, è òðåáîâàòü ÷òîáû èñêî-

ìàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êàõ xi ïðèíèìàëà â òî÷íîñòè çíà÷åíèÿ fi, ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ

âåñüìà áåññìûñëåííî. Ãîðàçäî áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñäåëàòü

ïðèáëèæåíèå �íàèìåíüøèìè êâàäðàòàìè�. Ïðè ýòîì, ïîëîæèì, ìû áîëüøå óâå-

ðåíû â òî÷íîñòè èçìåðåíèé â îäíèõ òî÷êàõ, è ìåíüøå â äðóãèõ.

Âåñà {pk} êàê ðàç è îïðåäåëÿþò âàæíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ϕ â

îêðåñòíîñòü êàæäîé òî÷êè {xi, fi}: åñëè äëÿ íåêîòîðîãî óçëà i âåñ pi áîëüøå

÷åì äëÿ äðóãèõ, òî ïðè ðàâíûõ àáñîëþòíûõ îòêëîíåíèÿõ ϕ îò f â êàæäîì óçëå

∣fi−ϕ(xi)∣ äîëÿ (âåñ) ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî pi(fi−ϕ(xi))2 â îòêëîíåíèè

âåëèêà, � òàê ÷òî îòêëîíåíèå ìèíèìèçèðóåòñÿ, êîãäà ∣fi − ϕ(xi)∣ ìåíüøå, ÷åì
àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèÿ â äðóãèõ óçëàõ.

Çàäà÷à �íà íàèìåíüøèå êâàäðàòû� êîððåêòíà ïðè n <m; ïðè n =m íàáîð

{ϕi} îáðàçóåò áàçèñ Vm, ïî êîòîðîìó ìîæíî ðàçëîæèòü f = ∑ fiϕi, è ïðè ci = fi
îòêëîíåíèå áóäåò â òî÷íîñòè ðàâíî íóëþ, òàê ÷òî çàäà÷à âûðîæäàåòñÿ â çàäà÷ó

èíòåðïîëÿöèè; àïïðîêñèìàöèÿ ñ n >m áåññìûñëåííà, ò.ê. èíòåðïîëÿöèîííûõ

ðåøåíèé è òî áåñêîíå÷íî ìíîãî.

3.3.1.2 Ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ

Ïîäïðîñòðàíñòâîì êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ

ëþáîå åãî ïîäìíîæåñòâî L, òàêîå ÷òî åñëè x, y ∈ L, òî è αx+βy ∈ L äëÿ ëþ-

áûõ ÷èñåë α,β.

Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê L â V íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

L� = {x ∈ V ∣∀a ∈ L x�a}.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, è ÷òî (L�)� = L.
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T0: Åñëè L � ïîäïðîñòðàíñòâî V , òî ∀x∈V ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

x = x∣∣ + x�, ãäå x∣∣ ∈ L, x� ∈ L�

è óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Ýëåìåíò x∣∣ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé

ïðîåêöèåé x íà ïîäïðîñòðàíñòâî L, à x� òîãäà åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ x

íà L�.

◂ Ïóñòü {ϕi}ni=1 � áàçèñ L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x =
n

∑
i=1

ξiϕi + x�, ãäå x� ∈ L�.

Äîìíîæàÿ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòü íà ϕj, j = 1, . . . , n, ïîëó÷èì ñèñòåìó

(x,ϕj) =
n

∑
i=1

ξi(ϕi, ϕj).

Ýòà ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî ξi ðàçðåøèìà è åå ðåøåíèå åäèíñòâåííî, òàê êàê åå

îïðåäåëèòåëü åñòü îïðåäåëèòåëü Ãðàìà äëÿ {ϕi}, êîòîðûå ëèíåéíî-íåçàâèñèìû.
Òàêèì îáðàçîì, x∣∣ = ∑ ξiϕi, è x� = x − x∣∣. ▸

Ò0: Ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â S äëÿ f åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ïðî-

åêöèÿ f íà S.

◂ Ïðåäñòàâèì f â âèäå f = f∣∣ + f�, ãäå f∣∣ ∈ S, f� ∈ S�. Ýëåìåíò íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ ϕ è f∣∣ ðàçëîæèì ïî áàçèñó S:

ϕ =∑ ciϕi, f∣∣ =∑ fiϕi.

Òîãäà

∥f − ϕ∥2 = (f� +∑(fi − ci)ϕi)
2 = f 2

� + (∑(fi − ci)ϕi)
2
,

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ f 2 ≡ (f, f). Ïåðâîå ñëàãàåìîå íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ
ci, à âòîðîå äîñòèãàåò ìèíèìóìà, íóëÿ, ò.è ò.ò., êîãäà ci = fi. Òîãäà ϕ = f∣∣, ÷.è ò.ä.

Ïðè ýòîì

ϕ(x) =
n

∑
i=1

fiϕi(x), (3.58)

à êîýôôèöèåíòû fi íàõîäèì èç ñèñòåìû

(f,ϕj) =
n

∑
i=1

fi(ϕi, ϕj), j = 1, . . . , n. ▸ (3.59)

Ïðîöåäóðà ñèëüíî óïðîùàåòñÿ, åñëè ñèñòåìà {ϕi}n1 îðòîãîíàëüíà â ñìûñëå

(3.56). Íàïðèìåð, åñëè âçÿòü {xi} è îðòîãîíàëèçîâàòü â ñìûñëå (3.56) ñ íåêîòî-
ðûì âåñîì pk, ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìûå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû äèñêðåòíîé

132



ïåðåìåííîé35. Òîãäà èç (3.58) è (3.59) ïîëó÷èì

ϕ(x) =
n

∑
i=1

(f,ϕi)
(ϕi, ϕi)

ϕi(x). (3.60)

Ïðèìåð

Íóæíî íàéòè íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèè äëÿ sinπx íà x ∈ [−1,1] ñðåäè ìíîãî-

÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 3, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ −1,−1
2 ,0,

1
2 ,1

(ñ âåñîì 1).

Èùåì ïîëèíîì P3(x) = C0 + C1x + C2x2 + C3x3. Ò.ê. íàøà ñèñòåìà ôóíêöèé

{ϕi = xi}3
i=0 íå îðòîãîíàëüíà, èùåì êîýôôèöèåíòû èç ñèñòåìû îáùåãî âèäà

(3.59):

(y,ϕi) =
3

∑
i=0

Ci(ϕi, ϕj) äëÿ j = 0,1,2,3.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â óêàçàííûõ òî÷êàõ è ïîïàðíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-

íèÿ:

x -1 -1/2 0 1/2 1

y 0 -1 0 1 0

ϕ0 1 1 1 1 1

ϕ1 -1 -1/2 0 1/2 1

ϕ2 1 1/4 0 1/4 1

ϕ3 -1 -1/8 0 1/8 1

ϕ0 ϕ1 ϕ2 ϕ3

ϕ0 5 0 5/2 0

ϕ1 5/2 0 17/8

ϕ2 17/8 0

ϕ3 65/32

y 0 1 0 1/4

Ïîäñòàâëÿÿ âñå ýòî â ñèñòåìó, ïîëó÷èì

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 = 5C0 + 5/2C2

1 = 5/2C1 + 17/8C3

0 = 5/2C0 + 17/8C2

1/4 = 17/8C1 + 65/32C3

⇒ . . .⇒

C2 = 0

C0 = 0

C1 = 8/3
C3 = −8/3

⇒ P3(x) =
8

3
(x − x3).

3.3.2 Ïðèáëèæåíèå â L2

Ïðè áîëüøîì ÷èñëå óçëîâ m ñòàíîâèòñÿ ëîãè÷íåå ïåðåôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó

ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ â òåðìèíàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàí-

íûõ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [a, b]:
35Ñì. áðîøþðó Íèêèôîðîâà [16] è (3.82).
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Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíà íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x),
âåñ (âåñîâàÿ ôóíêöèÿ) p(x) > 0 è íàáîð ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé {ϕi(x)}n1 .
Â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê

(f, g) =
b

∫
a

dxp(x) f(x)g(x).

Èùåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

ϕ(x) =
n

∑
i=1

ciϕi,

êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò îòêëîíåíèå îò f â ñîîòâåòñòñâóþùåé òàêîìó ñêàëÿðíî-

ìó ïðîèçâåäåíèþ ìåòðèêå:

ρ2(f,ϕ) ≡
b

∫
a

dxp(x) [f(x) − ϕ(x)]2 = min . (3.61)

Çàäà÷à êîððåêòíà, åñëè f,{ϕi}∈L2
[a,b](p); äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå

ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíû.

Ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó è òàê, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕi} èçíà÷àëüíî íå

çàäàíà. Òîãäà åå åùå íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü óäîáíûì îáðàçîì.

3.3.2.1 Ïðèáëèæåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ïîíÿòíî, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ âûøå äèñêðåòíàÿ çàäà÷à ïåðåõîäèò â íåïðåðûâ-

íóþ â ïðåäåëå m→∞. Ïðèâåäåííûå äëÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è ðàññóæäåíèÿ íåïî-

ñðåäñòâåííî îáîáùàþòñÿ íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé áëàãîäàðÿ òîìó óíè-

êàëüíîìó ñâîéñòâó ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, ÷òî â íåì, òàê æå êàê â êîíå÷-

íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, âñÿêèé âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó. Ëèøü

íåìíîãî ìåíÿþòñÿ îïðåäåëåíèÿ è óñëîæíÿþòñÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Ýëåìåíòîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ f ∈H â ïîäïðîñòðàíñòâå36 S =
span{ϕ1, . . . , ϕn} íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ∈S, òàêàÿ ÷òî

∥f − ϕ∥ = inf
s∈S

∥f − s∥.

Ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì37 ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçîâåì ëþáîå åãî

ïîäìíîæåñòâî L, òàêîå ÷òî åñëè x, y ∈L, òî è αx+βy ∈L äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α,β.

36span{ϕ1, . . . , ϕn} � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà {ϕi}
n
i=1.

37Áûâàåò è äðóãîå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

134



Ïîäïðîñòðàíñòâî � çàìíóòîå (ò.å. ñîäåðæàùåå âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè)

ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå38.

Âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå çàìêíóòî è ñëåäîâàòåëüíî

îáðàçóåò ïîäïðîñòðàíñòâî. Çàìêíóâ âñÿêîå íåçàìêíóòîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðà-

çèå, ïîëó÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê ïîäïðîñòðàíñòâó L â H íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî

L� = {x ∈H ∣∀a ∈ L x�a}.

Îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, à îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê îðòîãî-

íàëüíîìó äîïîëíåíèþ ê L ñîâïàäàåò ñ L ◂ . . .▸.

T0: Åñëè L � ïîäïðîñòðàíñòâî H, òî ∀x∈H ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

x = x∣∣ + x�, ãäå x∣∣ ∈ L, x� ∈ L�

è óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî ◂ . . .▸.

Çäåñü x∣∣ åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ x íà L, à x� � íà L�.

T0: Ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ϕ äëÿ f â S � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

f íà S. Îí ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí.

◂ Äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ïðèâåäåííîå äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ,
è (ñì. (3.58), (3.59))

ϕ(x) =
n

∑
i=1

fiϕi(x),

ãäå fi åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(f,ϕj) =
n

∑
i=1

fi(ϕi, ϕj), j = 1, . . . , n. ▸ (3.62)

Åñëè èñõîäíàÿ ñèñòåìà {ϕi}ni=1 îðòîãîíàëüíà, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.62)

òðèâèàëüíà (f,ϕj) = ∥ϕj∥2fj, è ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ (3.58) îïðå-

äåëÿåòñÿ ñóììîé

ϕ =
n

∑
i=1

fiϕi, ãäå fi =
(f,ϕi)
∥ϕi∥2

≡ 1

∥ϕi∥2 ∫ dξ p(ξ)f(ξ)ϕi(ξ). (3.63)

Åñëè ïðè ýòîì {ϕi}n1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû {ϕi}∞1 , êîòîðàÿ
çàìêíóòà, òî ýòîò ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå äëÿ

f ïî {ϕi}∞1 .
38Ïðèìåð íåçàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ � C[a,b], òàê êàê îíî íåïîëíî â êâàäðàòè÷íîé ìåò-

ðèêå, à çíà÷èò êàê ïîäìíîæåñòâî L2 � íåçàìêíóòî.
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3.3.2.2 Îöåíêà òî÷íîñòè

Êâàäðàò îòêëîíåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ϕ îò òî÷íîé ôóíêöèè f :

δ2
n ≡∥f�∥2 = (f −∑

i

fiϕi)2 = f 2 − 2∑
i

fi(f,ϕi) + (∑
i

fiϕi)
2

=

= f 2 − 2∑
i

fi∑
j

fj(ϕj, ϕi) + (∑
i

fiϕi,∑
j

fjϕj) = f 2 −∑
i,j

fifj(ϕi, ϕj).

Â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû (ϕi, ϕj) = ∥ϕi∥2δij è fi = (f,ϕi)/∥ϕi∥2. Òîãäà

âûðàæåíèå ñèëüíî óïðîùàåòñÿ

δ2
n = f 2 −

n

∑
i=1

f 2
i

∥ϕi∥2
= (f, f) −

n

∑
i=1

(f,ϕi)2

(ϕi, ϕi)
. (3.64)

Â ðàçâåðíóòîì âèäå, ÷åðåç èíòåãðàëû, îíî èìååò âèä

δ2
n =

b

∫
a

dxp(x)f 2(x) −
n

∑
i=1

(
b

∫
a
dxp(x)f(x)ϕi(x))

2

b

∫
a
dxp(x)ϕ2

i (x)
. (3.65)

Äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ∥ϕi∥ = 1 è

δ2
n=f 2−

n

∑
i=1

f 2
i =

b

∫
a

dxp(x)f 2(x) −
n

∑
i=1

(
b

∫
a

dxp(x)f(x)ϕi(x))
2

. (3.66)

3.3.2.3 Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîñòàíîâêè çàäà÷è

Äî ñèõ ïîð øëà ðå÷ü î çàäà÷å, â êîòîðîé íàáîð ôóíêöèé {ϕi}n1 çàäàí, è ÷èñëî

èõ n ôèêñèðîâàíî. Åñëè ϕi = xi−1, òî òàêàÿ çàäà÷à ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ êàê �ïî-

ñòðîèòü ñðåäíå-êâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f ñ âåñîì p(x) ìíîãî÷ëå-
íàìè ñòåïåíè íå âûøå n�. Ìîæíî åå ðåøàòü ïî îáùåé ñõåìå, à ìîæíî ñíà÷àëà

îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëèíîìû, è ïîòîì ðàñêëàäûâàòü f ïî ïîëó÷èâøåéñÿ îðòî-

ãîíàëüíîé ñèñòåìå ïîëèíîìîâ. Ýòè çàäà÷è ýêâèâàëåíòíû ïî ñëîæíîñòè, íî åñëè

âåñ îäèí èç ñòàíäàðòíûõ, òî îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà èçâåñòíà çàðàíåå (ïîëèíî-

ìû ßêîáè, Ýðìèòà è ïð. � âñå ñâåäåíèÿ î íèõ, ÷òî ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ, åñòü â

ñïðàâî÷íèêàõ) è çàäà÷à ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ. Åñëè æå âåñ íåñòàíäàðòåí, íî

íåîáõîäèìî äåëàòü ìíîãîêðàòíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ôóíêöèé, òî òàê-

æå âûãîäíåå îäèí ðàç îðòîãîíàëèçîâàòü {ϕi}, è ïîòîì äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

èñïîëüçîâàòü óïðîùåííóþ ôîðìóëó (3.63).

×àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à äðóãîãî ðîäà: ïîñòðîèòü ïðèáëèæåíèå �ñðåäíèìè

êâàäðàòàìè� çàäàííîé ôóíêöèè f ñ âåñîì p(x) ôóíêöèÿìè èç áåñêîíå÷íîãî
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íàáîðà {ϕi}∞1 ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò ñìûñë,

åñëè íàáîð {ϕi}∞1 îáðàçóåò çàìêíóòóþ ñèñòåìó (âîçìîæíî, íå îðòîãîíàëüíóþ)

â ñîîòâåòñòâóþùåì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â òàêîì ñëó÷àå ðåøàòü êàæ-

äûé ðàç ñ óâåëè÷åíèåì n çàíîâî ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé n × n î÷åíü

íåýôôåêòèâíî.

Åñòåñòâåííî èñêàòü ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ, îðòîãîíàëèçóÿ ñèñòå-

ìó {ϕi} è ïàðàëëåëüíî ñòðîÿ ðàçëîæåíèå f â ðÿä Ôóðüå ïî ïîëó÷èâøåéñÿ îðòî-
ãîíàëèçîâàííîé ñèñòåìå. Íà êàæäîì øàãå n→ n+1 ïðîöåäóðîé Ãðàìà-Øìèäòà

ñòðîèòñÿ îäèí âåêòîð ϕ̃n îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû, ñ÷èòàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé

÷ëåí ðÿäà Ôóðüå ïî íåé äëÿ f (3.63) è íîâîå ñëàãàåìîå ñóììû (3.63) äëÿ îòêëî-

íåíèÿ. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îòêëîíåíèå íå ñòàíåò ìåíüøå

çàäàííîãî çíà÷åíèÿ.

Åñëè ðå÷ü èäåò î ñèñòåìå ïîëèíîìîâ, è âåñ p(x) îäèí èç ñòàíäàðòíûõ, òî

ñëåäóåò ñðàçó âçÿòü ãîòîâóþ ñèñòåìó êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ.

Åñëè âåñ íåñòàíäàðòåí, òî ñèñòåìó ïðèäåòñÿ ñòðîèòü ñàìîìó.

Ìîæåò âïîëíå îêàçàòüñÿ òàêàÿ ñèòóàöèÿ, ÷òî âåñ íå çàäàí ïî óñëîâèþ, à

ìû ñàìè çàäàåì åãî èç êàêèõ-òî ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Åñëè ðå÷ü èäåò î

êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå, òî ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ îí ñâîäèòñÿ ê [−1,1].
Â êà÷åñòâå âåñîâîé ôóíêöèè íóæíî âûáèðàòü òàêóþ p(x), êîòîðàÿ áîëüøå

íà ó÷àñòêå, íà êîòîðîì äëÿ íàñ áîëåå âàæíà òî÷íîñòü. Òîãäà àáñîëþòíîå

îòêëîíåíèå ϕ îò f íà ýòîì ó÷àñòêå äàñò áîëüøèé âêëàä â èíòåãðàë (3.61),

è òàêèì îáðàçîì, â ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ïî íîðìå L2(p), òàê æå êàê è â

äèñêðåòíîì ñëó÷àå.

Òàê, åñëè âñå ó÷àñòêè íà îòðåçêå äëÿ íàñ îäèíàêîâî âàæíû, òî ìîæíî áðàòü

p = 1 è ïîëüçîâàòüñÿ ìíîãî÷ëåíàìè Ëåæàíäðà. Åñëè äëÿ íàñ âàæíåå ÷òîáû

ôóíêöèÿ õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàëàñü íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà, íàì áîëüøå ïî-

äîéäåò p= (1 − x2)−1/2 è ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà I ðîäà; åñëè áîëüøå âàæíà àï-

ïðîêñèìàöèÿ ïîñåðåäèíå ïðîìåæóòêà, òî p=(1−x2)+1/2 è ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà

II ðîäà. Åñëè îäèí êîíåö ãîðàçäî âàæíåå ÷åì âòîðîé � áåðåì ïîëèíîìû ßêîáè

ñ ðàçíûìè α è β.

Íà ïîëóáåñêîíå÷íîì è áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå ãîäÿòñÿ ïîëèíîìû Ýðìèòà è

Ëàãåððà. Ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëàãåððà L
(α)
n ïîçâîëÿþò ïðèäàâàòü áîëü-

øèé âåñ çíà÷åíèÿì x âáëèçè x =α, ãäå âåñîâàÿ ôóíêöèÿ xαe−x äîñòèãàåò ìàê-

ñèìóìà.
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3.3.2.4 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1. Ïîñòðîèòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f(x) = ∣x∣
íà âåùåñòâåííîé îñè (−∞,∞) ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè íå âûøå 5, ñ âåñîì p = e−x2 .

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëèíîìàìè Ýðìèòà, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû â ñîîòâåòñòâó-

þùåì ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè

∞

∫
−∞

dxe−x
2

Hn(x)Hm(x) = δnm∥Hn∥2.

Êâàäðàò íîðìû è ïåðâûå øåñòü ïîëèíîìîâ ïîñìîòðèì39 â ïðèëîæåíèè C:

H0 = 1

H1 = 2x

H2 = 4x2 − 2

H3 = 8x3 − 12x

H4 = 16x4 − 48x2 + 12

H5 = 32x5 − 160x3 + 120x

∥Hn∥2 =
√
π 2nn!

Íàøà ôóíêöèÿ f ÷åòíàÿ, à â Hn ÷åðåäóþòñÿ ÷åòíûå è íå÷åòíûå ïîëèíîìû.

Ïîýòîìó (f,H1) = (f,H3) = (f,H5) = 0 è

f(x) ≈H0(x)
(f,H0)
∥H0∥2

+H2(x)
(f,H2)
∥H2∥2

+H4(x)
(f,H4)
∥H4∥2

.

Ñ÷èòàåì ñíà÷àëà

(f, x2n) =
∞

∫
−∞

dxe−x
2 ∣x∣x2n = 2

∞

∫
0

dxx2n+1e−x
2 =

∞

∫
0

dξ ξne−ξ = n!,

òàê ÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (f,1) = 0! = 1, (f, x2) = 1! = 1, (f, x4) = 2! = 2.

Òîãäà

(f,H0) = 1;

(f,H2) = (f,4x2 − 2) = 4 − 2 = 2;

(f,H4) = (f,16x4 − 48x2 + 12) = 16 ⋅ 2 − 48 + 12 = −4

è äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ f , ñ ó÷åòîì íîðìû ∥Hn∥, ïîëó÷àåì

f ≈H0√
π
+ 2H2

8
√
π
− 4H4

128 ⋅ 3
√
π
= 3 ⋅ 32 + 3 ⋅ 8(4x2 − 2) − (16x4 − 48x2 + 12)

3 ⋅ 32
√
π

=

= 1

3 ⋅ 32
√
π
(−16x4 + 16 ⋅ 9x2 + 36) = 1

24
√
π
(−4x4 + 36x2 + 9).

Ïîñòðîèâ ãðàôèê f(x) è íàéäåííîãî ïðèáëèæåíèÿ, ìîæíî âèäåòü, ÷òî àïïðîê-
ñèìàöèÿ ïðàâèëüíàÿ.

39Èëè ìîæíî âçÿòü èç ñïðàâî÷íèêà, èëè íà wiki, èëè íà MathWorld, èëè íà wolfram|alpha,

èëè ïî ñòðî÷êå �HermiteH[5,x]� â Mathematica, èëè ïî ñòðî÷êå �hermite(5,x)� â Maxima. . .
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Ïðèìåð 2*. Ïîñòðîèòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f(x) =
ex

2

1+25x2 íà ïðîìåæóòêå [−1,1] ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè íå âûøå 8, 12 è 16, ñ âåñîì

p = 1.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóåì ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, îðòîãîíàëüíûå íà

[−1,1] ñ âåñîì 1. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íóæíî ïîñ÷èòàòü

ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ìíîãî íåõîðîøèõ èíòåãðàëîâ. Ïîýòîìó ìû, äàáû íå ïå-

ðåòðóäèòüñÿ, ïîñ÷èòàåì âñå íà êîìïüþòåðå.

Âî-ïåðâûõ, ââåäåì â mathematica ôóíêöèþ f è îïðåäåëèì ÷àñòè÷íóþ ñóì-

ìó ðÿäà Ôóðüå äëÿ íåå, ñ m-òîãî ïî n-òîå ñëàãàåìîå:

In[1]:= f@x_D =
�x

2

1 + 25 ∗ x2
;

LeastSquaresLegendre@x_, n_, m_D :=

SumBLegendreP@i, xD ∗ NIntegrate@f@zD ∗ LegendreP@i, zD, 8z, −1, 1<D ∗
2 i + 1

2
, 8i, n, m<F

Âî-âòîðûõ, ñ÷èòàåì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå äî n = 8,12,16

In[3]:= LSALeg8@x_D = Expand@LeastSquaresLegendre@x, 0, 8DD êê Quiet

LSALeg12@x_D = Expand@LSALeg8@xD + LeastSquaresLegendre@x, 9, 12DD êê Quiet

LSALeg16@x_D = Expand@LSALeg12@xD + LeastSquaresLegendre@x, 13, 16DD êê Quiet

Â-òðåòüèõ è ïîñëåäíèõ, ðèñóåì ãðàôèêè:

In[6]:= Plot@8f@xD, LSALeg8@xD, LSALeg12@xD, LSALeg16@xD<,

8x, −1, 1<, PlotRange → 80, 1<, PlotStyle → Thickness@.004DD

Out[6]=

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Ïîëó÷àåì êàðòèíêó 3.6.

In[6]:= Plot@8f@xD, LSALeg8@xD, LSALeg12@xD, LSALeg16@xD<,

8x, −1, 1<, PlotRange → 80, 1<, PlotStyle → Thickness@.004DD

Out[6]=

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Ðèñ. 3.6: Ïðèáëèæåíèå f(x)
ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà ñòå-

ïåíè íå âûøå 8,12,16 â ìåò-

ðèêå L2
[−1,1](1).
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3.3.3 Åùå îäíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðèìåð*

Âñòðå÷àåòñÿ åùå òàêîé âàðèàíò ïîñòàíîâêè çàäà÷è î ïðèáëèæåíèè íàèìåíüøè-

ìè êâàäðàòàìè. Îáñóäèì åãî íà ïðèìåðå.

Ïóñòü íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàåò

ôóíêöèþ f(x) = ln(17/16 − x/2) íà îòðåçêå [−1,1] ñ òî÷íîñòüþ ε < 0,0005.

Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ âûáåðåì ïîëèíîìû ×åáûø¼âà I ðîäà. È âîò ïî÷åìó. Ìîæ-

íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ∣a∣<1

ln(1−2a cos Θ + a2) = ln[(a−eiΘ)(a−e−iΘ)] = ln(1−aeiΘ) + ln(1−ae−iΘ)=

= {−aeiΘ−a
2

2
e2iΘ−a

3

3
e3iΘ+ . . .}+ {−ae−iΘ−a

2

2
e−2iΘ−a

3

3
e−3iΘ+ . . .}=

= −2(a cos Θ + a
2

2
cos 2Θ + a

3

2
cos 3Θ + . . .) = −2

∞
∑
k=1

ak

k
coskΘ.

Ïîëîæèâ çäåñü cos Θ = x è a = 1/4, ïîëó÷èì íàø ïðèìåð:

ln(17

16
− x

2
) = ln(1 − 2x

1

4
+ 1

42
) = −2

∞
∑
n=1

1

4nn
cos(narccosx) = −2

∞
∑
n=1

Tn(x)
4nn

.

Ïîãðåøíîñòü: òåïåðü íå íîðìà L2 ñ÷èòàåòñÿ ìåðîé îòêëîíåíèÿ, à ïðîñòî

ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíîñòü ∣f−ϕ∣ íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå [−1,1].

∣δn∣ = ∣2
∞
∑

k=n+1

Tk(x)
4kk

∣ ≤ 2
∞
∑

k=n+1

1

4kk
∣Tk(x)∣ ≤

2

n + 1

∞
∑

k=n+1

1

4kk
= 2

3(n + 1)4n
.

Åñëè íåìíîãî ïîâîçèòüñÿ, òî ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ∣δn∣ < 0,0005 ïðè n ≥ 5.

Òîãäà ïîäñòàâëÿÿ â ðÿä ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà I ðîäà,

ïîëó÷èì

P5(x) = −
1

2
T1(x) −

1

16
T2(x) −

1

96
T3(x) −

1

512
T4(x) −

1

2560
T5(x) =

= . . . = 31

512
− 241

512
x − 7

64
x2 − 13

384
x3 − x

4

64
− x5

160
.

3.4 ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå
Numerical integration

3.4.1 Ðàâíîîòñòîÿùèå óçëû

3.4.1.1 Ôîðìóëû Íüþòîíà-Êîòñà

Çàäà÷à 1. Ïîëó÷èòü ôîðìóëû ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ
α

∫
−α
f(x)dx
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a) b) c)

Ðèñ. 3.7: Ñõåìà ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ïð.

A. Çàìåíÿåì f(x) êîíñòàíòîé, ò.å. ïëîùàäü ïîä êðèâîé � ïðÿìîóãîëüíèêîì

âûñîòû yk−1/2:

S1 = 2α ⋅ yk−1/2. (3.67)

B. Çàìåíÿåì f(x) ëèíåéíîé ôóíêöèåé, ò.å. ïëîùàäü ïîä êðèâîé � òðàïåöèåé ñ
îñíîâàíèÿìè yk−1 è yk:

S2 = 2α
yk−1 + yk

2
. (3.68)

C. Çàìåíÿåì f(x) ïàðàáîëîé, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé íà
êîíöàõ ïðîìåæóòêà è â ñåðåäèíå.

Èùåì y = ax2 + bx + c ∣ y(−α) = yk−1, y(0) = yk−1/2, y(α) = yk:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

aα2 − bα + c = yk−1

c = yk−1/2

aα2 + bα + c = yk

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a = 1
2α2 (yk−1 − 2yk−1/2 + yk)

b = 1
2α(yk − yk−1)

c = yk−1/2.

Òîãäà ïëîùàäü S3 =
α

∫
−α
dx(ax2 + bx + c) ðàâíà

S3= (ax
3

3
+ bx

2

2
+ cx)∣

α

−α
= a2α3

3
+ 2cα = α

3
(yk−1 + 4yk−1/2 + yk) . (3.69)

D. Ìîæíî ïðîäîëæàòü â òîì æå äóõå è çàìåíèòü f(x) íà ïðîìåæóòêå èíòåð-
ïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n, êîòîðûé èíòåðïîëèðóåò f(x) â n+1 óçëå

íà ïðîìåæóòêå (1.11):

f(xj) = Pn(xj), −α ≤ x0 < x1 < . . . < xn ≤ α ⇒

Pn(x) =
n

∑
j=1

f(xj)Lj(x), ãäå Lj(x) =
n

∏
i≠j
i=0

x − xi
xj − xi
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ýòî áàçèñíûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà, êîòîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò âûáîðà óçëîâ

èíòåðïîëÿöèè {xj}, íî íå îò f(x).
Ðàññìîòðèì èíòåðïîëÿöèþ íà ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ, íà ïðîèçâîëüíîì

ïðîìåæóòêå èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b]

xj = a + jh, h = b − a
n

, j = 0,1, . . . , n.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ t, òàêóþ ÷òî x = a+ht: Lj(x) = Lj(a+ht) ≡ λj(t).
Èíòåãðèðóÿ Pn(x) îò a äî b, ïîëó÷èì

Sn ≡
b

∫
a

dxP (x) =
n

∑
j=0

fj

b

∫
a

dxLj(x) = h
n

∑
j=0

fj

n

∫
0

dtλj(t) = h
n

∑
j=0

fjαj,

ãäå αj åñòü âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, ðàâíûå

αj =
n

∫
0

dtλj(t).

Èõ íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü☆.Òàê êàê ôîðìóëà äîëæíà áûòü ñòðîãî âåðíà äëÿ

f(x) ≡ 1, îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

∑αj = n.

Ïî ïîñòðîåíèþ ýòî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s èõ îáùèé çíàìå-

íàòåëü, è ââåäåì σj = sαj. Òîãäà ôîðìóëà ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ
ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé Íüþòîíà-

Êîòñà40 ïðèíèìàåò âèä

b

∫
a

dxf(x) ≈ b − a
ns

n

∑
j=0

σjfj. (3.70)

Äëÿ n = 1,2, . . . ,6 ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû Íüþòîíà-Êîòñà, ïðèâåäåííûå â òàá-

40Ïî èìåíàì Èñààêà Íüþòîíà è Ðîäæåðà Êîòñà. Ðîäæåð Êîòñ, Roger Cotes (1682-1716) �

àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê è ôèëîñîô, ðàáîòàë ñ Íüþòîíîì è êîððåêòèðîâàë âòîðîå èçäàíèå åãî

�Principia�. Ôàìèëèÿ ÷èòàåòñÿ òàê æå êàê ó Øåðëîêà Õîëìñà, ïîýòîìó ÷àñòî âñòðå÷àþùàÿñÿ

òðàíñëèòåðàöèÿ �Êîòåñ� íåàäåêâàòíà, è òåì áîëåå íå ñòîèò ñòàâèòü óäàðåíèå íà âòîðîé ñëîã.

�Êâàäðàòóðíàÿ� îò ñëîâà êâàäðàòóðà � èíòåãðàë.
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ëè÷êå

n σj ns Îøèáêà Íàçâàíèå

1 1 1 2 h3 1
12f

(2)(ξ) Òðàïåöèé

2 1 4 1 6 h5 1
90f

(4)(ξ) Ñèìïñîíà / ïàðàáîë

3 1 3 3 1 8 h5 3
80f

(4)(ξ) 3/8
4 7 32 12 32 7 90 h7 1

90f
(6)(ξ) Ìèëíà / Áóëÿ

5 19 75 50 50 75 19 288 h7 275
12096f

(6)(ξ) −
6 41 216 27 272 27 216 41 840 h9 9

1400f
(8)(ξ) Weddle

Ïðè á�îëüøèõ n íåêîòîðûå èç σj ñòàíîâÿòñÿ îòðèöàòåëüíûìè, ñîîòâåòñòâóþùèå

ôîðìóëû ÷èñëåííî íåóñòîé÷èâû, è èìè ïîëüçîâàòüñÿ íå ñëåäóåò. Îøèáêè ïðè-

âåäåíû äëÿ b − a = 1 è áåç äîêàçàòåëüñòâà, âûâîä äëÿ n = 0,1 ñì. â ñëåäóþùåì

ïóíêòå.

Çàäà÷à 2. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
b

∫
a
f(x)dx.

Ðèñ. 3.8: Ðàçáèâàåì [a, b] íà ìíîãî îäèíàêîâûõ êóñî÷êîâ...

Ôîðìóëû Íüþòîíà-Êîòñà íå ðàáîòàþò ïðè áîëüøîì ÷èñëå óçëîâ n. Ïîýòî-

ìó âåñü ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b] ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîãî êóñî÷êîâ, íà

êàæäîì èõ êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà ñ íåáîëüøèì n (îáû÷íî 2�4).

Ïóñòü

xj = a + jh, h = b − a
m

, j = 0,1, . . . ,m,

ãäå m ýòî ÷èñëî ïîäïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ èñïîëüçóåì ôîðìóëó èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ñ n óçëàìè; h � øèðèíà êàæäîãî ïîäïðîìåæóòêà, òîãäà ïîëóøèðèíà

α = (b − a)/2m.
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Ñóììèðóÿ èíòåãðàëû S1, S2, S3 ïî âñåì ïðîìóæåòêàì, ïîëó÷èì ôîðìóëû

ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (íàçâàíèÿ îòíîñÿòñÿ òàêæå è ê (3.67-3.69)):

A. Ïðÿìîóãîëüíèêîâ (rectangle rule):

b

∫
a

f(x)dx ≈ h (y1/2 + y3/2 + . . . + ym−1/2) ; (3.71)

B. Òðàïåöèé (trapezoidal rule):

b

∫
a

f(x)dx ≈ h(y0

2
+ y1 + y2 + . . . + yn−1 +

yn
2
) ; (3.72)

C. Ïàðàáîë (Ñèìïñîíà, Simpson's rule):

b

∫
a

f(x)dx≈ h
6
(y0+ym+2(y1+y2+. . .+ym−1)+4 (y1/2+y3/2+. . .+ym−1/2)); (3.73)

è òàê äàëåå.

×èñëî ðàçáèåíèé ïðîìåæóòêà m íóæíî âûáèðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå, ÷òî-

áû îáåñïå÷èòü òðåáóåìóþ òî÷íîñòü. Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëû ñ

á�îëüøèìè n.

3.4.1.2 Îñòàòî÷íûå ÷ëåíû íà ïðèìåðå n = 0,1

Ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ, n = 0. Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å 1 è ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ Φ(α) =
α

∫
−α
f(x)dx.

� Îíà íå÷åòíàÿ: Φ(α) = −Φ(−α); ⇒ Φ(0) = Φ′′(0) = . . . = 0;

� Φ′(α) = f(−α) + f(α)

Îøèáêà, äîïóùåííàÿ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà Φ ïî ôîðìóëå ïðÿìîóãîëü-

íèêîâ � ýòî ðàçíîñòü ∣Φ(α) − S1∣, ãäå S1 = 2αf(0) = αΦ′(0).
Φ(α) ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

è ó÷òåì ÷òî îíà íå÷åòíà:

Φ(α)=0+αΦ′(0)+0+ 1

2

α

∫
0

Φ′′′(t)(α − t)2dt=αΦ′(0)+ 1

2

α

∫
0

Φ′′′(t)(α − t)2dt.

Òîãäà ∣S1 −Φ(α)∣ = 1
2 ∣

α

∫
0

Φ′′′(t)(α − t)2dt∣ è èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì, ïî-

ëó÷àåì

∣S1 −Φ(α)∣ = 1

2
∣Φ′′′(ξ)

α

∫
0

(α − t)2dt∣ = α
3

6
∣f ′′(−ξ) + f ′′(ξ)∣ = α

3

3
∣f ′′(ξ)∣ ,
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ãäå ξ ∈ (−α,α), è ìû ïðåäïîëîæèëè ÷òî f ′′ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, õîòÿ òî

æå ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü è ïðè áîëåå ñêðîìíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Òàêæå ïðè

ïîñëåäíåì ïåðåõîäå èñïîëüçîâàëè òåîðåìó î âçâåøåííûõ ñðåäíèõ: ∑nibi/∑ni
íàõîäèòñÿ ìåæäó íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì bi.

Ïîëó÷åíà îöåíêà îøèáêè íà îäíîì èíòåðâàëå (xk, xk+1). Ñóììèðóÿ ïî âñåì
èíòåðâàëàì è îïÿòü èñïîëüçóÿ òåîðåìó î âçâåøåííûõ ñðåäíèõ, ïîëó÷èì äëÿ

îøèáêè íà âñåì èíòåðâàëå (a, b)

Rrect
n ≤ α

3

3
∣f ′′(ξ1) + . . . + f ′′(ξn)∣ =

α3

3
n ∣f ′′(ξ̂)∣ = (b − a)3

24n2
∣f ′′(ξ̂)∣ .

Â èòîãå ïîëó÷èëè îöåíêó ñâåðõó äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ

Rrect
n ≤ (b − a)3

24n2
sup
ξ∈[a,b]

∣f ′′(ξ)∣ . (3.74)

Ôîðìóëà òðàïåöèé, n = 1. Îñòàòî÷íûå ÷ëåíû äëÿ íå÷åòíûõ n ìîæíî ïîëó-

÷èòü èíòåãðèðîâàíèåì îøèáêè èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà Ëàãðàíæà. Ïðî-

èëëþñòðèðóåì ýòîò ñïîñîá íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå n = 1 (ôîðìóëà òðàïåöèé,

äâà óçëà èíòåðïîëÿöèè). Âåðõíþþ îöåíêó äëÿ îøèáêè èíòåðïîëÿöèîííîé ôîð-

ìóëû Ëàãðàíæà (1.25) çàïèøåì áåç ìîäóëÿ ω, ó÷èòûâàÿ åå çíàêîïåðåìåííîñòü:

R(x) = sup ∣f (n+1)(ξ)∣
(n + 1)!

⋅ ωn(x) ⇒ R∣n=1 =
sup ∣f ′′(ξ)∣

2
(x − x0)(x − x1).

Ïîëàãàÿ x0 = −α, x1 = α, è èíòåãðèðóÿ â ýòèõ ïðåäåëàõ, ïîëó÷àåì îøèáêó íà

èíòåðâàëå [−α,α]:

Rtrap
1 ≤ ∣ sup f ′′(ξ)∣

2

α

∫
−α

dx(x2 − α2) = ∣ sup f ′′(ξ)∣
2

⋅ 4

3
α3 = 2α3

3
∣ sup f ′′(ξ)∣.

Ïîëàãàÿ òåïåðü α = (b − a)/2n è ñóììèðóÿ ïî âñåì ïðîìåæóòêàì, ïîëó÷èì

Rtrap
n ≤ n2(b − a)3

3(2n)3
∣ sup f ′′(ξ)∣ = (b − a)3

12n2
∣ sup f ′′(ξ)∣.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ÷åòíûõ n òàêîé ñïîñîá íå ãîäèòñÿ, ò.ê. ωn â ýòîì ñëó÷àå

ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ, è èíòåãðàë îò íåå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

îøèáêà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû îïðåäåëÿåòñÿ ñëàãàåìûìè ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà

ìàëîñòè, ÷òî è âèäíî èç òàáëè÷êè äëÿ ôîðìóë Íüþòîíà-Êîòñà ïðè ðàçíûõ n �

ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ñ n = 2m è n = 2m+ 1 îäíîãî ïîðÿäêà ïî h.
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3.4.2 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà

Gaussian quadrature

3.4.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà ðàâíîîòñòîÿùèõ

óçëàõ � ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïàðàáîë, è îáùàÿ ôîðìóëà Íüþòîíà-Êîòñà (3.70)

� ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûå ñëó÷àè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âèäà ∫ dxf(x) =
∑wif(xi)+R, ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî êàêîìó-òî íàáîðó óçëîâ {xi}, à
âåñîâûå êîýôôèöèåíòû wi íå çàâèñÿò îò ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Ôîðìóëû

ïðÿìîóãîëüíèêîâ è òðàïåöèé äàþò òî÷íûå âûðàæåíèÿ (ò.å. îñòàòî÷íûé ÷ëåí

R îáðàùàåòñÿ â íîëü) òîëüêî êîãäà f ëèíåéíà ïî x. Ôîðìóëà ïàðàáîë òî÷íà

êîãäà f åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå äâóõ. Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôîðìóëû, èìåþùèå, ïðè çàäàííîì ÷èñëå óçëîâ n,

íàèâûñøóþ àëãåáðàè÷åñêóþ òî÷íîñòü, ò.å. óçëû è êîýôôèöèåíòû êâàäðàòóð-

íûõ ôîðìóë èùóòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òîáû îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû îáðàùàëñÿ

â íîëü íà ìíîæåñòâå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ìàêñèìàëüíî âûñîêîé ñòåïåíè. Ïðè

ýòîì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñðàçó áîëåå îáùóþ çàäà÷ó �èíòåãðàëû ñ íåêîòî-

ðîé âåñîâîé ôóíêöèåé p(x) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èùåì íàáîðû óçëîâ {xi}n1 è âåñîâ {wi}n1 , òàêèå, ÷òîáû
ôîðìóëà

b

∫
a

dxp(x)f(x) =
n

∑
k=1

wkf(xk) (3.75)

áûëà ñòðîãî âåðíà äëÿ âñåõ f ïîëèíîìèàëüíîãî âèäà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé

ñòåïåíè m

f(x) = a0 + a1x + . . . + amxm =
m

∑
i=0

aix
i ∈ Πm. (3.76)

Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò è åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ m=2n−1.

Ñîîòâåòñòâóþùèå óçëû è âåñà ïðè ïîäñòàíîâêå â (3.75) äàþò êâàäðàòóðíóþ

ôîðìóëó Ãàóññà.

Ïîêàæåì äëÿ íà÷àëà, ÷òî äëÿ m = 2n çàäà÷à íåðàçðåøèìà. Ïîäñòàâëÿÿ â

(3.75) f(x) = xi, i = 0, . . . ,m ïîëó÷èì ñèñòåìó (çäåñü dµ = p(x)dx) äëÿ óçëîâ xk

è âåñîâ wk

n

∑
k=1

wkx
i
k =

b

∫
a

dµxi ≡ µi, i = 0,1, . . . ,m. (3.77)

×èñëà µi = ∫ dµxi � ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ µ, à µ ≡ µ0 = ∫ dµ åñòü ìåðà

ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ýòîé íåëèíåéíîé ñèñòåìå m+ 1 óðàâíåíèå è 2n
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íåèçâåñòíûõ, ïîýòîìó îíà ìîæåò áûòü ðàçðåøèìà ïðè m ≤ 2n − 1, ÷.è ò.ä.

Äëÿ m=n − 1 êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé

ñèñòåìû (ïðîñòûõ) óçëîâ {xi}ni=1. Ïîêàæåì ýòî. Ïîñòðîèì äëÿ f(x) èíòåðïî-

ëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà (1.11) f̃ ÷åðåç òî÷êè {xi}ni=1 (òàê æå êàê è â

ñëó÷àå ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ):

f̃(x) =
n

∑
k=1

f(xk)Φk(x), ãäå Φk(x) =
n

∏
i≠j
i=1

x − xi
xj − xi

≡ ψnk(x)
ψnk(xk)

; (3.78)

ψnk(x) =
ωn(x)
x − xk

; ωn(x) = (x − x1)(x − x2) . . . (x − xn). (3.79)

Çäåñü óäîáíåå è ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, íåìíîãî îòëè÷íûå îò òåõ

÷òî áûëè ðàíüøå: ìû íóìåðîâàëè óçëû íà÷èíàÿ ñ íóëÿ, òàê ÷òî n áûëî ðàâ-

íî ñòåïåíè ïîëèíîìà, à òåïåðü íóìåðóåì èõ îò åäèíèöû, òàê ÷òî Lk ≡ Φk+1 è

k � ÷èñëî óçëîâ èíòåðïîëÿöèè. Ôîðìóëû (3.78-3.79) ôèêñèðóþò îáîçíà÷åíèÿ

ðàçäåëà ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ãàóññà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Φk(xi) = δik; ïî ïîñòðîåíèþ Φk(x), f̃(x) ∈ Πn−1. Åñëè ïðè

ýòîì f ∈ Πn−1, òî çíà÷èò èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ñîâïàäàåò ñ ñàìîé ôóíê-

öèåé f̃ ≡ f è

∫ dµf =∫ dµ f̃ =∫ dµ
n

∑
k=1

f(xk)Φk=
n

∑
k=1

f(xk)∫ dµΦk(x).

Ïîëó÷èëè

∫ dµf(x)=
n

∑
k=1

f(xk)wk, ãäå wk = ∫ dµΦk(x). (3.80)

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ m = n−1 ïîñòðîåíà. Îñòàëîñü äî-

êàçàòü, ÷òî ìîæíî òàê âûáðàòü ñèñòåìó óçëîâ, ÷òîáû îíà áûëà âåðíà äëÿ âñåõ

ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m = (2n − 1) (êàê áûëî óêàçàíî âûøå, äëÿ ñòåïåíè 2n

çàäà÷à íåðàçðåøèìà), è âûÿñíèòü êàê èõ âûáèðàòü.

3.4.2.2 Óçëû è âåñà

Óçëû. Ïîëîæèì, ÷òî f ∈ Π2n−1. Êàê èçâåñòíî, âñÿêèé ìíîãî÷ëåí f ∈ Π2n−1

ìîæíî ïîäåëèòü â ñòîëáèê íà ìíîãî÷ëåí ìåíüøåé ñòåïåíè ωn ∈ Πn (3.79) è

ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x) = ωn(x)q(x) + r(x),

ãäå q(x) ∈ Πn−1 � ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ f íà ωn, à r(x) ∈ Πn−1 � îñòàòîê îò äåëåíèÿ.

Íî ðàç r(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n−1, òî ïðè ëþáîì íàáîðå óçëîâ äëÿ
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íåãî âåðíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.80), è ó÷èòûâàÿ ÷òî ωn(xk)=0, ïîëó÷àåì

∫ dµr(x) =∑ r(xk)wk =∑ f(xk)wk.

Ñëåäîâàòåëüíî

∫ dµf = ∫ dµ(ωn(x)q(x) + r(x)) =∑ f(xk)wk + ∫ dµωn(x)q(x).

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ f áóäåò âåðíà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ ωn(x) áóäåò îðòîãîíàëüíà ñ âåñîì p(x) âñÿêîìó ïîëèíîìó
q(x) ñòåïåíè n − 1. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ωn èç (3.79)

ðàâåí åäèíèöå, ïîëó÷àåì, ÷òî:

Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.75) âåðíà äëÿ ∀f(x) ∈ Π2n−1 ò.èò.ò., êîãäà ωn(x)
åñòü ïðèâåäåííûé ïîëèíîì ñòåïåíè n èç ñèñòåìû ïîëèíîìîâ, îðòîãîíàëüíûõ

â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (f, g) = ∫ dµfg:

(f, g) = ∫ dµf(x)g(x); ωn(x) = xn + κ(n)
n−1x

n−1 + . . . + κ(n)
0 ; (ωn, ωm) ∼ δnm.

Áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê îáû÷íî, íå ïðèâåäåííûå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû

èç ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû (3.32) êàê pn = k(n)
n xn + . . . k(n)

0 . Òîãäà {xi} � íóëè

pn.

Êîíêðåòíûå ôîðìóëû (3.75) ñ âåñàìè è ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå

ñîîòâåòñòâóþò êëàññè÷åñêèì îðòîãîíàëüíûì ïîëèíîìàì, íàçûâàþòñÿ òåìè æå

èìåíàìè: ôîðìóëà Ãàóññà-Ëåæàíäðà äëÿ p = 1 è Ãàóññà-×åáûø¼âà äëÿ p = (1 −
x2)−1/2 íà [−1,1], Ãàóññà-Ýðìèòà íà (−∞,∞) ñ âåñîì e−x

2
è òàê äàëåå.

Âåñà. Âåñîâûå êîýôôèöèåíòû â îáùåì ñëó÷àå äàþòñÿ ôîðìóëîé (3.80), ãäå â

êà÷åñòâå óçëîâ Φk ñëåäóåò áðàòü íóëè îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ωn ∼ pn. Äëÿ
ñòàíäàðòíûõ p(x) òàêèå èíòåãðàëû ñ÷èòàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Îäíàêî çàäà÷ó

ìîæíî ñâåñòè è ê áîëåå ïðîñòîé.

Ïîäñòàâèì â êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (3.75) äëÿ n óçëîâ â êà÷åñòâå f(x)
îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû pj, c j = 0, . . . , n − 1, èç îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû ñ

âåñîì p(x). Òîãäà

n

∑
k=1

wkpj(xk) =
b

∫
a

dµpj(x) =
1

p0

b

∫
a

dµpj(x)p0(x) =
∥p0∥2

p0

⋅ δ0j.

Òàê êàê

∥p0∥2 = p2
0

b

∫
a

dµ = p2
0 µ,
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òî â èòîãå ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ wk:

n

∑
k=1

wkpj(xk) = δ0j ⋅ µp0, j = 0,1, . . . , n − 1. (3.81)

Ýòà ñèñòåìà ðàçðåøèìà, òàê êàê åå ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà.

◂ Îò ïðîòèâíîãî. Åñëè ìàòðèöà A = [pj(xk)] âûðîæäåíà, òî ñóùåñòâóåò

íåíóëåâîé âåêòîð w̃ = (w̃0, . . . , w̃n−1), òàêîé ÷òî Aw̃ = 0. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

A (3.81), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñòü ìíîãî÷ëåí∑ w̃ipi(x) ∈ Πn−1, êîòîðûé îáðàùàåòñÿ

â íîëü â n óçëàõ x1, . . . , xn, à çíà÷èò òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Íî ýòî ïðîòèâî-

ðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè {pi}, òàê ÷òî A äîëæíà áûòü íåâûðîæäåííîé,

÷.è ò.ä.▸

3.4.2.3 Âåñà è äèñêðåòíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.81) ïîëó÷èì â äðóãîì ïîäõîäå.

Äèñêðåòíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü. Ïóñòü {pn} � ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ïîëè-
íîìîâ íà [a, b] ñ âåñîì p(x). Òîãäà pipj äëÿ i, j ≤(n−1) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

íèæå 2n è äëÿ íåãî âåðíà îáùàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà

(pi, pj)≡∫ dµpipj =
n

∑
k=1

wkpi(xk)pj(xk).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñëåäñòâèå îðòîãîíàëüíîñòè, (pi, pj) = δij∥pi∥2, i, j =0,1, . . .,

ïîýòîìó ïîëó÷àåì çàïèñü äèñêðåòíîé îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ pi:

n

∑
k=1

wkpi(xk)pj(xk) = δij∥pi∥2, i, j = 0, . . . , n − 1. (3.82)

Íåìíîãî îòâëåêàÿñü, çàìåòèì, ÷òî äèñêðåòíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü ìîæåò áûòü

ïîëåçíà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè,

çàäàííîé òàáëè÷íî (3.57). Òîãäà ïðèáëèæåíèå ìîæíî ïîëó÷àòü ñðàçó â âèäå

ñóììû ïî áàçèñíûì ïîëèíîìàì äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé, áåç ðåøåíèÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé. Íåóäîáñòâî â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü çàäàíà ñâîèìè çíà-

÷åíèÿìè â íóëÿõ pn(x), êîòîðûå äëÿ êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ

âñåãäà íå ðàâíîîòñòîÿùèå. Äëÿ ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà Tn ôîðìóëà âñå ðàâíî

ïîëåçíà, ïîòîìó ÷òî èõ íóëè ïðîñòî ñ÷èòàþòñÿ. Ìîæíî è äàëüøå ðàçâèòü ýòó

èäåþ è ïîñòðîèòü îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé äëÿ çàäàí-

íîé ñèñòåìû óçëîâ, â òîì ÷èñëå ðàâíîîòñòîÿùèõ (ñì. [16]).
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Ôîðìóëà äëÿ âåñîâ. Ðàâåíñòâî (3.82) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

n

∑
k=1

(
√

wk
pi(xk)
∥pi∥

)(
√

wk

pj(xk)
∥pj∥

) = δij, i, j = 0, . . . , n − 1.

Åñëè îïðåäåëèòü ìàòðèöó Q n × n ñ ýëåìåíòàìè

Qij =
√

wi

pj(xi)
∥pj∥

,

òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñâîäèòñÿ ê ∑kQkiQkj = δij, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çà-

ïèñü ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ QTQ = I (I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà). Òîãäà âåðíî è

QQT =I. Ðàñïèñàâ îáðàòíî ÷åðåç ñóììó ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì ∑kQikQjk = δij,
è â ÿâíîì âèäå

n−1

∑
k=0

(
√

wi
pk(xi)
∥pk∥

)(√wj

pk(xj)
∥pk∥

) = δij, i, j = 0, . . . , n − 1.

Òîãäà ïðè i=j ïîëó÷àåì

wi

n−1

∑
k=0

p2
k(xi)
∥pk∥2

=1,

è îêîí÷àòåëüíî

wi = {
n−1

∑
k=0

p2
k(xi)
∥pk∥2

}
−1

> 0. (3.83)

Ìàòðèöà ßêîáè*. Ïðèâåäåì áåç âûâîäà☆åùå îäèí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ óçëîâ

è âåñîâ (Golub-Welsch algorithm).

Äëÿ ïðèâåäåííûõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ p̃n(x), î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ
ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ âèäà (3.39). Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê

p̃n+1 = (x − βn+1)p̃n − γ2
n+1p̃n−1, ãäå

βn+1 = (xp̃n,p̃n)
(p̃n,p̃n) = (xpn,pn)

(pn,pn) ; γ2
n+1 =

(p̃n,p̃n)
(p̃n−1,p̃n−1) .

Êîýôôèöèåíòû β è γ ñ÷èòàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ñèñòåìû

îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ.

Ïîñòðîèì òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó (ßêîáè) n × n

Jn =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

β1 γ2

γ2 β2 ⋅
⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ γn

γn βn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(3.84)

T0: Êîðíè xi, i = 1, . . . , n ïîëèíîìà pn ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàò-

ðèöû Jn.
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T0: Åñëè v(i) = (v(i)1 , . . . , v
(i)
n ) � ñîáñòâåííûé âåêòîð Jn, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ xi, òî âåñîâûå êîýôôèöèåíòû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóñ-

ñà ðàâíû

wi = µ
(v(i)1 )

2

(v(i), v(i))
=
µ (v(i)1 )

2

n

∑
k=1

(v(i)k )
2 .

3.4.2.4 Îñòàòî÷íûé ÷ëåí

Åñëè f � 2n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî âåðõíÿÿ îöåíêà

äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû Ãàóññà åñòü

R ≡ ∫ dµf(x) −
n

∑
k=1

wkf(xk) =
f (2n)(ξ)
(2n)!

∥ωn∥2, ξ ∈ [a, b]. (3.85)

◂Ïóñòü h ∈ Π2n−1 � ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è Ýðìèòà (1.49) äëÿ f :

h(xi) = f(xi), h′(xi) = f ′(xi), i = 1,2, . . . , n.

Äëÿ h ñòðîãî âåðíà ôîðìóëà Ãàóññà

b

∫
a

dµh(x) =
n

∑
i=1

wih(xi) =
n

∑
i=1

wif(xi),

òàê ÷òî îøèáêó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå èíòåãðàëà

R =
b

∫
a

dµ(f(x) − h(x)).

Íî ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè Ýðìèòà, â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.55), ðàâíà41

f(x) − h(x) = f
(2n)(ξ)
(2n)!

(x − x1)2(x − x2)2 . . . (x − xn)2 = f
(2n)(ξ)
(2n)!

ω2(x), ξ ∈ [a, b].

Òîãäà, èíòåãðèðóÿ è èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì, ïîëó÷èì (3.85). ▸
Íåäîñòàòîê ýòîé îöåíêè òî÷íîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòà îöåíêà ñâåðõó

êàê ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî çàâûøåííîé. Êðîìå òîãî, îíà âîîáùå ïðèìåíèìà

òîëüêî äëÿ ôóíêöèé, ó êîòîðûõ åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîäíàÿ, â òî âðåìÿ

êàê ôîðìóëà Ãàóññà ñõîäèòñÿ ïðè n → ∞ äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå

ôóíêöèè f . Êðîìå òîãî, åñëè äàæå ïðîèçâîäíàÿ è ñóùåñòâóåò, òî ÷èñëåííî èëè

àíàëèòè÷åñêè ñ÷èòàòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ïîðÿäêà 2n � äåëî íåáëàãîäàðíîå.

41Â ôîðìóëå (1.55) n+1 ýòî ÷èñëî óñëîâèé â çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè. Â íàøåì ñëó÷àå çíà÷èò

âìåñòî n + 1 íàäî ñòàâèòü 2n.
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3.4.2.5 Ôîðìóëà Ãàóññà-Ëåæàíäðà

Ñàìûé ïðîñòîé ÷àñòíûé ñëó÷àé p(x) = 1, î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿåò òàêæå è íàè-

áîëüøóþ öåííîñòü äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Ðàçáåðåì åãî ïîäðîáíî.

Â ýòîì ñëó÷àå íàì íóæíû ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû íà

ïðîìåæóòêå [−1,1] ñ âåñîì p=1. Òàáóëèðîâàííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà íîðìè-

ðîâàíû òàê, ÷òîáû Pn(1) = 1. Òîãäà ôîðìóëà Ðîäðèãà (3.51) äëÿ íèõ äàåò42

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[(x2−1)n] (3.86)

Òîãäà äëÿ ïðèâåäåííûõ ïîëèíîìîâ ïîëó÷àåì43

P̃n(x) =
n!

(2n)!
dn

dxn
[(x2−1)n] = 2n(n!)2

(2n)!
Pn (3.87)

Îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû íà [a, b] ñ âåñîì 1 ïîëó÷àåì èç Pn è P̃n ëèíåéíîé

çàìåíîé x = b+a
2 + b−a

2 t, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò (−1) â a, à (+1) â b. Òàêèì îáðàçîì,

ïîä ïðîèçâîäíîé ñòîèò (x − a)n(x − b)n, à êîýôôèöèåíò äëÿ ωn òî÷íî òàê æå

ôèêñèðóåòñÿ íîðìèðîâêîé:

ωn(x) =
n!

(2n)!
dn

dxn
[(x − a)n(x − b)n] . (3.88)

ßâíûé âèä ïåðâûõ íåñêîëüêèõ Pn íåñëîæíî ïîëó÷èòü èç (3.86) (ñì. òàêæå

ïðèëîæåíèå C):

P0 = 1

P1 = x
P2 = 1

2[3x2 − 1]
P3 = 1

2[5x3 − 3x]

P4 = 1
8[35x4 − 30x2 + 3]

P5 = 1
8[63x5 − 70x3 + 15x]

P6 = 1
16[231x6 − 315x4 + 105x2 − 5]

P7 = 1
16[429x7 − 693x5 + 315x3 − 35x]

Óçëû. Êàê âèäíî, Pn ýòî ÷åòíûå è íå÷åòíûå ìíîãî÷ëåíû, è èõ íóëè âïëîòü

äî n=5 ïîëó÷àþòñÿ êàê êîðíè (áè)êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, è äî n=7 êàê êîðíè

(áè)êóáè÷åñêèõ. Íà÷èíàÿ c n = 10 íóëè óæå íàõîäÿòñÿ òîëüêî ÷èñëåííî, íî

ïðîöåññ îáëåã÷åí òåì, ÷òî îíè õîðîøî ëîêàëèçîâàíû. Âñëåäñòâèå ÷åòíîñòè-

íå÷åòíîñòè Pn íóëè ðàñïðåäåëåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íóëÿ, è òîãäà èç

îáùåé ôîðìóëû (3.83) äëÿ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ wk âèäíî, ÷òî îíè òàêæå

ðàñïðåäåëåíû ñèììåòðè÷íî.

42Ìîæíî ðàñïèñàòü (x2 − 1) = (x + 1)(x − 1) è ðàñïèñàòü n-òóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ôîðìóëå

Ëåéáíèöà. Òîãäà ïðè x = 1 âñå ñëàãàåìûå â ñóììå áóäóò ðàâíû íóëþ, êðîìå òåõ, â êîòîðûõ

n ðàç äèôôåðåíöèðóåòñÿ (x − 1)n. Òîãäà [x2 − 1](n)∣
x=1 = (1 + 1)2n!, òàê ÷òî Pn(1) = 1.

43Òàê êàê (x2n)(n) = (2n)!
n!

xn.
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Óçëû ïîëèíîìîâ íà [a, b] ïîëó÷àþòñÿ ìàñøòàáèðîâàíèåì òàáóëèðîâàííûõ

íóëåé ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà Pn íà [−1,1] òåì æå ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì,

è ñëåäîâàòåëüíî îíè ðàñïðåäåëåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ïðî-

ìåæóòêà [a, b].

Âåñîâûå êîýôôèöèåíòû*. Äëÿ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü ôîðìóëó (3.80) èëè (3.83), íî â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü è

åùå áîëåå êîðîòêîå âûðàæåíèå.
Èç îïðåäåëåíèÿ ψnk(x) (3.79) âèäíî, ÷òî

ψnk(xi) = δikψnk(xk); ψnk(xk) = ω′n(xk).

Òàê êàê ψnk ∈ Πn−1, òî äëÿ ψ2
nk ∈ Π2n−2 âåðíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà (3.75):

∫ dµψ2
nk =

n

∑
i=1

wiψ
2
nk(xi) = wkψ

2
nk(xk),

è ñëåäîâàòåëüíî

wk =
∫ dµψ2

nk(x)

ψ2
nk

(xk)
≡ ∥ψnk∥2

ψ2
nk

(xk)
. (3.89)

Ýòî îáùàÿ ôîðìóëà, íî èìåííî ïðè p = 1 êâàäðàò íîðìû ψnk â (3.89) íåñëîæíî âû÷èñëèòü ÿâíî:

∫ dµψ2
nk =∫

dxω2
n

(x − xk)2
=−∫ ω2

nd
1

x − xk
=− ω2

n

x − xk
∣
b

a

+ 2∫
dxωnω′n
x − xk

. (3.90)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî ïåðåïèñàòü ∫
dxωnω

′

n
x−xk = ∫ dxψnkω′n. Çäåñü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå åñòü

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n−2, è ïîýòîìó äëÿ íåãî âåðíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.80):

∫ dxψnkω
′
n=∑

i

wiω
′
n(xi)ψnk(xi)=wkω

′
n(xk)ψnk(xk) = wkψ

2
nk(xk).

Òîãäà èç (3.89) è (3.90) ïîëó÷àåì

wkψ
2
nk(xk) =

ω2
n

x − xk
∣
b

a

.

Çíà÷åíèÿ ωn(x)∣x=a,b íàõîäèì èç (3.88). Åñëè â (3.88) ðàñïèñàòü ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ ïî ôîðìóëå

Ëåéáíèöà, òî ïðè x = a âñå ñëàãàåìûå îáðàòÿòñÿ â íîëü, êðîìå òîãî, â êîòîðîì n ðàç äèôôåðåíöèðóåòñÿ

ìíîæèòåëü (x − a)n. Ïîýòîìó

ωn(a) =
(n!)2

(2n)!
(a − b)n.

Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåì ωn(b), è âèäèì ÷òî

ω2
n(a) = ω2

n(b) =
(n!)4

[(2n)!]2
(b − a)2n. (3.91)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.91) âî âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí, ïîëó÷àåì

ω2
n

x − xk
∣
b

a

= ω2
n(b)(

1

b − xk
− 1

a − xk
) = (n!)4

[(2n)!]2
(b − a)2n+1

(xk − a)(b − xk)
.

Òîãäà äëÿ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ wk â ñëó÷àå p(x)=1 îêîí÷àòåëüíî èìååì:

wLeg
k [a, b] = (n!)4

[(2n)!]2

(b − a)2n+1

(xk − a)(b − xk)
⋅ 1

ψ2
nk(xk)

. (3.92)

Ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü òàêæå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê [ω′n(xk)]−2.

Ïðè a=−1, b = 1 èç (3.87) ïîëó÷àåì ωn ≡ P̃n = 2n(n!)2
(2n)! Pn, è ïîäñòàâëÿÿ â (3.92),

èìååì

wLeg
k [−1,1] = 2

1 − x2
k

[P ′
n(xk)]

−2
. (3.93)
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Îñòàòî÷íûé ÷ëåí. Ïîäñòàâëÿåì ωn = P̃n â îáùóþ ôîðìóëó (3.85) äëÿ îñòà-

òî÷íîãî ÷ëåíà. Ó÷èòûâàÿ ÷òî ∥Pn∥2 = 2/(2n + 1), èç (3.87) ïîëó÷àåì

∥ωn∥2 = 22n (n!)4

[(2n)!]2
∥Pn∥2 = 22n+1

2n + 1

(n!)4

[(2n)!]2
.

Òîãäà (3.85) ñâîäèòñÿ ê

RLeg
[−1,1](f) =

22n+1(n!)4

(2n + 1)[(2n)!]3
f (2n)(ξ), ξ ∈ [−1,1]. (3.94)

Íà ïðîìåæóòêå [a, b] òîãäà ïîëó÷àåì ◂ . . .▸

R(f) = (b − a)2n+1(n!)4

(2n + 1) [(2n)!]3 ⋅ f
(2n)(ξ), ξ ∈ [a, b]. (3.95)

Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ â ñëó÷àå b−a = 1 äëÿ íåñêîëü-

êèõ êîíêðåòíûõ n, è äëÿ ñðàâíåíèÿ âûïèøåì ñïðàâà îñòàòî÷íûå ÷ëåíû ôîð-

ìóëû Ñèìïñîíà ñ òåì æå n:

n G.-Legendre Simpson

2
1

2592
f (4)(ξ) 1

4 ⋅ 104
f (4)(ξ)

4
1

2 ⋅ 109
f (8)(ξ) 1

7 ⋅ 105
f (4)(ξ)

6
1

5 ⋅ 1015
f (12)(ξ) 1

3 ⋅ 107
f (4)(ξ).

Êàê ìû óæå çíàåì, âûñîêàÿ ñòåïåíü ïðîèçâîäíîé f â ñòîëáöå Ãàóññà íå åñòü

ñòîëü áîëüøîé ïîâîä äëÿ ðàäîñòè, êàê ìîæíî áûëî áû äóìàòü. Îäíàêî ñêî-

ðîñòü óìåíüøåíèÿ âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà ïðè íåì äåéñòâèòåëüíî ãîâîðèò îá

ýôôåêòèâíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû íà÷èíàÿ ñ n ≥ 3.

×èñëà. Èòàê, â ñëó÷àå p = 1 êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà íà ïðîìåæóòêå

[−1,1] ïðåâðàùàåòñÿ â ôîðìóëó Ãàóññà-Ëåæàíäðà

1

∫
−1

dxf(x) =
n

∑
k=1

wkf(xk) +R(f),

ãäå óçëû ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà Pn (3.86), âåñà äàþòñÿ âûðà-

æåíèåì (3.83) èëè (3.93), à îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëîé (3.94).
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Ïðèâåäåì êîíêðåòíûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ n:

n Pn(x) xi wi R

1 x 0 2 1
3f

(2)

2 1
2(3x2 − 1) ±1/

√
3 1 1

135f
(4)

3 1
2(5x3 − 3x)

0

±
√

3/5
8/9
5/9

f(6)
15 750

4 1
8(35x4−30x2+3)

±
√

3−2
√

6/5
7

±
√

3+
√

6/5
7

18+
√

30
36

18−
√

30
36

f(8)
3.5⋅106

6 231x6−315x4+105x2−5
16

±0,932 469 514 203

±0,661 209 386 466

±0,238 619 186 083

0,171 324 492 379 170

0,360 761 573 048 138

0,467 913 934 572 691

f(12)
6.4⋅1011

Êàê áûëî óêàçàíî âûøå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, îöåíêà äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà

íå îñîáî óäîáíà äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè

÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ äâîéíîé ïåðåñ÷åò � âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà, ñêàæåì, ïðè n=3

è ïðè n=6. Ðàçíèöà äàåò îöåíêó òî÷íîñòè.

Ïðèìåðû ñ÷åòà íåñêîëüêèõ èíòåãðàëîâ ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Ëåæàíäðà ñ n =
3,6,12,24 è ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà ñ m = 1,2,4,8 (ò.å ñ ïðèìåðíî òåì æå � ÷óòü

áîëüøèì � ÷èñëîì òî÷åê íà âñåì ïðîìåæóòêå, â êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ ïîäûí-

òåãðàëüíîå âûðàæåíèå) èëëþñòðèðóþò ñðàâíèòåëüíóþ òî÷íîñòü ñ÷åòà:
b

∫
a
dxf(x)

3.2

∫
2

dxx√
x2+1

2

∫
0

dxex arctan(x+1)√
x+2

3.2

∫
2

dxex
2−x

ln(4x2+x+2)

f(x)

Simpson m = 1 1.98901988112 4.04007836678 2.12292234843

Simpson m = 3 1.98899926573 4.02411689900 1.67097644818

Simpson m = 6 1.98899916887 4.02390926239 1.66074632172

Simpson m = 12 1.98899916408 4.02389612394 1.66073662614

Gauss-L n = 3 1.98899978616 4.02380410716 1.79395322693

Gauss-L n = 6 1.98899916378 4.02389524582 1.65561069898

Gauss-L n = 12 1.98899916378 4.02389524524 1.66075432476

Gauss-L n = 24 1.98899916378 4.02389524524 1.66073754983

âñå çíàêè âåðíûå 1.98899916378 4.02389524524 1.66073754990
Çäåñü ïîä÷åðêíóòû íåâåðíûå ðàçðÿäû. Êàê âèäíî, ÷èñëåííàÿ ñëîæíîñòü èíòå-

ãðàëîâ èäåò ïî íàðàñòàþùåé.
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3.4.2.6 Ôîðìóëà Ãàóññà-×åáûø¼âà

Ôîðìóëà Ãàóññà-Ëåæàíäðà õîðîøà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé áåç

îñîáåííîñòåé è íà êîíå÷íîì îòðåçêå. Åñëè æå ó f åñòü (äàæå èíòåãðèðóåìûå)

îñîáåííîñòè, òî ïðèâåäåííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ñòàíîâèòñÿ

áåñêîíå÷íîé, à ñõîäèìîñòü è òî÷íîñòü çíà÷èòåëüíî óõóäøàþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå

ìîæåò èìåòü ñìûñë âêëþ÷èòü îñîáåííîñòü â âåñ p(x) è âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçíî-
âèäíîñòüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ñ ýòèì âåñîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðî-

ìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ (ïîëó-)áåñêîíå÷íûé, òî òîæå ïðèäåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ

îáùåé ôîðìóëîé.

Ñòàíäàðòíûìè è èñïîëüçóåìûìè ÿâëÿþòñÿ, êðîìå óæå ðàññìîòðåííîé ôîð-

ìóëû Ãàóññà-Ëåæàíäðà, ôîðìóëû Ã.-Ýðìèòà (íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå, ñ

âåñîì e−x
2
), Ã.-Ëàãåððà (íà ïîëóáåñêîíå÷íîì, ñ âåñîì e−x) è Ã.-×åáûø¼âà � íà

êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a, b], ñ âåñàìè ((b−x)(x−a))±1/2
. Ôîðìóëà Ã.-×. ñ âåñîì

1/
√

1 − x2 (äàëüøå áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ãîâîðèòü îá èíòåðâàëå [−1,1]) õîðîøà,
âî-ïåðâûõ, òåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ íåå ìîæíî ýôôåêòèâíî èíòåãðèðîâàòü ôóíê-

öèè ñ êîðíåâûìè îñîáåííîñòÿìè, à âî-âòîðûõ, óçëû è âåñîâûå êîýôôèöèåíòû

â íåé èìåþò îñîáåííî ïðîñòîé âèä.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôîðìóëó Ã.-×åáûø¼âà íà [−1,1]:

1

∫
−1

f(x)√
1 − x2

dx =
n

∑
i=1

wif(xi) +R(f).

Â ýòîì ñëó÷àå óçëû åñòü íóëè ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà I ðîäà Tn(x), êîòîðûå
ñ óêàçàííûì âåñîì îðòîãîíàëüíû íà [−1,1]. Ò.ê. Tn = cos(narccosx), òî íóëè

íàõîäèì èç narccosx = (k + 1/2)π:

xk = cos
(2k + 1)π

2n
, k = −1, . . . ,−n,

èëè â ðàçâåðíóòîé çàïèñè

{xi}n1 = { cos
π

2n
, cos

3π

2n
, cos

5π

2n
, . . . , cos

(2n − 1)π
2n

}.

Âåñà wi âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå (3.83).

Èç (3.2.4.4)

∥T0∥2 = π, à äëÿ n ≥ 1 ∥Tn∥2 = π/2.
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Ïîýòîìó

w−1
i = cos2(0)

π
+ 2

π

n−1

∑
k=1

cos2(k arccosxi) =
1

π
+ 1

π

n−1

∑
k=1

[1+cos(2k arccosxi)] =

= n
π
+ 1

π

n−1

∑
k=1

cos(2kΘi), ãäå Θi = arccosxi.

Çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê xi åñòü íóëè Tn, òî cos(nΘi)=0.

Âîçüìåì ïåðâûé è ïîñëåäíèé ÷ëåíû èç ñóììû. Ñóììà êîñèíóñîâ ýòî

cosα + cosβ = 2 cos
α + β

2
cos

α − β
2

,

òàê ÷òî

cos 2Θ + cos[2(n−1)Θi] ∼ cosnΘi = 0.

Òàê æå êîìáèíèðóÿ ïîïàðíî îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû, ïîëó÷èì ÷òî ñóììû ïðîïîðöè-

îíàëüíû ïîëóñóììå àðãóìåíòîâ, òî åñòü cosnΘi è îáðàùàþòñÿ â íîëü. Ïîýòîìó

è âñÿ ñóììà ðàâíà íóëþ è îñòàåòñÿ ïðîñòî

wi =
π

n
.

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí ïîëó÷àåì èç (3.85), ó÷èòûâàÿ ÷òî (äëÿ n > 0) ∥Tn∥2 = π/2, à
ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 2n−1 (íàïðèìåð èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé).

Ñîáèðàÿ âìåñòå âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ãàóññà-×åáûø¼âà â ÿâíîì

âèäå:

1

∫
−1

f(x)dx√
1−x2

= π
n

n

∑
k=1

f(xk) +
2π

(2n)! 22n
f (2n)(ξ), xk=cos

(2k−1)π
2n

. (3.96)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 5 îñòàòî÷íûé ÷ëåí R5(f) = π
1,8⋅109f

(10)(ξ).

3.4.2.7 Äðóãèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû*

Ôîðìóëà Ãàóññà-Êðîíðîäà. Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, äëÿ ïðîâåðêè òî÷-

íîñòè âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ôîðìóëå Ãàóññà îòíîñèòåëüíî ýôôåêòèâíûì

ñïîñîáîì ÿâëÿåòñÿ äâîéíîé ïåðåñ÷åò. Îí õîðîøî ðàáîòàåò, åñëè èäåò ðå÷ü ñêà-

æåì î ôîðìóëàõ Ãàóññà-Ëåæàíäðà ñ íåáîëüøèìè n, äëÿ êîòîðûõ óçëû è âåñà

äàâíî ïîñ÷èòàíû, è íóæíî òîëüêî ïîäñòàâèòü íóæíûå çíà÷åíèÿ, à òàêæå çíà-

÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ óçëàõ âû÷èñëÿþòñÿ áûñòðî. Íî ìîæåò áûòü è òàê, ÷òî

ôóíêöèÿ ïîä èíòåãðàëîì ñëîæíàÿ, è âû÷èñëåíèå åå çíà÷åíèé â óçëàõ çàíèìàåò
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áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè ðàñ÷åòà. Òîãäà âû÷èñëÿòü èíòåãðàë äâà ðàçà, ñ ðàçíû-

ìè n, ñòàíîâèòñÿ íå î÷åíü ýôôåêòèâíî, òàê êàê óçëû äëÿ ðàçíûõ n íèêîãäà íå

ñîâïàäàþò.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôîðìóëó Ãàóññà â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ó íàñ åñòü ôîðìóëà äëÿ n óçëîâ òî÷íîñòè 2n − 1.

Åñëè ê óçëàì äîáàâèòü åùå ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûáðàííûå n + 1 óçåë, ïî-

ëó÷èì ôîðìóëó òî÷íîñòè 3n+ 1. Òàêîå îáîáùåíèå ôîðìóëû Ãàóññà íàçûâàåòñÿ

ôîðìóëîé Ãàóññà-Êðîíðîäà (Gauss-Kronrod). Òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè ñ

ïîâûøåíèåì òî÷íîñòè, âû÷èñëåííûå ðàíåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â óçëàõ èñïîëü-

çóþòñÿ ïîâòîðíî. Ðàçíèöó äâóõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê îöåíêó

òî÷íîñòè. Ïðèâåäåì óçëû è âåñà äëÿ ôîðìóëû "G7K15" c 15 óçëàìè

Óçëû Ãàóññà Âåñà wi

±0.94910 79123 42759 * 0.12948 49661 68870

±0.74153 11855 99394 * 0.27970 53914 89277

±0.40584 51513 77397 * 0.38183 00505 05119

0.00000 00000 00000 * 0.41795 91836 73469

Óçëû Êðîíðîäà

±0.99145 53711 20813 0.02293 53220 10529

±0.94910 79123 42759 * 0.06309 20926 29979

±0.86486 44233 59769 0.10479 00103 22250

±0.74153 11855 99394 * 0.14065 32597 15525

±0.58608 72354 67691 0.16900 47266 39267

±0.40584 51513 77397 * 0.19035 05780 64785

±0.20778 49550 07898 0.20443 29400 75298

0.00000 00000 00000 * 0.20948 21410 84728

Ìåòîä Êëåíøîó-Êóðòèñà. Åñòü è äðóãèå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èíòåãðè-

ðîâàíèÿ, íå îñíîâàííûå íà ôîðìóëå Ãàóññà. Ñðåäè íèõ ìîæíî óïîìÿíóòü ìåòîä

Êëåíøîó-Êóðòèñà (Clenshaw�Curtis quadrature). Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-

ùåì. Ïóòü íàäî âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫
1

−1dxf(x). Ïåðåéäÿ ê íîâîé ïåðåìåííîé,

x = cos Θ, åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

∫
1

−1
dxf(x) = ∫

π

0
dΘ sin Θf(cos Θ).

f(cos Θ) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ Θ, êîòîðóþ ìîæíî ðàçëîæèòü â êîñèíóñ-ðÿä Ôó-

ðüå44

f(cos Θ) = a0

2
+

∞
∑
k=1

ak coskΘ,

à ýòîò ðÿä ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî÷ëåííî è ïîëó÷èòü ◂ . . .▸

∫
π

0
dΘ sin Θf(cos Θ) = a0 +

∞
∑
k=1

2a2k

1 − (2k)2
.

44Â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì ðÿäå Ôóðüå äëÿ ÷åòíîé f âñå êîýôôèöèåíòû ïðè ñèíóñàõ ðàâíû

íóëþ
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê íàõîæäåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå

ak =
2

π ∫
π

0
dΘf(cos θ) cos(kθ).

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòî íå ÿâëÿåòñÿ óïðîùåíèåì. Îäíàêî íà ñàìîì äåëå òà-

êèå èíòåãðàëû ñ÷èòàþòñÿ î÷åíü áûñòðî áëàãîäàðÿ FFT (ñì. ï.1.3.3), à ñàì ðÿä

áûñòðî ñõîäèòñÿ. Ñ÷èòàÿ ÷èñëåííî èíòåãðàë äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ìåòîäîì òðà-

ïåöèé, ìû ôàêòè÷åñêè çàìåíÿåì åãî äèñêðåòíûì êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèåì Ôó-

ðüå (DCT)

ak ≈
2

N
[f(1)

2
+ f(−1)

2
(−1)k +

N−1

∑
n=1

f( cos
nπ

N
) cos

nkπ

N
] .

Äëÿ íóæíûõ íàì ÷åòíûõ êîýôôèöèåíòîâ èìååì DCT ïîðÿäêà N/2

a2k ≈
2

N

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

f(1)+f(−1)
2

+f(0)(−1)k+
N/2−1

∑
n=1

{f(cos
nπ

N
) + f(− cos

nπ

N
)} cos

nkπ

N/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

êîòîðûé áûñòðî ñ÷èòàåòñÿ ìåòîäîì FFT (íàïðèìåð äëÿ N = 2p).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñ÷åòà èíòåãðàëà â èòîãå èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

â ìàêñèìóìàõ ïîëèíîìà ×åáûø¼âà TN : xk = ± cos nπN . Ýòî íåóäèâèòåëüíî, åñëè

âñïîìíèòü, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ïî Θ = arccosx ýòî òî æå ñàìîå

÷òî ðÿä Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíûì ïîëèíîìàì Tn(x).
Àëãîðèòì áûñòðî ñõîäèòñÿ, èìååò òî÷íîñòü, ñðàâíèìóþ ñ ìåòîäîì Ãàóññà, è

ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ N → 2N èñïîëüçóþò ïåðåêðûâàþùèåñÿ íàáî-

ðû óçëîâ.
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Ãëàâà 4

Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

Integral Equations

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è òåðìèíîëîãèÿ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ íà âåùåñòâåííîé îñè: Ôðåä-

ãîëüìà (Fredholm) I è II ðîäà

I ∶ λ

b

∫
a

dsK(x, s)y(s) = f(x) (4.1)

II ∶ y(x) − λ
b

∫
a

dsK(x, s)y(s) = f(x) (4.2)

è Âîëüò�åððà (Volterra) I è II ðîäà

I ∶ λ

x

∫
a

dsK(x, s)y(s) = f(x) (4.3)

II ∶ y(x) − λ
x

∫
a

dsK(x, s)y(s) = f(x). (4.4)

Ôóíêöèÿ K(x, s) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì (kernel) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ôîðìàëüíî óðàâíåíèå Âîëüòåððà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé

óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ñ ÿäðîì, äëÿ êîòîðîãî

K(x, s) = 0 ïðè s > x,

íî âñëåäñòâèå îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ åãî èíîãäà öåëåñîîáðàçíî âûäåëÿòü â îò-

äåëüíûõ êëàññ.
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Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, f(x), ðàâíà íóëþ, òî óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ
îäíîðîäíûìè, èíà÷å � íåîäíîðîäíûìè.

ßäðî íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì (Hermite), åñëè K(x, s)=K(s, x) (÷åðòà îçíà-
÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå). Â âåùåñòâåííûõ çàäà÷àõ ÿäðî íàçûâàåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íûì (èëè ñèììåòðè÷åñêèì, èëè symmetric) åñëè K(x, s)=K(s, x). Ìû

çäåñü â îñíîâíîì îãðàíè÷èìñÿ âåùåñòâåííûì ñëó÷àåì.

Åñëè K(x, s)=K(x−s), òî K � ðàçíîñòíîå ÿäðî (di�erence kernel).

ßäðî íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûì (polar), åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå

K(x, s) = Φ(x, s)
∣x − s∣α

, 0<α<1,

ãäå Φ(x, s) íåïðåðûâíà.
Åñëè ÿäðî ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷íîé ñóììû

K(x, s) =
n

∑
i=1

ψi(x)ϕi(s), (4.5)

òî îíî íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì (degenerate).

4.2 Ìåòîä êâàäðàòóð.

Çàìåíà èíòåãðàëà êîíå÷íîé ñóììîé

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîK(x, s) è f(x) íåïðåðûâíû è, áîëåå òîãî, èìåþò íåïðå-

ðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà. Òîãäà ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ áóäóò èìåòü ïðîèçâîäíûå òîãî æå ïîðÿäêà.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èíòåãðàë, âõîäÿùèé â íåãî, çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íîé

ñóììîé, ïðè ïîìîùè êàêîé-ëèáî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, ò.å.

b

∫
a

dxF (x) =
n

∑
j=1

wjF (xj) +R(F ), (4.6)

ãäå x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b] ýòî íàáîð óçëîâ, wi � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, íå çàâè-

ñÿùèå îò x è F , à R(F ) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí.

Çàïèøåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, ê ïðèìåðó, íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ôðåä-

ãîëüìà II ðîäà (4.2), â êàæäîì óçëå

y(xi) − λ
b

∫
a

dsK(xi, s)y(s) = f(xi), i = 1, . . . , n,
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è çàìåíèì â êàæäîì óðàâíåíèè èíòåãðàë êîíå÷íîé ñóììîé (4.6). Ïîëó÷èì ñè-

ñòåìó n àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè

yi − λ
n

∑
j=1

wjKijyj = fi, j = 1, . . . , n, (4.7)

ãäå ââåäåíû î÷åâèäíûå îáîçíà÷åíèÿ yi=y(xi), fi=f(xi) è

K(xi, xj) =Kij.

Ðåøàÿ åå, ïîëó÷èì {yi}n1 � çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â óçëàõ {xi}n1 . Â ñëó÷àå óðàâ-

íåíèÿ Âîëüòåððà ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû èìååò òðåóãîëüíûé âèä è

ïîòîìó îñîáåííî áûñòðî ðåøàåòñÿ (ñì. ï. 4.7).

Ôóíêöèÿ

Y (x) = f(x) + λ
n

∑
j=1

wjK(x,xj)yj

â óçëàõ {xi}n1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ {yi}n1 , è ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ

àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

� Åñëè â êà÷åñòâå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû áðàòü ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òî

x1 = a + h
2
, x2 = a + 3h

2
, . . . , xn = a + (2n−1)h

2
;

w1 = w2 = . . . = wn = b−a
n

= h.

� Åñëè â êà÷åñòâå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû áðàòü ôîðìóëó Ñèìïñîíà, òî n = 2m+1, h = b−a
2m

è

x1 = a, x2 = a + h, . . . , x2m+1 = a + 2mh;

w1 = w2m+1 = h
3

; w2 = w4 = . . . = w2m = 4h
3

; w3 = w5 = . . . = w2m−1= 2h
3
.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ÷åì áîëåå òî÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïðèìåíÿåòñÿ, òåì âûøå òðåáîâàíèÿ,

ïðåäúÿâëÿåìûå ê ÿäðó K è ïðàâîé ÷àñòè f . Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ áîëåå òî÷íûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ

ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè íåñîáëþäåíèè ýòèõ òðåáîâàíèé ìîæåò ïðèâåñòè ê îáðàòíîìó

ýôôåêòó.

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ïî òàêîé æå ñõåìå è ïðèâîäèòñÿ ê îäíîðîä-

íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4.7), ñ f = 0. Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ åå, êàê

èçâåñòíî, ñóùåñòâóþò, åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí íóëþ. Òîãäà èç ýòîãî

óñëîâèÿ ïîëó÷àåì äëÿ λ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå n-é ñòåïåíè. Åãî êîðíè

λ1, . . . , λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷å-

ñêîé ñèñòåìû (4.7) ñ f = 0 äàþò ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ (íåêîòîðûõ èç)

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ÿäðà K(x, s).
Êàê èçâåñòíî, ñòðóêòóðà ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû çàâèñèò îò òîãî,

ÿâëÿåòñÿ ëè λ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Åñëè íåò, òî ðåøå-

íèå åäèíñòâåííî, èíà÷å ðåøåíèÿ èëè íå ñóùåñòâóåò, èëè îíî íå åäèíñòâåííî.
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Óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî óçëîâ n, ìû ìîæåì, â ïðèíöèïå, ïîëó÷èòü ñêîëü óãîä-

íî áîëüøîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (4.7).

Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ãðóáî ãîâîðÿ, ïðåäñòàâëÿ-

þò ñîáîé â íåêîòîðîì ðîäå áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñî ñâîé-

ñòâàìè, ïîõîæèìè íà ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ñèñòåì. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî äåé-

ñòâèòåëüíî, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà ïðåäñòàâèìû êàê

îïåðàòîðíûå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé L2.

Ïðèìåð

Ðåøàåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

y(x) + x
1

∫
0

ds (exs − 1)y(s) = ex − x (4.8)

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ñèìïñîíà ñðàçó äëÿ âñåãî ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ:

n=3 è ∫
1

0 f(s)ds ≈
1
6 (f(0) + 4f(1/2) + f(1)). Òîãäà èìååì

y(x) + x
6
[(ex⋅0 − 1)y0 + 4(ex/2 − 1)y1/2 + (ex − 1)y1] = ex − x.

Ïîäñòàâëÿÿ x = 0, 1
2 ,1, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

x = 0 ∶ y0 = 1,

x = 1
2 ∶

1
3(e1/4 + 2)y1/2 + 1

12(e1/2 − 1)y1 = e1/2 − 1
2 ,

x = 1 ∶ 2
3(e1/2 − 1)y1/2 + 1

6(e + 5)y1 = e − 1.

Ðåøàÿ åå,ïîëó÷èì y0 = 1, y1/2 = 0.999, y1 = 0.9996.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ åñòü y ≡ 1, ðåçóëüòàò

äîâîëüíî õîðîøèé.

4.2.1 Íåêîòîðûå ïðèåìû áîðüáû ñ îñîáåííîñòÿìè

Ðàññìîòðèì èõ îïÿòü íà ïðèìåðå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäà

(4.2).

1. Ïóñòü K(x, s) � ãëàäêàÿ, à f(x) èìååò îñîáåííîñòè. Ñäåëàåì çàìåíó y(x) =
f(x) + z(x), è ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

z(x) + f(x) − λ
b

∫
a

dsK(x, s)z(s) − λ
b

∫
a

dsK(x, s)f(s) = f(x)

⇒ z(x) − λ
b

∫
a

dsK(x, s)z(s) = λ
b

∫
a

dsK(x, s)f(s)
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è ïðàâàÿ ÷àñòü íîâîãî óðàâíåíèÿ áîëåå ãëàäêàÿ, ÷åì áûëà, áëàãîäàðÿ "ñãëàæè-

âàíèþ" èíòåãðèðîâàíèåì.

2. Ïóñòü K(x, s) è åå ïðîèçâîäíûå ïî s èìåþò ðàçðûâû ïðè x = s (ýòî ÷àñòî
âñòðå÷àþùèéñÿ ñëó÷àé, íàïðèìåð â óðàâíåíèÿõ Âîëüòåððà èëè êîãäà ÿäðî åñòü

ôóíêöèÿ Ãðèíà). Òîãäà ïåðåïèøåì óðàâíåíèå òàê:

y(x)[1 − λ
b

∫
a

dsK(x, s)] − λ
b

∫
a

dsK(x, s)(y(s) − y(x)) = f(x).

Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íåò èñêîìîé ôóíêöèè è èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí

ÿâíî.

Ôóíêöèÿ K(x, s)(y(s)−y(x)), êîòîðàÿ òåïåðü ñòîèò ïîä èíòåãðàëîì, èìååò

êëàññ ãëàäêîñòè íà åäèíèöó âûøå, ÷åì èñõîäíîå ÿäðî K(x, s) ïðè x=s.

4.3 Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

êàê îïåðàòîðíûå â L2

4.3.1 Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà

Ìû âèäåëè, ÷òî îò îñîáåííîñòåé íåîäíîðîäíîñòè f è ÿäðà K ìîæíî ýôôåê-

òèâíî èçáàâëÿòüñÿ ïåðåõîäîì ê íîâîé èñêîìîé ôóíêöèè èëè íîâîìó ÿäðó. Ðàñ-

ñìîòðèì óðàâíåíèÿ ñ äîñòàòî÷íî "õîðîøèì" ÿäðîì K.

Ïóñòü K(x, s) èíòåãðèðóåìî ñ êâàäðàòîì, ò.å.

M ≡
b

∫
a

b

∫
a

dxds ∣K(x, s)∣2 <∞, (4.9)

è áóäåì èñêàòü y(x) â êëàññå ôóíêöèé L2[a, b].
Ñîïîñòàâèì óðàâíåíèþ (4.1) λ∫dsK(x, s)y(s)=f(x) ëèíåéíûé îïåðàòîð A,

îïðåäåëÿåìûé òàê, ÷òî

ψ = Ay ⇔ ψ(x) =
b

∫
a

dsK(x, s)y(s). (4.10)

Ýòîò îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå L2[a, b], íàçû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà ñ ÿäðîì K. Óðàâíåíèÿ (4.1) è (4.2) ñ ÿäðîì,

óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (4.9), è ñ f(x), y(x)∈L2[a, b] íàçûâàþòñÿ óðàâíåíè-
ÿìè Ôðåäãîëüìà (â ñòðîãîì ñìûñëå).
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Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ (4.1) ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ëèíåéíîãî îïå-

ðàòîðà A (4.10) è àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà I ðîäà

Ay = Λf, ãäå Λ = 1/λ.

Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (4.1-4.4) ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷å íà ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðà è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L2: íóæíî íàéòè çíà-

÷åíèÿ λ (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ), ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå èìååò íåòðèâèàëüíîå

ðåøåíèå (ñîáñòâåííûé âåêòîð). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A íàçûâàþò

òàêæå ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ÿäðàK, à åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðà � ñîáñòâåí-

íûìè ôóíêöèÿìè ÿäðà.

Â íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèÿõ (4.1-4.4) ïàðàìåòð λ îáû÷íî ïîëàãàåòñÿ çàäàí-

íûì, è çàäà÷à, ãðóáî ãîâîðÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íóþ íåîäíîðîäíóþ

ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿ-

åòñÿ λ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A èëè íåò.

Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå âåêòîðà è

çíà÷åíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè âîïðîñû ñõîäèìîñòè, à ñëåäîâàòåëüíî è

îãðàíè÷åííîñòè, íåïðåðûâíîñòè, êîìïàêòíîñòè è ïð.

4.3.2 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â L2

Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2[a, b] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñ

âåñîì p(x)=1:

(f, g) =
b

∫
a

dxf(x)g(x). (4.11)

Íîðìà è ìåòðèêà, êàê îáû÷íî, èíäóöèðîâàíû ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Â

ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (4.11), êàê ìû çíàåì, ìîæíî â êà÷åñòâå îðòîãîíàëüíîé

ñèñòåìû â L2 âçÿòü, íàïðèìåð, ïîëèíîìû Ëåæàíäðà èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ (ñì. ï.3.1.10) {sinkx, coskx}.

Îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû. Íîðìîé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, íàçîâåì ÷èñëî

∥A∥ = sup
∥y∥=1

∥Ay∥. (4.12)

Âåçäå íèæå ðå÷ü áóäåò èäòè òàêæå òîëüêî î ëèíåéíûõ îïåðàòîðàõ.

Èìåÿ íîðìó, ìîæíî òåïåðü â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ â H èíäóöèðîâàòü

ìåòðèêó êàê ρ(A,B) = ∥A −B∥ è îïðåäåëèòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áåñ-

êîíå÷íûå ðÿäû, ñõîäèìîñòü è íåïðåðûâíîñòü.
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Ìíîæåñòâî B â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè

∃α>0 ∣ ∀ b∈B ∥b∥ ≤ α.

Åñëè ó îïåðàòîðà A åñòü êîíå÷íàÿ íîðìà ∥A∥, òî îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ îãðàíè-

÷åííûì (bounded). Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïåðåâîäèò âñÿêîå

îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â îãðàíè÷åííîå. Ïðèìåð íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ

� äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû1.

Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà Ôðåäãîëüìà. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áó-

íÿêîâñêîãî, äëÿ ïî÷òè âñåõ x èìååì

∣ψ(x)∣2= ∣
b

∫
a

dsK(x, s)y(s)∣
2

≤
b

∫
a

ds∣K(x, s)∣2 ⋅
b

∫
a

ds∣y(s)∣2=
b

∫
a

ds∣K(x, s)∣2 ⋅∥y∥2.

Èíòåãðèðóÿ ïî x, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

∥Ay∥2 =
b

∫
a

ds ∣ψ2(s)∣ ≤ ∥y∥2 ⋅
b

∫
a

b

∫
a

dxds∣K(x, s)∣2 = ∥y∥ ⋅M,

îòêóäà âèäèì, ÷òî ψ ∈ L2, è ïîëó÷àåì òåîðåìó:

T0: Îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà A îãðàíè÷åí, ñ íîðìîé

∥A∥ ≤
√
M. (4.13)

Íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû. Îïåðàòîð A íåïðåðûâåí â òî÷êå y, åñëè

∀ε>0 ∃ δ(ε) ∣ {∥y − z∥<δ⇒ ∥Ay−Az∥<ε};

îïåðàòîð íåïðåðûâåí (continuous), åñëè îí íåïðåðûâåí ∀y ∈H.

T0: Îïåðàòîð íåïðåðûâåí ò.è ò.ò., êîãäà îí îãðàíè÷åí ◂ . . .▸.

4.3.3 Âûðîæäåííîå ÿäðî è

ñïåêòð âûðîæäåííîãî îïåðàòîðà

Ïóñòü ÿäðî ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, òî åñòü èìååò âèä (4.5)

K(x, s) =
n

∑
i=1

ψi(x)ϕi(s),

ãäå n � êîíå÷íîå ÷èñëî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè

ψi(x) � ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå2.
1Íàïðèìåð, y = x−1/4 ∈ L2

[0,1] (ò.å. ∃ ∫
1
0 dxy

2), íî y′ ∼ x−5/4, è èíòåãðàë ∫ dx(y
′)2 â íóëå

ðàñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð d/dx íå èìååò êîíå÷íîé íîðìû L2.
2Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû âñåãäà ìîæåì ïåðåïèñàòü ñóììó ÷åðåç ëèíåéíî-íåçàâèñèìóþ

ïîäñèñòåìó.
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Òàêîìó ÿäðó ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð A, êîòîðûé ïåðåâîäèò âñ¼ L2[a, b] â
êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè ψ1, . . . , ψn:

Ay =
b

∫
a

dsK(x, s)y(s) =
n

∑
i=1

ψi(x)
b

∫
a

dsϕi(s)y(s)

Áóäåì íàçûâàòü òàêîé îïåðàòîð âûðîæäåííûì.

Ïîäñòàâëÿÿ (4.5) â óðàâíåíèå (4.2), ïîëó÷èì

y(x) = f(x) + λ
n

∑
i=1

ψi(x)
b

∫
a

dsϕi(s)y(s). (4.14)

Ïåðåïèøåì èíòåãðàëû â òåðìèíàõ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (4.11) è ââåäåì

îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ:

y(x) = f(x) +∑
i

Ciψi(x) ãäå Ci = λ∫ dsϕi(s)y(s) ≡ λ(ϕi, y). (4.15)

Ïîäñòàâëÿÿ y â òàêîì âèäå â ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷èì

∑
i

Ciψi(x)=λ∑
i

ψi(x)(ϕi, f(x)+∑
j

Cjψj(x)),

è â èòîãå

n

∑
i=1

ψi(x){Ci − λ∑
j

αijCj − λfi} = 0,

ãäå

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

fi = (ϕi, f) = ∫ dsϕi(s)f(s),
αij =(ϕi, ψj) = ∫ dsϕi(s)ψj(s).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòüþ ψi, ïîëó÷àåì òî÷íóþ êîíå÷-

íóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ci:

Ci − λ
n

∑
j=1

αijCj = λfi, i = 1,2, . . . , n. (4.16)

Ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû äàåò óðàâíåíèå äëÿ λ � ýòî óðàâíå-

íèå äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ôðåäãîëüìà, êîòîðûé â ðàññìàòðèâà-

åìîì ñëó÷àå âûðîæäåí. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ åñòü ðåøåíèÿ

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Êàê âèäíî, èõ êîíå÷íîå ÷èñëî n.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî âûðîæäåííûé îïåðàòîð èìååò ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è âåêòîðîâ, ò.å. åãî ñïåêòð ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî

÷èñëà òî÷åê.
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4.3.3.1 Çàìåíà ÿäðà íà âûðîæäåííîå

Ïóñòü ψn � çàìêíóòàÿ (è ïîëíàÿ) îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â L2[a, b]. Òîãäà âñå-
âîçìîæíûå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ψm(x)ψn(s) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó

â ïðîñòðàíñòâå L2([a, b]× [a, b]), è ñëåäîâàòåëüíî âñÿêîå êâàäðàòè÷íî èíòåãðè-
ðóåìîå ÿäðî K ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà Ôóðüå ïî ψi(x)ψj(s):

K(x, s) =∑
m
∑
n

amnψm(x)ψn(s).

Íî âñÿêàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà

KN(x, s) =
N

∑
m,n=1

amnψm(x)ψn(s) (4.17)

ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì ÿäðîìKN , è ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó âûðîæäåííîìó

îïåðàòîðó AN .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðÿä Ôóðüå KN ñõîäèòñÿ ê K ïî íîðìå L2, òî åñòü

b

∫
a

b

∫
a

dxds [K(x, s)−KN(x, s)]2 Ð→
N→∞

0,

÷òî â òåðìèíàõ íîðìû îïåðàòîðà îçíà÷àåò

∥A −AN∥→ 0. (4.18)

Ïîýòîìó òî÷íîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü êàê

ïðåäåë ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåííûìè ÿäðàìè3.

4.3.4 Êîìïàêòíîñòü è êîìïàêòíûå îïåðàòîðû*

Êëàññ îïåðàòîðîâ, ïî ñâîèì ñâîéñòâàì áëèçêèõ ê îïåðàòîðàì, äåéñòâóþùèì â

êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûå âïîëíå íåïðåðûâíûå,

èëè êîìïàêòíûå (compact) îïåðàòîðû4. Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ íàïîìíèì ïîíÿòèÿ

êîìïàêòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ìíîæåñòâ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ5.

Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ìèíèìàëüíûì íàáîðîì îïðåäåëåíèé è òåîðåì, à èí-

òåðåñóþùèõñÿ äîêàçàòåëüñòâàìè îòîøëåì ê ïðèëîæåíèþ D è ëèòåðàòóðå.

3Ïîäðîáíåå ñì. íèæå, â ï.4.3.7.
4Ïðèìåðíî â òîì æå ñìûñëå ÷òî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñðåäè áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ, áëèçêî ïî ñâîéñòâàì ê êîíå÷íîìåðíûì ïð.-âàì òåì, ÷òî â íåì âñÿêèé âåêòîð ìîæíî

ðàçëîæèòü ïî áàçèñó.
5Êîìïàêòíîñòü íàèáîëåå îáùèì îáðàçîì ââîäèòñÿ â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ìåò-

ðè÷åñêèå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, îäíàêî, âñåãäà îòäåëèìû (õàóñäîðôîâû), è â íèõ îïðåäå-

ëåíèÿ ìîæíî äàòü ïðîùå.

169



Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíîé, åñëè èç íåå ìîæíî âû-

äåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ìíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì (èëè êîìïàêòîì), åñëè âñÿêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ êîìïàêòíà â K, ò.å. åñëè èç íåå ìîæíî âû-

äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó K.

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì (èëè îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì,

èëè ïðåäêîìïàêòîì), åñëè åãî çàìûêàíèå êîìïàêòíî. Ò.å. ìí-âî ïðåäêîìïàêòíî,

åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ êîìïàêòíà (íå îáÿçàòåëüíî â K).

Ò0: Â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En ìíîæåñòâî êîìïàêòíî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî6 ◂ . . .▸.

Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå E∞ âñÿêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî òàê æå

îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî. Îäíàêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ñóùåñòâåí-

íûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå êîíå÷íîìåðíîñòè, è â E∞ îíî íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòî-

ìó ñâîéñòâî êîìïàêòíîñòè îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì ïðîñòî òðåáîâàíèÿ

îãðàíè÷åííîñòè è çàìêíóòîñòè.

Òàê, âîçüìåì â ïðîñòðàíñòâå l2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ {xi} òàêóþ:

(1,0,0, . . .), (0,1,0, . . .) è òàê äàëåå, òàê ÷òî i-é âåêòîð èìååò íà i-é ïîçèöèè

åäèíèöó, à íà îñòàëüíûõ íóëè. Òîãäà ∀ i ∥xi∥ = 1, òàê ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îãðàíè÷åíà. Îäíàêî äëÿ ëþáîé ïàðû ∥xi − xj∥ =
√

2, òàê ÷òî ëþáàÿ ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ íå ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

âñå òî÷êè {xi} èçîëèðîâàíû, è ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà è çàìêíó-

òà, íî íå êîìïàêòíà. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëåæèò íà åäèíè÷íîé ñôåðå â l2.

Ïîýòîìó è åäèíè÷íàÿ ñôåðà, êîòîðàÿ î÷åâèäíî îãðàíè÷åíà è çàìêíóòà, � íå

êîìïàêòíà (è íå ïðåäêîìïàêòíà).

Ïðèìåðû êîìïàêòîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ:

� Êîìïàêòíûì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî

êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà E∞.

� Ôóíäàìåíòàëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä☆("ãèëüáåðòîâ êèðïè÷") ïðîñòðàíñòâà

l2 � ìíîæåñòâî òî÷åê (x1, x2, . . .) ñ êîîðäèíàòàìè ∣xi∣≤1/2i−1, � êîìïàêòåí.

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè yn ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ayn êîìïàêòíà. Òàêèì îáðàçîì, êîì-

6Ñì. òåîðåìó Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà â ìàò. àíàëèçå, â êîòîðîé ýòî äîêàçûâàåòñÿ äëÿ

÷èñëîâîé ïðÿìîé.
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ïàêòíûé îïåðàòîð ïåðåâîäèò âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ïðåäêîìïàêò-

íîå.

Òàê êàê êîìïàêòíîå è ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî, òî êîìïàêò-

íûé îïåðàòîð íåïðåðûâåí è îãðàíè÷åí. Îäíàêî îáðàòíîå íåâåðíî. Òàê, åäèíè÷-

íûé îïåðàòîð ïåðåâîäèò åäèíè÷íóþ ñôåðó, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà íî íå êîìïàêò-

íà, â ñåáÿ, à ïîòîìó îãðàíè÷åí íî íå êîìïàêòåí!

T0: Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ è ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ êîìïàêòíû

◂ . . .▸☆

T0: Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå ñõîäèòñÿ, òî åå ïðåäåë åñòü òàêæå êîìïàêòíûé îïåðàòîð ◂ . . .▸.

Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà Ôðåäãîëüìà. Òåîðåìà:

T0. Îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà (4.9, 4.10) êîìïàêòåí.

◂ Îãðàíè÷åííîñòü óæå äîêàçàíà.

Êàê ìû âèäåëè, ðàçëîæèâ ÿäðî â ðÿä Ôóðüå (4.17), îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà A

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûðîæäåííûõ îïåðàòîðîâ

(4.18) AN . Íî âûðîæäåííûé îïåðàòîð AN , ïî îïðåäåëåíèþ, ïåðåâîäèò âñå ïðî-

ñòðàíñòâî L2[a, b] â êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè

ψ1, . . . , ψN . Ïîýòîìó îí ïåðåâîäèò ëþáóþ îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç

L2 â îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå L2,

à èç ïîñëåäíåé âñåãäà ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïîýòîìó AN êîìïàêòíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, A êîìïàêòåí. ▸

4.3.5 Êîìïàêòíûå ýðìèòîâû îïåðàòîðû*

Îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, íàçûâàåòñÿ ñàìî-

ñîïðÿæåííûì (self-adjoint), åñëè ∀x, y ∈H (Ax, y) = (x,Ay).
Îáû÷íî â ïðîñòðàíñòâàõ íàä C ýòè îïåðàòîðû åùå íàçûâàþò ýðìèòîâûìè (â

ðóññîêîÿçû÷íîé è ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå). Â òàêîé òåðìèíîëîãèè

ýðìèòîâî ÿäðî K ñîîòâåòñòâóåò ýðìèòîâîìó îïåðàòîðó A, à

ñèììåòðè÷íîå ÿäðî K � ñàìîñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó A.

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà ðàñïðîñòðàíÿåò íà êîì-

ïàêòíûå ýðìèòîâû îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå èçâåñòíûé ôàêò

î ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì åâêëè-
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äîâîì ïðîñòðàíñòâå ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì

áàçèñå:

T0 (Ãèëüáåðòà-Øìèäòà):

◂ . . .▸☆ Äëÿ âñÿêîãî ýðìèòîâîãî êîìïàêòíîãî îïåðàòîð A â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå H ñóùåñòâóåò (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñè-

ñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {ϕi}, îòâå÷àþùèõ âåùåñòâåííûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì {Λi}, òàêàÿ ÷òî âñÿêèé âåêòîð ξ ∈H ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íûì îáðàçîì â âèäå

ξ = ∑ ckϕk + ξ′, (4.19)

ãäå Aξ′ = 0, òàê ÷òî Aξ = ∑Λkckϕk,

è lim
n→∞

Λn → 0.

Ïðè ýòîì êàæäîìó íåíóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò êî-

íå÷íîå ÷èñëî âåêòîðîâ, à ìàêñèìàëüíîå èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíî íîðìå

îïåðàòîðà Λ1 = ∥A∥.
Òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ýðìèòîâîãî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà A ñó-

ùåñòâóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ èç åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Åñëè ìíîæåñòâî

{ϕi} áåñêîíå÷íî, òî îíî è ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, à åñëè íåò, òî íóæíî åãî äîïîë-

íèòü ïðîèçâîëüíûì áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå A ïåðåâîäèò â íîëü (ò.å.

ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ Λ=0).

×èñëî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé êîíå÷íî ⇔ ÿäðî âûðîæäåíî.

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ íàáîðà òàêàÿ æå êàê â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå (ñì. òåîðåìó î ñîáñòâåííîì áàçèñå

ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà). Íàèáîëüøåå èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Λ1 = ∥A∥ è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âåêòîð y1

åñòü ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è Λ1 = max{∥Ay∥ ∶ y ∈H, ∥y∥=1}.
Ñëåäóþùåå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � ðåøåíèå òîé æå âàðèàöèîííîé çàäà÷è â

îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè H1 ê ëèíåéíîé îáîëî÷êå y1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÿäðî

K(2)(x, s) =K(x, s) −Λ1y1(x)y1(s)

èìååò òå æå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ôóíêöèè, ÷òî è K(x, s), çà èñêëþ÷åíèåì {y1,Λ1}. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî

ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ôóíêöèé K(x, s). Åñëè íà êàêîì-òî øàãå ïîëó÷àåì

K(m) ≡ 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðûâàåòñÿ è çíà÷èò ÿäðî âûðîæäåíî.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ôèçè÷åñêîé ñè-

ñòåìû âñåãäà ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì îïåðàòîðîâ íà-

áëþäàåìûõ âåëè÷èí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáëþäàåìûå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå

ïðåäñòàâëåíû ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.
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Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ïî ñîáñòâåííûì ôóíê-

öèÿì ÿäðà. Ïóñòü íàáîð îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è çíà÷å-

íèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ λAy = y åñòü {yi, λi}ni=1 (êîíå÷íîå n íà ñàìîì äåëå

íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî èíòåðåñà, òàê êàê ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåííîìó ÿä-

ðó è òàêàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê êîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé). Òîãäà

ðàññìàòðèâàåì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå y − λAy = f è èùåì ðåøåíèÿ â âèäå

y = f + ∑ ciyi, ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé yi, êîíå÷íîìó èëè íåò.

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

f +∑ ciyi − λA(f +∑ ciyi) = f, ⇒ ∑ ciyi(1 − λ/λi) = λAf.

Ðàñêëàäûâàåì f ïî ñèñòåìå yi: f = ∑ fiyi+f�, ãäå fi = (f, yi), à f� � ïðîåêöèÿ f
íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèåH� ê ëèíåéíîé îáîëî÷êå {yi}, êîòîðîå íåïóñòîå åñ-
ëè n êîíå÷íî. Ïðè ýòîì Af� = 0, èíà÷å íîðìà ∥A∥ â ïîäïðîñòðàíñòâåH� áûëà áû

îòëè÷íà îò íóëÿ è çíà÷èò ñóùåñòâîâàë áû åùå îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð. Òîãäà

λAf = λ∑λ−1
i fiyi è ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì ∑ yiλ−1

i {ci(λi − λ) − λfi} = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé (âîçìîæíî áåñêîíå÷íóþ)

ci(λi − λ) = λfi, i = 1, . . . , n.

� Åñëè λ íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λi, òî ïîëó÷àåì

ci = λfi
λ−λi è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y(x) = f(x) + λ
n

∑
i=1

fiyi(x)
λ − λi

.

� Åñëè λ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç çíà÷åíèé λ = λp, òî îáîçíà÷èì âñå ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå λp ÷åðåç yp1, . . . , ypm. Òîãäà äëÿ ci ñ

i ≠ p1, . . . , pm èìååì òå æå âûðàæåíèÿ ÷òî è ðàíüøå, à äëÿ i = p1, . . . , pm
èìååì

ci ⋅ 0 = λfi, i = p1, . . . , pm.

� Òîãäà åñëè fi = 0 äëÿ i = p1, . . . , pm, ò.å. åñëè íåîäíîðîäíîñòü f îð-

òîãîíàëüíà âñåì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì A, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = λp, òî ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ci

ïðîèçâîëüíû, è ðåøåíèå èìååò âèä

y(x) = f(x) + λ
n

∑
i=1

′fiyi(x)
λ − λi

+
pm

∑
i=p1

ciyi(x).
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Øòðèõ íàä ñóììîé îçíà÷àåò, ÷òî â íåå íå âõîäÿò ñëàãàåìûå ñ i =
p1, . . . , pm.

� Èíà÷å � ðåøåíèé íåò.

4.3.6 Òåîðåìû Ôðåäãîëüìà

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ

òåîðåìà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà. Îäíàêî, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî êîìïàêòíûé

îïåðàòîð âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûðîæäåí-

íûõ, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà. Òàê, íåñëîæíî óáå-

äèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè λ åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Ôðåäãîëüìà II ðîäà (4.2)

y(x) − λ
b

∫
a

dsK(x, s)y(s) = f(x), (4.20)

òî λ åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñîïðÿæåííîãî ê íåìó (èëè ñîþçíîãî) óðàâíåíèÿ

z(x) − λ
b

∫
a

dsK(s, x)z(s) = g(x). (4.21)

Äëÿ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì ÿäðîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (4.9),

âåðíû òðè òåîðåìû Ôðåäãîëüìà ◂ . . .▸☆:

1. Åñëè λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå K(x, s), òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.20) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íåîäíî-

ðîäíîñòü f áûëà îðòîãîíàëüíà âñåì ñîáñòâåííûì ðåøåíèÿì ñîïðÿæåííîãî

ê íåìó óðàâíåíèÿ (4.21) (â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (4.11)).

2. Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà: Åñëè λ íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé ÿäðà K(x, s), òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4.20,4.21) ñóùåñòâóþò
è åäèíñòâåííû ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ f, g.

3. Åñëè λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèåK(x, s), òî îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (4.20,4.21)
èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, ìîæíî ïîëó÷èòü â

âèäå ðÿäà ïî λ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (ñì. íèæå).

Óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà I ðîäà îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê

ìàëûì èçìåíåíèÿì f è K. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðèâëåêàåò îñîáûé àïïàðàò
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òàê íàçûâàåìîé ðåãóëÿðèçàöèè, êîòîðûé ìû çàòðàãèâàòü íå áóäåì. Ïðè ÷èñ-

ëåííîì ðåøåíèè íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò òàêæå âîçíèêàòü èç-çà ïîãðåøíîñòåé

îêðóãëåíèÿ è ïð., ÷òî íàäî èìåòü â âèäó.

4.3.7 Ìåòîä çàìåíû ÿäðà íà âûðîæäåííîå

Degenerate kernel method

Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî âñÿêèé êîìïàêòíûé îïåðàòîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí

êàê ïðåäåë (ïî íîðìå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âû-

ðîæäåííûì ÿäðàì, òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ïðåäåë ðå-

øåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåííûìè ÿäðàìè.

Åñòü ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ◂ñì. [9], òîì2, ñòð 599▸:
T0: Ïóñòü åñòü äâà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ

y(x) − λ
b

∫
a

dsK(x, s)y(s) = f(x) è z(x) − λ
b

∫
a

dsH(x, s)z(s) = g(x),

è ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû δ è ε òàêèå, ÷òî

∀x∈[a, b]
b

∫
a

ds∣K(x, s)−H(x, s)∣<δ, ∣f(x)−g(x)∣<ε,

à òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

b

∫
a

ds∣R(x, s, λ)∣ < N, è δ∣λ∣(1+∣λ∣N)<1,

ãäå R � ðåçîëüâåíòà (ñì íèæå):

y(x) = f(x) + λ
b

∫
a

dsR(x, s, λ)f(s).

Òîãäà

∣y(x) − z(x)∣ < δ∣λ∣(1 + ∣λ∣N)2

1 − δ∣λ∣(1 + ∣λ∣N)
⋅max

[a,b]
∣f(x)∣ + ε(1 + ∣λ∣N).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿäåð Hn(x, s), ðàâíî-
ìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ê K(x, s), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé zn(x) óðàâíåíèé
ñ ÿäðàìè Hn(x, s) áóäåò ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ ê ðåøåíèþ y(x) óðàâíåíèÿ ñ

K(x, s).
Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ âûðîæäåííûõ ÿäåð ìîãóò áûòü ñàìûìè ðàçíîîáðàç-

íûìè: ÿäðî K(x, s) ìîæíî ïðèáëèæàòü ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ñòåïåííûõ èëè
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äâîéíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè äâîéíûõ ðÿäîâ Ôó-

ðüå ïî íåêîòîðûì îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì ôóíêöèé, ìîæíî ïðèáëèæàòü àë-

ãåáðàè÷åñêèìè èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè èíòåðïîëÿöèîííûìè ìíîãî÷ëåíàìè,

ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè . . .

Ïðèìåð

Ðåøàåì òî æå ñàìîå óðàâíåíèå (4.8):

y(x) + x
1

∫
0

ds (exs − 1)y(s) = ex − x.

ßäðî K(x, s) = x(exs − 1) àïïðîêñèìèðóåì ñóììîé ïåðâûõ òðåõ ÷ëåíîâ åãî ðàç-

ëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà

K(x, s) ≈H(x, s) = x2s + x
3s2

2
+ x

4s3

6

è ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå z(x) +
1

∫
0

dsH(x, s)z(s) = ex − x. Ðåøåíèå
åãî èùåì â âèäå íåîäíîðîäíîñòü ïëþñ ðÿä:

z(x) = ex − x +C1x
2 +C2x

3 +C3x
4.

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, èìååì

C1x
2+C2x

3+C3x
4+

1

∫
0

ds (x2s+x
3s2

2
+x

4s3

6
) (es− s+C1s

2+C2s
3+C3s

4)=0.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè x2, x3, x4 íóëþ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

C1 +
1

∫
0

ds s (es− s+C1s2+C2s3+C3s4) = 0,

C2 + 1
2

1

∫
0

ds s2 (es− s+C1s2+C2s3+C3s4) = 0,

C3 + 1
6

1

∫
0

ds s3 (es− s+C1s2+C2s3+C3s4) = 0,

è âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

5
4C1 + 1

5C2 + 1
6C3 = −2

3

1
5C1 + 13

6 C2 + 1
7C3 = 9

4 − e
1
6C1 + 1

7C2 + 49
8 C3 = 2e − 29

5

⇒ . . .⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C1 = −0.5010

C2 = −0.1671

C3 = −0.0422.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èìååò âèä

z(x) = ex − x − 0.5010x2 − 0.1671x3 − 0.0422x4.

Åñëè âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ z(x) â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ, ïîëó÷èì z(0) = 1.0000,

z(1/2) = 1.0000, z(1) = 1.0080. Âñïîìèíàÿ, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå åñòü y(x) ≡ 1,

âèäèì, ÷òî ñîâïàäåíèå âåñüìà ïðèëè÷íîå.
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4.4 Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäà

(I − λA)y = f, (4.22)

ãäå I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, ìîæíî èñêàòü â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî λ

yλ = ϕ0 + λϕ1 + λ2ϕ2 + . . . + λnϕn + . . .

Ïîäñòàâèâ ýòîò ðÿä âìåñòî y â (4.22) è ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàâíûõ

ñòåïåíÿõ λ ñëåâà è ñïðàâà, ïîëó÷èì

ϕ0 = f, ϕ1 = Af, . . . , ϕn = Aϕn−1 = Anf, . . . (4.23)

Â ðàçâåðíóòîé, èíòåãðàëüíîé, çàïèñè òî æå ñàìîå:

ϕ0(x) = f(x),

ϕ1(x) =
b

∫
a
dsK(x, s)ϕ0(s),

ϕ2(x) =
b

∫
a
dsK(x, s)ϕ1(s),

. . .

ϕn =
b

∫
a
dsK(x, s)ϕn−1(s),

. . .

Ìîæíî âûðàçèòü yλ(x) ÷åðåç íåîäíîðîäíîñòü f â âèäå

yλ(x) = f(x) + λ
b

∫
a

dsR(x, s, λ)f(s),

ãäå ôóíêöèÿ R(x, s, λ) íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé ÿäðà K èëè óðàâíåíèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ôîðìàëüíî

çàïèñàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.22) êàê

y = (I − λA)−1f.

Åñëè ∥λA∥ < 1, ò.å. ∣λ∣ < 1
∥A∥ , ýòà ôîðìóëà äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿåò ðåøåíèå,

ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð (I − λA)−1 ñóùåñòâóåò, îïðåäåëåí íà âñåì H

è îãðàíè÷åí ◂ . . .▸7. Ïðè ýòîì åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

(I − λA)−1 = I + λA + λ2A2 + . . . + λnAn + . . . ,
7Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòî åñëè A ýðìèòîâ è èìååò ñîáñòâåííûé áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûõ

âåêòîðîâ.
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ñõîäèìîñòü êîòîðîãî (ïî íîðìå) îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì ∣λ∣ < 1
∥A∥ . Çíà÷èò, ðå-

øåíèå íàøåãî óðàâíåíèÿ (4.22) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y = f + λAf + λ2A2f + . . . + λnAnf + . . . ,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (4.23).

Íà ñàìîì äåëå, îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ðÿä âñåãäà ñõîäèòñÿ ê ðåøå-

íèþ óðàâíåíèÿ, åñëè òîëüêî ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò. Òî åñòü îí ñõîäèòñÿ äëÿ

âñåõ λ, íå ÿâëÿþùèìèñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ÿäðà, äàæå åñëè ∣λ∣ > ∥A∥−1.

Åñëè ÿäðî îãðàíè÷åíî íî ìîäóëþ ∣K ∣<k, òî îíî è èíòåãðèðóåìî

M ≡ ∫ dsdx∣K ∣2 ≤ (b−a)2k2 ≡Mm, ⇒ ∥A∥2≤M ≤Mm.

Òîãäà ðÿä ñõîäèòñÿ (ïî íîðìå) ïðè ∣λ∣ < M−1/2
m . Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ◂[9]▸:

∣y(x) − ϕn(x)∣ ≤
(∣λ∣

√
Mm)n+1

1 − ∣λ∣
√
Mm

max
[a,b]

∣f(x)∣.

Ïðèìåð: óðàâíåíèå Âîëüòåððà II ðîäà

Ðåøàåì óðàâíåíèå y(x) −
x

∫
0

ds e−x−sy(s) = 1
2(e−x + e−3x).

Èùåì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà ïî λ (â ýòîì ïðèìåðå λ=1), ìåòîäîì ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé: y = ϕ0 + ϕ1 + ϕ2 + . . .

ϕ0(x) = f(x) =
1

2
(e−x + e−3x);

ϕ1(x) =
x

∫
0

ds e−x−sϕ0(s) =
1

2

x

∫
0

ds e−x−s(e−x+e−3x)= 3e−x−2e−3x−e−5x

8
;

ϕ2(x) =
x

∫
0

ds e−x−sϕ1(s) =
5e−x−9e−3x+3e−5x+e−7x

48
;

ϕ3(x) =
x

∫
0

ds e−x−sϕ2(s) =
7e−x−20e−3x+18e−5x−4e−7x − e−9x

384
;

ϕ4(x) =
x

∫
0

ds e−x−sϕ3(s) =
9e−x−35e−3x+50e−5x−30e−7x+5e−9x+e−11x

3840
.

Ñêëàäûâàÿ âñå, ïîëó÷àåì

y4 =
1

3840
(3839e−x + 5e−3x − 10e−5x + 10e−7x − 5e−9x + e−11x) .

Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åñòü y∞(x) = e−x.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ:
y∞(0) = 1.00000, y4(0) = 1.00000,

y∞(1) = 0.36788, y4(1) = 0.36783.
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4.5 Ìåòîä ìîìåíòîâ

Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäà â âèäå ñóììû f(x) è ëèíåé-

íîé êîìáèíàöèè (êîíå÷íîãî ÷èñëà) çàðàíåå âûáðàííûõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ

ôóíêöèé {ϕi(x)}ni=1.

y(x) = f(x) +
n

∑
i=1

Ciϕi(x). (4.24)

Î÷åíü óäîáíî, åñëè ñèñòåìà îðòîãîíàëüíà, õîòÿ ýòî è íå îáÿçàòåëüíî.

Ïîäñòàâëÿÿ (4.24) â óðàâíåíèå y − λAy = f , ïîëó÷àåì

f +∑Ciϕi − λAf − λ∑CiAϕi = f ⇒
Φ ≡ ∑Ci (ϕi − λAϕi) − λAf = 0.

Äîìíîæàÿ ñêàëÿðíî íà ϕj, j =1, . . . , n, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîýô-

ôèöèåíòîâ Ci:

n

∑
i=1

Ci[(ϕi, ϕj) − λ(Aϕi, ϕj)] − λ(Af,ϕj) = 0, j = 1, . . . , n. (4.25)

Ïðè ýòîì ìû çàìåíèëè âåêòîðíîå óðàâíåíèå â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Φ=0 òðåáîâàíèåì, ÷òîáû ëèøü ïðîåêöèÿ Φ íà êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî,

ïîðîæäåííîå ôóíêöèÿìè {ϕi}, áûëà ðàâíà íóëþ.
Ðåøåíèå ñèñòåìû äàåò êîýôôèöèåíòû Ci è èñêîìîå ïðèáëèæåíèå äëÿ y(x).

Åñëè ñèñòåìà îðòîãîíàëüíà, òî (ϕi, ϕj) = ∥ϕi∥2δij è

∥ϕj∥2Cj − λ
n

∑
i=1

Ci(Aϕi, ϕj) = λ(Af,ϕj).

Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ Aϕ(x) = ∫ dsK(x, s)ϕ(s), òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-
íèÿ çäåñü â ðàçâåðíóòîì âèäå åñòü

(Af,ϕi) =
b

∫
a

b

∫
a

dxdsK(x, s)f(s)ϕi(x).

Íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå, ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû âûáèðàåì íåêî-

òîðîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ln, ñìåùåííîå îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà

f , è èùåì â íåì ðåøåíèå êîíå÷íîìåðíîãî óðàâíåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîåêöèåé

èñõîäíîãî (áåñêîíå÷íîìåðíîãî) óðàâíåíèÿ íà Ln. Ïðè ñòðåìëåíèè åãî ðàçìåð-

íîñòè n ê áåñêîíå÷íîñòè, ñèñòåìà {ϕi} îáðàçóåò áàçèñ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-

ñòâà H, à ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (4.25) ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíîé

èñõîäíîìó âåêòîðíîìó.

Ìåòîä ïðèãîäåí äëÿ ðåøåíèÿ êàê íåîäíîðîäíûõ, òàê è îäíîðîäíûõ óðàâíå-

íèé.
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Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó☆. Íåîáõîäèìî íàéòè äâà ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ

u(x) − λ
1

∫
0

dsK(x, s)u(s)=0 ñ ÿäðîìK(x, s) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x(1 − s) 0≤x≤s≤1,

s(1 − x) 0≤s≤x≤1.
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Example-kernel.nb 1

Ðèñ. 4.1: ßäðî K(x, s)

Ðåøàÿ ìåòîäîì ìîìåíòîâ, èùåì u(x) â âèäå u = Aϕ1+Bϕ2+Cϕ3, è âûáåðàåì

ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ôóíêöèè êàê

ϕ1(x) = 1, ϕ2(x) = x(1 − x), ϕ3(x) = x(1 − x)(1 − 2x).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (4.25), ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ,

ïðèíèìàåò âèä
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A (1 − λ
12
) + B

6
(1 − λ

10
) = 0,

A
6
(1 − λ

10
) + B

30
(1 − 17λ

168
) = 0,

C
210

(1 − λ
40
) = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåì, ïðèðàâíÿâ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû íó-

ëþ:

(λ2 − 180λ + 1680)(λ − 40) = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

λ̃1 = 9.8751, λ̃2 = 40, λ̃3 = 170.1249.

180



Äëÿ λ̃1: A = −0.01176B, C = 0. ×èñëî B íàõîäèì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
1

∫
0

dxy2(x)=1, è ïîëó÷àåì ỹ1(x) = −0.0684 + 5.817x(1 − x).

Äëÿ λ̃2: A = B = 0, à C ïðîèçâîëüíîå, íàõîäèì åãî òàêæå èç óñëîâèÿ íîðìè-

ðîâêè è ïîëó÷àåì ỹ2(x) = 14.49x(1 − x)(1 − 2x)
Òî÷íîå ðåøåíèå:

λ1 = π2 ≈ 9.8696; y1 =
√

2 sinπx,

λ2 = 4π2 ≈ 39.4784; y2 =
√

2 sin 2πx.

Ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ỹ1,2 è òî÷íûõ y1,2 â ðàçíûõ òî÷-

êàõ ïðîìåæóòêà [0,1], ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðèáëèæåíèå ïåðâîé ñîáñòâåííîé

ôóíêöèè áëèçêî ê òî÷íîìó ðåøåíèþ, â òî âðåìÿ êàê ïðèáëèæåíèå âòîðîé çíà-

÷èòåëüíî õóæå.

4.6 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà â âèäå y(x) = ∑Ciϕi(x), ãäå {ϕi} � çà-

ðàíåå âûáðàííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâ-

íåíèå (II ðîäà) y − λAy = f , ïîëó÷àåì

Φ(C1, . . . ,Cn;x) ≡
n

∑
i=1

Ci(ϕi − λAϕi) − f = 0.

Â ìåòîäå ìîìåíòîâ ìû àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå Φ = 0 çàìåíÿëè íà ïðèáëèæåííîå

óñëîâèå, ÷òî ïðîåêöèÿ Φ íà âûáðàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàâíî íóëþ. Òåïåðü

æå ìû áóäåì èñêàòü {Ci} èç óñëîâèÿ, ÷òîáû âåëè÷èíà Φ áûëà íàèìåíüøåé íî

íîðìå, ò.å. ÷òîáû Ci ìèíèìèçèðîâàëè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ∥Φ∥2.

Çàïèøåì ýòî óñëîâèå â âèäå

∂
∂Ci

n

∑
j=1

(Cjψj − f,Cjψj − f) = 0, i=1, . . . , n;

ãäå ψj = ϕj − λAϕj.
(4.26)

Òîãäà â âåùåñòâåííîé çàïèñè ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó

n

∑
j=1

Cj(ψi, ψj) = (f,ψi). (4.27)

Â ðàçâåðíóòîì âèäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîä ñóììîé åñòü

(ψi, ψj) = ∫ dxψi(x)ψj(x) = ∫ dx(ϕi(x)−λAϕi(x))(ϕj(x)−λAϕj(x)) =

=
b

∫
a
dx(ϕi(x) − λ

b

∫
a
dsK(x, s)ϕi(s))(ϕj(x) − λ

b

∫
a
dsK(x, s)ϕj(s)).
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Ýòîò ìåòîä ïðèãîäåí è äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé ÿäðà. Äëÿ ýòîãî ïðîñòî ïîëàãàåì f = 0, ïðèðàâíèâàåì îïðåäåëè-

òåëü ñèñòåìû íóëþ, è òàê äàëåå, êàê îáû÷íî.

Ïðèìåð

Ðåøàåì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà I ðîäà ñ òàêèì æå ÿäðîì êàê â

ïðîøëîì ïðèìåðå☆:

1

∫
0

dsK(x, s)u(s) = x4 − 2x3 + x, ãäåK(x, s) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x(1 − s) 0 ≤ x ≤ s ≤ 1,

s(1 − x) 0 ≤ s ≤ x ≤ 1.

Ê òàêîìó óðàâíåíèþ ïðèâîäèò ðåøåíèå çàäà÷è îá îòûñêàíèè ñòàòè÷åñêîé íà-

ãðóçêè, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîé ñòðóíà äëèíû 1, çàêðåïëåííàÿ íà êîíöàõ x = 0

è x = 1, ïðèìåò ôîðìó, îïèñûâàåìóþ íåîäíîðîäíîñòüþ f = x4 − 2x3 + x.

1. Èùåì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå â âèäå u1(x) = C1 + C2x, òî åñòü áåðåì ϕ1 = 1,

ϕ2 = x. Èñïîëüçóÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ìû ìèíèìèçèðóåì êâàäðàò

íîðìû âåëè÷èíû

Φ1 = f −Au1 = f − ∫ dsK(x, s)u1(x).

Ñ÷èòàÿ èíòåãðàëû

−ψ1≡Aϕ1 =
1

∫
0

dsK(x, s) ⋅ 1 =
x

∫
0

dsx(1 − s) +
1

∫
x

ds s(1 − x) = . . . = 1

2
(x − x2),

−ψ2≡Aϕ2 =
1

∫
0

dsK(x, s) ⋅ s =
x

∫
0

dsxs(1 − s) +
1

∫
x

ds s2(1 − x) = . . .= 1

6
(x − x3),

ïîëó÷àåì Φ1 = f + C1

2 (x2 − x) + C2

6 (x3 − x).
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.26) ìîæíî çàïèñàòü êàê (Φ1,

∂
∂Ci

Φ1) = 0 äëÿ i = 1,2,

÷òî â ÿâíîì âèäå â íàøåì ñëó÷àå äàåò

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

∫
0

dx [f + C1

2 (x2 − x) + C2

6 (x3 − x)] (x2 − x) = 0,

1

∫
0

dx [f + C1

2 (x2 − x) + C2

6 (x3 − x)] (x3 − x) = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ f = x4 − 2x3 + x è ñ÷èòàÿ èíòåãðàëû îò ñòåïåíåé, ïîëó÷èì

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

C1

3⋅4⋅5 +
C2

4⋅5⋅6 −
17

3⋅4⋅5⋅7 = 0
C1

5⋅8 +
4C2

5⋅7⋅9 +
17

5⋅7⋅8 = 0
⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

14C1 + 7C2 = 34

63C1 + 32C2=153
⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

C1 = 17/7
C2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè u1(x) = 17/7 ≈ 2.4286
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2 Èùåì âòîðîå ïðèáëèæåíèå â âèäå u2(x) = C1 +C2x +C3x2, òî åñòü

ϕ1 = 1, ϕ2 = x, ϕ3 = x2. Òàê æå ìèíèìèçèðóåì êâàäðàò íîðìû âåëè÷èíû

Φ2 = f −Au2 = f − ∫ dsK(x, s)u2(x).

Òàê êàê

−ψ3≡Aϕ3 =
1

∫
0

dsK(x, s) ⋅ s2 = . . .= 1

12
(x − x4),

òî Φ2 = f + C1

2 (x2 − x) + C2

6 (x3 − x) + C3

12 (x4 − x) è ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ Ci:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

∫
0

dx [f + C1

2 (x2 − x) + C2

6 (x3 − x) + C3

12 (x4 − x)] (x2 − x) = 0,

1

∫
0

dx [f + C1

2 (x2 − x) + C2

6 (x3 − x) + C3

12 (x4 − x)] (x3 − x) = 0,

1

∫
0

dx [f + C1

2 (x2 − x) + C2

6 (x3 − x) + C3

12 (x4 − x)] (x4 − x) = 0.

Ñ÷èòàÿ èíòåãðàëû, ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C1
3⋅4⋅5 +

C2
4⋅5⋅6 +

5C3
4⋅6⋅6⋅7 −

17
3⋅4⋅5⋅7 = 0

C1
5⋅8 +

4C2
5⋅7⋅9 +

11C3
3⋅5⋅8⋅12 −

17
5⋅7⋅8 = 0

5C1
4⋅6⋅7 +

11C2
3⋅5⋅6⋅8 +

9C3
9⋅12 −

13
4⋅5⋅9 = 0

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

84C1 + 42C2 + 25C3 = 204

252C1 + 128C2 + 77C3 = 612

450C1 + 231C2 + 140C3 = 1092

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C1 = 0

C2 = 12

C3 = −12.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøàÿ åå, ïîëó÷èëè ðåøåíèå âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè u2(x) =
12x(1 − x). Ïîäñòàíîâêîé íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî u2(x) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðå-

øåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

4.7 Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà

Åñëè f è K äèôôåðåíöèðóåìû è K(x,x) ≠ 0, òî óðàâíåíèå Âîëüòåððà I ðîäà

ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ II ðîäà: äèôôåðåíöèðóÿ (4.3) ïî x è äåëÿ óðàâíåíèå íà

K(x,x), ïîëó÷àåì

y(x) +
x

∫
a

ds
K ′
x(x, s)

K(x,x)
y(s) = f ′(x)

K(x,x)
.

Åñëè K(x,x) ≡ 0, òî ïðîäîëæàåì äèôôåðåíöèðîâàòü èñõîäíîå óðàâíåíèå ïî x,

ïîêà m-ÿ ïðîèçâîäíàÿ K
(m)
xm (x, t)∣

x=t
íå ñòàíåò îòëè÷íîé îò íóëÿ. Òîãäà óðàâíå-

íèå òàê æå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ II ðîäà.

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà II ðîäà (4.4) ñ íåïðåðûâíûì èëè ïîëÿð-

íûì ÿäðîì K(x, s) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé.
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Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà II ðîäà c íåïðåðûâíûì èëè ïîëÿðíûì

ÿäðîì K(x, s) è íåïðåðûâíîé f(x) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå

äëÿ ëþáîãî λ.

Ýòî ðåøåíèÿ ìîæíî íàéòè íàïðèìåð ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-

íèé, ïðè÷åì ðÿä ïî λ âñåãäà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Òàê, åñëè k = max
R

∣K(x, s)∣, ãäå R = {a ≤ s ≤ x ≤ b}, òî íîðìà îïåðàòîðà A

îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé
√
M = k(b − a) è ◂ . . .▸

∣y(x) − yn(x)∣ ≤
∞
∑

k=n+1

∣λ∣k
Mk/2k!

⋅max
[a,b]

∣f(x)∣.

Òàêæå ìîæíî ðåøàòü óðàâíåíèå Âîëüòåððà çàìåíîé èíòåãðàëà êîíå÷íîé

ñóììîé. Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ïîëó÷àþùàÿñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò

òðåóãîëüíûé âèä è ïîòîìó îòíîñèòåëüíî áûñòðî ðåøàåòñÿ.

Ïðèìåð

Îäèí ïðèìåð ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà áûë äàí â èëëþñòðàöèè ìåòîäà

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ðåøèì çäåñü òî æå ñàìîå óðàâíåíèå

y(x) −
x

∫
0

ds e−x−sy(s) = 1

2
(e−x + e−3x)

ìåòîäîì êâàäðàòóð, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó òðàïåöèé ñ øàãîì h = 0.2, ò.å. áåðåì

xi = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ òàáëè÷êà:

xi K0i K1i K2i K3i K4i K5i fi

0 1.00000 0.81873 0.67032 0.54881 0.44993 0.36788 1.00000

1 0.81873 0.67032 0.54881 0.44993 0.36788 0.30119 0.68377

2 0.67032 0.54881 0.44993 0.36788 0.30119 0.24660 0.48576

3 0.54881 0.44993 0.36788 0.30119 0.24660 0.20190 0.35706

4 0.44993 0.36788 0.30119 0.24660 0.20190 0.16530 0.27002

5 0.36788 0.30119 0.24660 0.20190 0.16530 0.13534 0.20883

Ïðèìåíèì ôîðìóëó òðàïåöèé, íî íå â ëîá. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïîäñòàâëÿòü

òàáëè÷êó â îáùóþ ôîðìóëó (4.7), ïðè ñ÷åòå èíòåãðàëà äëÿ x = xi âåðõíèé ïðå-
äåë èíòåãðèðîâàíèÿ çàìåíÿåì íà xi, ïîñëå ÷åãî èñïîëüçóåì ãîòîâîå ðàçáèåíèå

íà i êóñî÷êîâ äëÿ ôîðìóëû òðàïåöèé. Òàê, äëÿ i = 2, xi = 0.4 ïîëó÷àåì

f2 = y2 + h(
1

2
K00y0 +K11y1 +

1

2
K12y2),
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Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå

yi(1 −AiiKii) = fi +
i−1

∑
j=1

AijKijyj

êîýôôèöèåíòû A, â îòëè÷èå îò (4.7), èìåþò äâà èíäåêñà: A0j = Ajj = h/2, à
îñòàëüíûå ðàâíû h. Âû÷èñëåíèÿ äàþò:☆

y0 = f0 = 1.00000,

y1 =
1

1 − h
2K11

(f1 +
h

2
K10y0) = 0.8206,

y2 =
1

1 − h
2K22

(f2 +
h

2
K20y0 + hK21y1) = 0.6731,

y3 =
1

1 − h
2K33

(f3 +
h

2
K30y0 + h(K31y1 +K32y2)) = 0.5518,

y4 =
1

1 − h
2K44

(f4 +
h

2
K40y0 + h(K41y1 +K42y2 +K43y3)) = 0.4522,

y5 =
1

1 − h
2K55

(f5 +
h

2
K50y0+h(K51y1+K52y2+K53y3+K54y4))= 0.3705.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ y∞ = e−x ñ ïîëó÷åííûì ïðèáëèæåííûì ïðèâå-

äåì òàáëè÷êó

xk 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y∞ 1.0000 0.8127 0.6703 0.5488 0.4493 0.3679

y5 1.0000 0.8287 0.6731 0.5418 0.4522 0.3705

δ 0.0000 0.0019 0.0028 0.0030 0.0029 0.0026

4.8 Âàðèàöèîííûå ìåòîäû

Ýòè ìåòîäû ðàáîòàþò õîðîøî êàê â îäíîìåðíîì, òàê è â òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ

áåç ñóùåñòâåííûõ ìîäèôèêàöèé. Ïîýòîìó, ïîäðàçóìåâàÿ ÷òî îíè ãîäÿòñÿ äëÿ

ðåøåíèé óðàâíåíèé ìàò. ôèçèêè, áóäåì äëÿ ïðîñòîòû èõ èçëàãàòü â îñíîâíîì

íà ïðèìåðå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

4.8.1 Âàðèàöèîííûå çàäà÷è

Èñòîðè÷åñêè òàê ñëîæèëîñü, ÷òî âàðèàöèîííûå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â ôèçèêå

åñòåñòâåííûì îáðàçîì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðèíöèïîâ � Ôåðìà, íàèìåíüøåãî

äåéñòâèÿ, è êàê-ëèáî åùå, � ïðÿìî ðåøàòü íå óìåëè. Óíèâåðñàëüíûì ñïîñîáîì
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ñòàëî ñâåäåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è ê ñîîòâåòñòâóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà, êîòîðîå óæå èññëåäîâàëîñü è ðåøàëîñü.

Ñî âðåìåíåì, îäíàêî, ñòàëè ðàçâèâàòüñÿ êàê àíàëèòè÷åñêèå, òàê è ÷èñëåí-

íûå ïðÿìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ çàäà÷. Ïîýòîìó èíîãäà âûãîäíî

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê âàðèàöèîííûå çàäà÷è

� ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî âîçâðàòîì ê èñõîäíîé ôîðìóëè-

ðîâêå. Íèæå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ,

íî âíà÷àëå âñïîìíèì ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.

Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Êàê ìû çíàåì, èñòèííîå äâèæåíèå ìå-

õàíè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè qα, ðå-

àëèçóåò ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ

S ≡ ∫ dtL(qα(t), q̇α(t)) = min,

ãäå L(q, q̇) � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïðè îïèñàíèè ïîëÿ ϕq(r) (ïðèðîäà èíäåêñà q = 1, . . . , n íå èìååò çíà÷åíèÿ)

ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèîíàëîì îò ôóíêöèè ïîëÿ

L[ϕ] = ∫ d3rL(ϕq, ϕ̇q),

è ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ïðàêòè÷åñêè òàê æå:

S ≡ ∫ dtL[ϕ] = ∫ dΩL(ϕq, ∂iϕ)q = min,

ãäå dΩ = dt dxdy dz � ýëåìåíò ÷åòûðåõìåðíîãî îáúåìà. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàò-

êîñòè (t, x, y, z) = (x0, x1, x2, x3), áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòî-

ðÿþùèìñÿ èíäåêñàì8 q = 1, . . . , n è i = 0,1,2,3; òàêæå îáîçíà÷èì ∂i ≡ ∂/∂xi.
Âàðüèðîâàíèå ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Ýéëåðà-Ëàãðàíæà:

0 =δS = ∫ dΩ δL = ∫ dΩ { ∂L
∂ϕq

δϕq +
∂L

∂ ∂iϕq
δ(∂iϕq)} =

=
^̂
^̂δ(∂iϕq) = ∂i (δϕq) ⇒ ïî ÷àñòÿì ∫ dΩAδ(∂iϕq) = −∫ dΩ δϕq ∂iA

^̂
^̂ =

= ∫ dΩ δϕq {
∂L
∂ϕq

− ∂i
∂L

∂ ∂iϕq
} ⇒ ∂L

∂ϕq
− ∂i

∂L
∂ ∂iϕq

= 0 ∀q.

8Ôîðìàëüíî ýòî ñîãëàøåíèå Ýéíøòåéíà ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, íî â íà-

øåì ñëó÷àå îíî íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà, è ëèøü ñëóæèò

ñîêðàùåíèþ îáîçíà÷åíèé.
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Âíåèíòåãðàëüíûå ÷ëåíû ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì çäåñü îáðàùàþòñÿ â

íîëü, ïîòîìó ÷òî äëÿ i = 0 íà ãðàíèöàõ âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà t1,2 ïîëå íå

âàðüèðóåòñÿ, à äëÿ i = α = 1,2,3 íà áåñêîíå÷íîñòè èëè íà ïðîñòðàíñòâåííûõ

ãðàíèöàõ îíî îáðàùàåòñÿ â íîëü èëè èíûì îáðàçîì ôèêñèðîâàíî:

∫ dΩAδ(∂0ϕq) = ∫ d3r {Aδϕq ∣t2t1 − ∫ dt δϕq∂0A} = − ∫ dΩδϕq∂0A;

∫ dΩAδ(∂αϕq) = ∫ dt{∮ dSαAδϕq − ∫ d3r δϕq∂αA} = − ∫ dΩδϕq∂αA.

Çàäà÷àØòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷èØòóðì-Ëèóâèëëÿ

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè I ðîäà

− d

dx
[k(x)dy(x)

dx
] + p(x)y(x) = f(x);

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y(a) = A,
y(b) = B.

ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìóìîì ôóíêöèîíàëà

I[y] =
b

∫
a

dx{k(x)y′ 2(x) + p(x)y2(x) − 2f(x)y(x)} (4.28)

íà êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåì æå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è êâàäðà-

òè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ñ ïðîèçâîäíîé9

y(a) = A, y(b) = B, y(x) ∈W 1
2 [a, b] ∶ ∥y∥2

W 1
2 [a,b] ≡

b

∫
a

dx [y2 + (y′)2] <∞.

◂ Ïîêàæåì, âàðüèðóÿ I:

δI =∫ dx{2ky′δy′ + 2pyδy − 2fδy} =
^̂
^̂
^̂
∫ dxY δy′ = ∫ Y dδy =
= Y δy∣ba − ∫ dY δy = − ∫dxY ′δy

^̂
^̂
^̂
=

= 2∫ dx{[k(x)y′(x)]′ + p(x)y(x) − f(x)}δy. ▸

Îáîáùåíèå íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé ïðÿìîëèíåéíî:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−∇[k(r)∇u] + p(r)u = f,
r ∈ G; u∣∂G = u0.

⇔
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

I[y] ≡ ∫
G

d3r{k (∇u)2 + pu2 − 2fu} = min,

u∣∂G = u0.

(4.29)

9Î÷åâèäíî, ýòî òðåáîâàíèå íóæíî, ÷òîáû ôóíêöèîíàë ñóùåñòâîâàë. Òî, ÷òî ðåøåíèå âàðè-

àöèîííîé çàäà÷è îêàçûâàåòñÿ åùå è äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûì, ïðè äîñòàòî÷íî �õîðîøèõ�

k è p, � óòâåðæäåíèå íåòðèâèàëüíîå, êîòîðîå ìû íå äîêàçûâàåì. Îãðàíè÷åíèÿ íà p è k ìû

çäåñü îáñóæäàòü íå áóäåì, äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî èõ ñ÷èòàòü äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè. Çàìåòèì,

÷òî ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W 1
2 ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.
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Â äâóìåðíîé çàäà÷å ÷àñòíûé ñëó÷àé k = 1, p = 0, f = 0 äàåò óðàâíåíèå Ëà-

ïëàñà ∆u = 0, êîòîðîå â îïèñûâàåò èçãèá ãèáêîé ìåìáðàíû. Ñîîòâåòñòâóþùèé

ôóíêöèîíàë

I[u(x, y)] = ∫ dxdy [(∂xu)2 + (∂yu)2]

äàåò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ìåìáðàíû.

4.8.1.1 Ìåòîä Ãàëåðêèíà

Äîïóñòèì, èñõîäíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ly = f íå ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîí-

íîé. Ýòî ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå, èíòåãðàëüíîå, èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì.

Âî-ïåðâûõ, ïðåäñòàâèì èñêîìóþ ôóíêöèþ â âèäå y = ỹ + y0, ãäå y0 óäîâëå-

òâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Òîãäà ỹ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåìó óðàâ-

íåíèþ

L̃ỹ = f̃

è îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

Âîçüìåì òåïåðü ñèñòåìó ôóíêöèé {ϕi}, ïîëíóþ (çàìêíóòóþ) â òîì êëàññå

ôóíêöèé, â êîòîðîì ìû èùåì ỹ, è ïðåäñòàâèì ỹ â âèäå ðÿäà ïî ýòîé ñèñòåìå,

îãðàíè÷èâøèñü n ÷ëåíàìè:

ỹ =
n

∑
i=1

Ciϕi

Âìåñòî ðàâåíñòâà L̃ỹ − f̃ = 0 (ýòî âåêòîðíîå ðàâåíñòâî â áåñêîíå÷íîìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå) ïîòðåáóåì, ÷òîáû áûëà ðàâíà íóëþ ïðîåêöèÿ âåêòîðà (L̃ỹ − f̃)
íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó {ϕ1, . . . , ϕn}. Ââîäÿ óäîáíûì îáðàçîì ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå (f, g), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(L̃ỹ − f̃ , ϕi) = 0, i = 1,2, . . . , n. (4.30)

Åñëè äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L ëèíååí, òî ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå ỹ ïî

{ϕi}, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ci:
n

∑
j=1

Cj(L̃ϕj, ϕi) = (f̃ , ϕi).

Âèä ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååò ñìûñë âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ýëåìåíòû ìàò-

ðèöû ñèñòåìû ëåãêî ñ÷èòàëèñü ÷èñëåííî, à åùå ëó÷øå àíàëèòè÷åñêè. Åñëè L

íåëèíååí, òî è ñèñòåìà äëÿ Cj áóäåò íåëèíåéíîé.

Â ïðèìåíåíèè ê ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì èäåÿ ìåòîäà Ãàëåð-

êèíà ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåííîìó âûøå ìåòîäó ìîìåíòîâ.
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4.8.2 Ìåòîä Ðèòöà íà ïðèìåðå

îäíîìåðíîé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûé ìåòîä Ðèòöà ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è íà

ïðèìåðå îäíîìåðíîé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (4.28)

I[y] =
b

∫
a

dx{k(x)y′ 2(x) + p(x)y2(x) − 2f(x)y} = min .

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñðàçó áóäåì ñ÷èòàòü îäíîðîäíûìè, ïîòîìó ÷òî èñõîäíóþ

çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê îäíîðîäíîé, ïåðåõîäÿ ê íîâîé èñêîìîé ôóíêöèè.

Ïóñòü {ϕi}∞1 � ëèíåéíî-íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Íàïðèìåð, íà ïðîìåæóòêå [0,1] ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè I ðîäà òàêèìè ìîãóò áûòü ñèñòåìû

ϕ
(1)
k = sin (kπx);

ϕ
(2)
k = xk(1 − x);

ϕ
(3)
k = x(1 − x)Ti(2x − 1), . . .

Îïÿòü áóäåì èñêàòü y(x) â âèäå êîíå÷íîé ñóììû

y ≈ yn =
n

∑
k=1

Ckϕk.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôóíêöèîíàë I, ïîëó÷èì

I = ∫ dx{k
n

∑
i,j=1

CiCjϕ
′
iϕ

′
j + p

n

∑
i,j=1

CiCjϕiϕj − 2f
n

∑
i=1

Ciϕi}.

Èùåì ìèíèìóì ïî îòíîøåíèþ ê êîýôôèöèåíòàì Ck:

∂I

∂Ck
= 0 ⇒ ∫ dx{k

n

∑
i=1

Ciϕ
′
iϕ

′
k + p

n

∑
i=1

Ciϕiϕk − fϕk} = 0, k = 1, . . . , n.

Â èòîãå ïîëó÷èëè ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ Ck

∑Ciαik = βk, ãäå αik = ∫ dx{kϕ′iϕ′k + pϕiϕk}; βk = ∫ dxfϕk.

Ðåøàÿ åå, ïîëó÷àåì Ci è yn. Äëÿ ñõîäèìîñòè {yn} ê òî÷íîìó ðåøåíèþ â íîðìå

W 1
2 äîñòàòî÷íî ïîëíîòû ñèñòåìû {ϕi} â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ◂ . . .▸

∀y ∈W 1
2 , ε > 0 ∃ n,{Ci}n1 ∣ ∥y −

n

∑Ciϕi∥W 1
2

< ε.

Ñèñòåìó æåëàòåëüíî âûáèðàòü òàêóþ, ÷òîáû ýëåìåíòû ìàòðèöû αij ñ÷èòà-

ëèñü àíàëèòè÷åñêè èëè äîñòàòî÷íî áûñòðî ÷èñëåííî10.

10Åñòü è ñëåäóþùèé ìîìåíò. Ñèñòåìà {ϕ
(2)
k }, íàïðèìåð, ïëîõà òåì, ÷òî ó ñîîòâåòñòâóþùåé

ìàòðèöû αij áîëüøîé ðàçáðîñ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé � λ
(n)
max/λ

(n)
min ðàñòåò ñ n áûñòðåå âñÿ-

êîé ñòåïåíè, � ÷òî ïëîõî ñêàçûâàåòñÿ íà ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåìû. Â ýòîì ïëàíå ëó÷øå

îêàçûâàåòñÿ {ϕ
(3)
k }, äëÿ êîòîðîé λ

(n)
max/λ

(n)
min = O(nα).
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4.8.3 Âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíûé âàðèàíò ìåòîäà Ðèòöà

Îñíîâíîé íåäîñòàòîê ïðèâåäåííîãî ìåòîäà Ðèòöà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äàæå

åñëè ñèñòåìà {ϕi} ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé â êàêîì-ëèáî ïðîñòîì ñêàëÿðíîì

ïðîèçâåäåíèè âèäà (f, g) = ∫ dµfg, òî ìàòðèöà αij âñå ðàâíî îêàçûâàåòñÿ ïîë-

íîñòüþ çàïîëíåííîé, è ïðè áîëüøîì n ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ çà

âðåìÿ ∼ n2. Ñ ýòèì ìîæíî ñïðàâèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ôóíê-

öèé n âîâñå íå îáÿçàòåëüíî îñòàâëÿòü ïåðâûå n ôóíêöèé òåìè æå ñàìûìè

{ϕ1, ϕ2 . . . , ϕn} Ð→ {ϕ(n)
1 , ϕ

(n)
2 , . . . , ϕ

(n)
n }.

Òîãäà âìåñòî óñëîâèÿ ïîëíîòû èìååì

∀y ∈W 1
2 , ε > 0 ∃ n,Ci ∣ ∥y −

n

∑Ciϕ
(n)
i ∥

W 1
2

< ε.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà [0,1]. Çàäàäèì íà ýòîì ïðîìåæóòêå òî÷êè 0 = x0 <
x1 < . . . < xn = 1 è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ôóíêöèè, ëèíåéíîé íà êàæäîì

èç îòðåçêîâ [xi, xi+1], è ïðèíèìàþùåé íà êîíöàõ [0,1] çàäàííûå çíà÷åíèÿ11. Ýòî
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî â êà÷åñòâå ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé ϕ

(n)
i íà [0,1]

ìû áåðåì êóñî÷íî-ëèíåéíûå �çóáöû�

ϕ
(n)
0 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x1−x
x1

ïðè x ∈ [0, x1],
0 ïðè x ≥ x1;

ϕ
(n)
i =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x−xi−1
xi−xi−1 ïðè x ∈ [xi−1, xi],
xi+1−x
xi+1−xi ïðè x ∈ [xi, xi+1],
0 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ;

äëÿ i = 1, . . . , n − 1 (4.31)

ϕ
(n)
n =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 ïðè x < xn−1,
x−xn−1
xn−xn−1 ïðè x ∈ [xn−1, xn].

Òàê êàê êàæäûé çóáåö ïåðåêðûâàåòñÿ òîëüêî ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè, òî ìàò-

ðèöà αij îêàçûâàåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé, è ñèñòåìà áûñòðî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì

ïðîãîíêè12

11Òàêàÿ ïîëèãîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ èñïîëüçîâàëàñü êàê ïðîìåæóòî÷íûé ýòàï äëÿ ïîñòðîåíèÿ

àïïðîêñèìàöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà.
12Ïîíÿòíî, ÷òî ñèñòåìà òàêèõ çóáöîâ ïðè n = 1,2, . . . îáðàçóåò ìíîæåñòâî, ïëîòíîå â ìíî-

æåñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [0,1] â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, à ñëåäîâàòåëüíî è â êâàäðà-

òè÷íîé. Ïëîòíîñòü â ñìûñëå ìåòðèêè W 1
2 åùå íóæíî äîêàçàòü.
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Âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âèäîèçìåíèòü ìåòîä Ãàëåðêèíà. Äîìíîæèì èñ-

õîäíîå óðàâíåíèå Ly−f = 0 íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ψ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî

ïðîìåæóòêó, íà êîòîðîì çàäàíà y:

∫ dx[Ly − f]ψ = 0.

Ïóñòü Ly = [ky′]′ + py (îäíîìåðíàÿ çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ). Ïðîèíòåãðèðî-

âàâ ïî ÷àñòÿì ïåðâîå ñëàãàåìîå, ïîëó÷èì

Λ(y,ψ) ≡ ∫ dx[ky′ψ′ + pyψ − fψ] = 0.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

yn =
n

∑Ciϕ
(n)
i ,

ãäå ϕ
(n)
i � �çóá÷àòûå� ôóíêöèè (4.31), � è ïîòðåáóåì, ÷òîáû èíòåãðàë çàíóëÿëñÿ

äëÿ âñåõ ψ òîãî æå âèäà. Òàê êàê Λ(y,ψ) ëèíåéíî ïî ψ, òî ïîëó÷èì ëèíåéíóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ci

Λ(yn, ϕ(n)
i ) = 0, i = 1, . . . , n,

ìàòðèöà êîòîðîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé.

Ëèòåðàòóðà ïî èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì

� Áåðåçèí, Æèäêîâ, Ìåòîäû âû÷èñëåíèé, òîì 2, [9].

� Êîëìîãîðîâ À.Í. è Ôîìèí Ñ.Â Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèî-

íàëüíîãî àíàëèçà, [11].

� Ñìèðíîâ Â.È. Êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè, òîìà IV è V, [13].

� Âàñèëüåâà À.Á. è äð. Äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, âà-

ðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå â ïðèìåðàõ è çàäà÷àõ, [18]. Î÷åíü êðàòêî äàíû ïîíÿòèÿ è

òåîðåìû, ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷.

� Âàñèëüåâà À.Á., Òèõîíîâ Í.À. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, [19]. Ó÷åáíèê, èçëî-

æåíèå ïîäðîáíåå è ñ äîêàçàòåëüñòâàìè.

� Polyanin A.D., Manzhirov A. Handbook of integral equations, [20]. Oãðîìíûé

ñïðàâî÷íèê ïî àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèé ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé, ñîäåðæèò áîëåå 2500 èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðåøåíèÿìè.
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� Áàõâàëîâ Í.Ñ., Æèäêîâ Í.Ï., Êîáåëüêîâ Ã.Ì. ×èñëåííûå ìåòîäû, [2];

ãëàâû 9, 10 � âàðèàöèîííûå ìåòîäû.
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Ïðèëîæåíèå A

Çàäà÷à ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ó íàñ åñòü íåêîòîðàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà (îïåðàòîð) A, è

íåîáõîäèìî íàéòè âñå ÷èñëà λi è âåêòîðà xi, äëÿ êîòîðûõ âåðíî

Axi = λixi. (A.1)

×èñëà λi íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû; âåêòîðà, êîòîðûå èì

ñîîòâåòñòâóþò � ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû.

Ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñëåäóþùèå ýòàïû:

1. Íàõîæäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ;

2. Ðåøåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ;

3. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïî èçâåñòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

A.1 Ìåòîä Äàíèëåâñêîãî ðàñêðûòèÿ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Çàäà÷ó (A.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê îäíîðîäíîå óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðà x

(A − λI)x = 0,

êîòîðîå èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ åñëè

det(A − λI) = 0.

Ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå � ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå ñòåïåíè n îò-

íîñèòåëüíî λ, êîòîðîå èìååò n êîðíåé. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ â ëîá ïî îïðå-

äåëåíèþ î÷åíü íåýôôåêòèâíî è òðåáóåòO(n!) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Çäåñü
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ìû ðàññìîòðèì áîëåå ýôôåêòèâíûé ìåòîä Äàíèëåâñêîãî ïîëó÷åíèÿ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöû A è A′ � B-ïîäîáíû, åñëè A′ = B−1AB, ãäå B

íåêîòîðàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà åñëè Ax = λx, òî

A′(B−1x) = B−1ABB−1x = B−1Ax = λ(B−1x).

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ B-ïîäîáíûõ âåêòîðîâ îäèíàêîâû, à ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì x = Bx′.
Ìåòîä Äàíèëåâñêîãî ñîñòîèò â ïðèâåäåíèè ìàòðèöû A ê ïîäîáíîé åé ìàò-

ðèöå F , êîòîðàÿ èìååò íîðìàëüíóþ ôîðìó Ôðîáåíèóñà:

F =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

p1 p2 p3 . . . pn−1 pn

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(A.2)

Òàêàÿ ôîðìà õîðîøà òåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ F , det(F −
λI) = 0, ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî âåðõíåé ñòðîêå, íåñëîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(−1)n[λn − p1λ
n−1 − p2λ

n−2 − . . . − pn−1λ − pn] = 0,

òàê ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå îêàçûâàåòñÿ

λn − p1λ
n−1 − p2λ

n−2 − . . . − pn−1λ − pn = 0. (A.3)

Ñïîñîá ïðèâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû ê íîðìàëüíîé ôîðìå Ôðîáåíè-

óñà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ïîêàæåì íà ïðèìåðå ìàòðèöû ÷åòâåð-

òîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü åñòü ìàòðèöà

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Âîçüìåì ìàòðèöó B1 ñ îáðàòíîé, ðàâíûå

B−1
1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

a41 a42 a43 a44

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, ⇒ B1 = −
1

a43

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

a41 a42 1 a44

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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(òî ÷òî ýòî îáðàòíûå ìàòðèöû ìîæíî ïðîâåðèòü ïåðåìíîæàÿ). Òîãäà äåéñòâóÿ

íà A ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ñ ìàòðèöåé B, ïîëó÷èì ìàòðèöó ñ íèæíåé ñòðî-

êîé â íóæíîì âèäå:

A1 = B−1
1 AB1 = . . . =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

b11 b12 b13 b14

b21 b22 b23 b24

b31 b32 b33 b34

0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ñ

B−1
2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0

b31 b32 b33 b34

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, ⇒ B2 = −
1

b32

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0

b31 1 b33 b34

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

ïîëó÷èì ìàòðèöó A2 = B−1
2 A1B2 = (cij) ñ äâóìÿ íèæíèìè ñòðîêàìè â íóæíîì

âèäå. Äåëàÿ ïîñëåäíèé î÷åâèäíûé øàã, ïîëó÷èì ìàòðèöó

A3 = B−1
3 B−1

2 B−1
1 AB1B2B3 = B−1AB, ãäå B = B1B2B3

â íîðìàëüíîé ôîðìå Ôðîáåíèóñà (A.2). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òîãäà íàõîäÿòñÿ

èç óðàâíåíèÿ (A.3), à ñîáñòâåííûå âåêòîðà èç ñèñòåìû A3x = λx:

x′ = (λn−1, λn−2, . . . , λ2, λ,1).

Òîãäà Bx′ áóäóò ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè A.

A.2 Ãðàíèöû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Ðåøàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðîùå, åñëè åñòü êàêîå-òî ïðåäñòàâëå-

íèå î ðàñïîëîæåíèè åãî êîðíåé. Êðîìå òîãî, ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü

çíàòü ãðàíèöû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è íå òðåáóåòñÿ çíàòü ñàì õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

Ïóñòü ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà, òàê ÷òî ñóùåñòâóåò n äåéñòâèòåëüíûõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (â êîì-

ïëåêñíîì ñëó÷àå ýòî ýðìèòîâà ìàòðèöà).

Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ

λn ≤ λn−1 ≤ . . . ≤ λ1,
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à ei � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn

x =∑xiei, ⇒ (Ax,x) =∑λix
2
i ,

òàê ÷òî

λn∑x2
i = λn(x,x) ≤ (Ax,x) ≤ λ1(x,x) = λ1∑x2

i ,

è

λn ≤
(Ax,x)
(x,x)

≤ λ1.

Ýòî íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Ðýëåÿ. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî

λmin = inf
(Ax,x)
(x,x)

, λmax = sup
(Ax,x)
(x,x)

.

A.3 Íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

Óïîðÿäî÷èì òåïåðü ñîáñòâåííûå ÷èñëà â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ìîäóëåé

∣λ1∣ ≥ λ2 ≥ . . . ≥ ∣λn∣.

Òîãäà åñëè ïîäåéñòâîâàòü íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x = ∑xiei ñòåïåíüþ n ìàò-

ðèöû A, òî â ïðåäåëå n→∞ ïîëó÷èì

Anx =∑xiλ
n
i ei = λn1 ∑ (λi

λ1

)
n

xiei = λn1x1e1 +O((λi/λ1)n).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì äåéñòâèè îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé íà

ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x, ðåçóëüòàò ïðèáëèæàåòñÿ (ïî íàïðàâëåíèþ) ê åå ñîá-

ñòâåííîìó âåêòîðó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ìàêñèìàëüíîìó ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííî-

ìó çíà÷åíèþ. Ïîñòîÿíñòâî îòíîøåíèÿ

λ1 =
(An+1x)i
(Anx)i

ïî i ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ñõîäèìîñòè.
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Ïðèëîæåíèå B

Ìåðà è èíòåãðàë Ëåáåãà

Èíòåãðàë Ëåáåãà (Lebesgue integral) � ýòî îáîáùåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà íà áî-

ëåå øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé. Âñå ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííûå íà êîíå÷íîì îòðåçêå

÷èñëîâîé ïðÿìîé è èíòåãðèðóåìûå ïî Ðèìàíó, ÿâëÿþòñÿ òàêæå èíòåãðèðóåìû-

ìè ïî Ëåáåãó, ïðè÷¼ì â ýòîì ñëó÷àå îáà èíòåãðàëà ðàâíû. Îäíàêî, ñóùåñòâóåò

áîëüøîé êëàññ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà îòðåçêå è èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó,

íî íåèíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó. Òàêæå èíòåãðàë Ëåáåãà ìîæåò èìåòü ñìûñë

äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâàõ. Íî äëÿ åãî ñòðîãîãî

îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî íåáîëüøîå ââåäåíèå â òåîðèþ ìåðû.

B.1 Ìåðà

Ìåðà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Ìåðà (measure) èíòåðâàëà I = (a, b), ãäå a≤b, íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé îïðåäåëÿåòñÿ
êàê m(I) = (b − a) (è ðàâíà íóëþ åñëè èíòåðâàë ïóñòîé a= b). Îïðåäåëåíèå íå
èçìåíèòñÿ, åñëè èíòåðâàë çàìåíèòü îòðåçêîì [a, b].

Ýòà ìåðà óäîâëåòâîðÿåò òðåì ñâîéñòâàì:

1. m(∅) = 0;

2. m(I) ≥ 0;

3. Àääèòèâíîñòü: åñëè {Ik}∞k=1 � ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ

èíòåðâàëîâ Ii ∩ Ij = 0 ∀i, j, òî

m (∪∞i=1Ik) =
∞
∑
i=1

m(Ik). (B.1)
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Âåðõíÿÿ ìåðà (âíåøíÿÿ ìåðà, outer measure) ìíîæåñòâà A íà ÷èñëîâîé ïðÿ-

ìîé � òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ñóìì äëèí èíòåðâàëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ïîêðûòèå

ìíîæåñòâà A (îíà ñóùåñòâóåò, ò.ê. ñóììà äëèí îãðàíè÷åíà ñíèçó):

µ∗(A) = inf
A⊂∪Ik

∑m(Ik). (B.2)

Íèæíÿÿ ìåðà (âíóòðåííÿÿ ìåðà, inner measure) � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü

âåðõíåé ìåðû äîïîëíåíèÿ ê A äî [a, b] ïî âñåì îòðåçêàì [a, b]:

µ∗(A) = sup
[a,b]

{(b − a) − µ∗([a, b] ∖A)} . (B.3)

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì â ñìûñëå Ëåáåãà, åñëè µ∗(A) = µ∗(A), è
îáùåå çíà÷åíèå µ(A) = λ(A) = ∣A∣ âåðõíåé è íèæíåé ìåð íàçûâàåòñÿ ëåáåãîâîé

ìåðîé (Lebesgue measure) ìíîæåñòâà A.

Ïóñòü F (x) � íåóáûâàþùàÿ, íåïðåðûâíàÿ ñëåâà ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé. Òîãäà
ìîæíî îïðåäåëèòü ìåðó òàê:

m(a, b) = F (b) − F (a + 0);
m[a, b] = F (b + 0) − F (a);
m[a, b) = F (b + 0) − F (a + 0);
m(a, b] = F (b) − F (a);

(B.4)

Òàêèì îáðàçîì ïåðå÷èñëåííûå òðè ñâîéñòâà ìåðû òîæå âûïîëíÿþòñÿ, è òàê

æå êàê è òîëüêî ÷òî, íî îñíîâûâàÿñü íà ìåðå m, ìîæíî ââåñòè ìåðó Ëåáåãà.

Ìåðû, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ ôóíêöèé F , íàçûâàþòñÿ ìåðàìè Ëåáåãà-

Ñòèëòüåñà (Lebesgue-Stieltjes measures)

Ìåðû íà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâàõ

Êîëüöî è ïîëóêîëüöî â àëãåáðå

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåðû íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, íåîáõîäèìî áûëî òî ñâîéñòâî ïðî-

ìåæóòêîâ è èíòåðâàëîâ, ÷òî îíè ñîñòàâëÿþò ïîëóêîëüöî îòíîñèòåëüíî îïåðà-

öèé ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ.

Êîëüöî (Ring): ìíîæåñòâî R, íà êîòîðîì çàäàíû äâå áèíàðíûå îïåðàöèè "+"
(àääèòèâíàÿ îïåðàöèÿ èëè ñëîæåíèå) è "×" (ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îïåðàöèÿ èëè

óìíîæåíèå), ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. R åñòü àáåëåâà ãðóïïà îòíîñèòåëüíî "+";
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2. Àññîöèàòèâíîñòü "×": ∀a, b, c∈R a × (b × c) = (a × b) × c;

3. Îïåðàöèÿ "+" äèñòðèáóòèâíà (distributive) îòíîñèòåëüíî "×":
∀a, b, c∈R a × (b + c) = a × b + a × c, (b + c) × a = b × a + c × a.

Åñëè äîáàâèòü ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî "×" , ïîëó÷èì êîì-

ìóòàòèâíîå êîëüöî.

Äîáàâèâ åùå ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû 1 ≠ e (∃1 ∈R ∣∀a ∈R 1×a=a) è îáðàòè-

ìîñòü âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ (∀a∈R, a≠e, ∃ b ∣ a×b=1, b≡a−1), ïîëó÷èì ÷òî

âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ (àáåëåâó) ãðóïïó ïî óìíî-

æåíèþ. Òàêîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ ïîëåì.

Ïîëóêîëüöî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü áîëåå îáùàÿ ñòðóêòóðà. Ýòî êîëüöî

áåç òðåáîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî "ñëîæåíèÿ".

Îíî íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé íè ïî îäíîé èç áèíàðíûõ îïåðàöèé. Òàêèì îáðàçîì,

àëãåáðàè÷åñêè ïîëóêîëüöî R ìîæíî îïðåäåëèòü àêñèîìàìè

1. Îòíîñèòåëüíî "+" (ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ; 0 = R):

(a) (a + b) + c = a + (b + c)

(b) 0 + a = a + 0 = a

(c) a + b = b + a

2. Îòíîñèòåëüíî "×" (îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ; 1 = ∅):

(a) (a × b) × c = a × (b × c)

(b) 1 × a = a × 1 = a

3. "Óìíîæåíèå" äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî "ñëîæåíèÿ":

(a) a × (b + c) = (a × b) + (a × c)

(b) (a + b) × c = (a × c) + (b × c)

4. 0 × a = a × 0 = 0

Ïîëóêîëüöî â òåîðèè ìíîæåñòâ

Â òåîðèè ìíîæåñòâ ïðèíÿòî òàêîå îïðåäåëåíèå:

Ñèñòåìà ìíîæåñòâ A íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîì (semiring), åñëè îíà

1. ñîäåðæèò ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅: A ∋ ∅;
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2. çàìêíóòà ïî îòíîøåíèþ ê îáðàçîâàíèþ ïåðåñå÷åíèé: A,B ⊂ A⇒ A∩B ∈ A;

3. A,A1 ⊂ A è A1 ⊂ A ⇒ ìîæíî ïðåäñòàâèòü A â âèäå A = ∪ni=1Ai, ãäå Ai

� ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà íà A, ïåðâîå èç êîòîðûõ åñòü

çàäàííîå ìíîæåñòâî A1.

Ëåáåãîâñêàÿ ìåðà íà ïîëóêîëüöå

Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà µ(A) íà ñèñòåìå ìíîæåñòâ A ⊃ A íàçûâàåòñÿ (êîíå÷íî-

àääèòèâíîé) ìåðîé, åñëè

1. åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ A åñòü ïîëóêîëüöî ìíîæåñòâ

2. µ(A) ≥ 0 ∀A

3. µ(A) àääèòèâíà, ò.å. åñëè Ai ∩Aj = 0 ∀i ≠ j; i, j = 1, . . . , n, òî

m (∪n1Ak) =
n

∑
i=1

m(Ak). (B.5)

Åñëè ðàñøèðèòü òðåòèé ïóíêò äî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè, ò.å. äî òðåáîâà-

íèÿ ÷òîáû äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ñèñòåìû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

{Ak}∞k=1 âûïîëíÿëîñü m (∪∞1 Ak) =
∞
∑
i=1
m(Ak), òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ñ÷åòíî-

àääèòèâíîé (èëè σ-àääèòèâíîé) ìåðû.

Îíà óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì ìåðû, ïåðå÷èñëåííûì äëÿ äëèí îòðåçêîâ â

íà÷àëå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

Äàëüøå ìîæíî îïðåäåëèòü ëåáåãîâñêîå ïðîäîëæåíèå ìåðû, îïðåäåëåííîé

íà ïîëóêîëüöå, â òàêîì æå äóõå êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

B.2 Èçìåðèìûå ôóíêöèè

Ìíîæåñòâî Áîðåëÿ (Borel set) â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî ëþáîå

ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü ñ÷åòíûì ÷èñëîì îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è

ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ è çàêðûòûõ ìíîæåñòâ. Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ýòî îòðåçêè

è èíòåðâàëû. Âñÿêàÿ ìåðà, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâàõ Áîðåëÿ, íàçûâàåòñÿ

áîðåëåâîé ìåðîé.

ÏóñòüX è Y � äâà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà, â êîòîðûõ âûäåëåíû äâå ñèñòå-

ìû ïîäìíîæåñòâ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèÿ y = f(x) ∶ X ↦ Y íàçûâàåòñÿ

(X ,Y)-èçìåðèìîé, åñëè {A ∈ Y ⇒ f−1(A) ∈ X}.
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Åñëè â êà÷åñòâå X è Y âçÿòü ÷èñëîâûå ïðÿìûå, ò.å. ðàññìàòðèâàòü äåéñòâè-

òåëüíûå ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà, òî ýòî îïðåäåëåíèå ñâåäåòñÿ ê

íåïðåðûâíîñòè.

Äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) ∶X ↦ R èçìåðèìà, åñëè

∀c∈R {x ∈X ∣ f(x) < c} åñòü áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî.

B.3 Èíòåãðàë Ëåáåãà

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî ðàçáèåíèÿ îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà ÷àñòè è ñîñòàâëåíèÿ ïîòîì

èíòåãðàëüíîé ñóììû èç çíà÷åíèé ôóíêöèè íà ýòèõ ÷àñòÿõ, íà èíòåðâàëû ðàç-

áèâàþò å¼ îáëàñòü çíà÷åíèé, à çàòåì ñóììèðóþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåñàìè

ìåðû ïðîîáðàçîâ ýòèõ èíòåðâàëîâ.

Èíòåãðàë Ëåáåãà îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî, ïåðåõîäÿ îò áîëåå ïðîñòûõ ôóíê-

öèé ê ñëîæíûì. Ïóñòü ó íàñ åñòü ïðîñòðàíñòâî X ñ ìåðîé µ, è íà íåì îïðåäå-

ëåíà µ-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f(x).

1. Ïóñòü f(x) = 1A(x) � èíäèêàòîð íåêîòîðîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A, ò.å.
f(x) = 1 åñëè x∈A è íóëþ åñëè x/∈A. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

∫
X

f(x)µ(dx) ≡ ∫
X

f(x)dµ = µ(A).

2. Ïóñòü f(x) � ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. ïðèíèìàþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî çíà-

÷åíèé íà X. Îíà òîãäà ïðåäñòàâèìà â êà÷åñòâå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèè èíäèêàòîðîâ f(x) =
n

∑
i=1
fi 1Fi(x), ãäå fi ∈ R, à {Fi}n1 � êîíå÷íîå

ðàçáèåíèå X íà èçìåðèìûå ìíîæåñòâà. Òîãäà

∫
X

f(x)dµ =
n

∑
i=1

fiµ(Fi).

3. Ïóñòü òåïåðü f(x)≥0 ∀x∈X � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì âñå

ïðîñòûå ôóíêöèè {fs(x)}, òàêèå ÷òî fs(x) < f(s) ∀x∈X. Òîãäà

∫
X

f(x)dµ = sup
fs
∫
X

fs(x)dµ.

4. Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ ïðîèçâîëüíîãî çíàêà. Òîãäà åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ðàçíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé

f(x) = f+(x) − f−(x), ãäå

f+(x) = max{f(x),0},
f−(x) = −min{0, f(x)}.
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è èíòåãðàë Ëåáåãà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∫
X

f(x)dµ = ∫
X

f+(x)dµ − ∫
X

f−(x)dµ.

5. Íàêîíåö, åñëè A � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî èç X, òî

∫
A

f(x)dµ = ∫
X

f(x)1A(x)dµ.
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Ïðèëîæåíèå C

Ñïðàâî÷íûå ñâåäåíèÿ ïî êëàññè÷åñêèì

îðòîãîíàëüíûì ïîëèíîìàì

C.1 Ïîëèíîìû Ýðìèòà Hn

îðòîãîíàëüíû íà (−∞,∞) ñ âåñîì1 e−x
2
.

Ïðèíÿòà íîðìèðîâêà kn = 2n, òàê ÷òî

∥Hn∥2 =
√
π2nn!

Ïåðâûå íåñêîëüêî Hn:

H0 = 1

H1 = 2x

H2 = 4x2 − 2

H3 = 8x3 − 12x

H4 = 16x4 − 48x2 + 12

H5 = 32x5 − 160x3 + 120x

H6 = 64x6 − 480x4 + 720x2 − 120

H7 = 128x7 − 1344x5 + 3360x3 − 1680x

T0: Åñëè f(x) êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà (−∞,∞) è ñóùåñòâóåò

∫
∞

−∞
dx∣x∣e−x2f 2(x),

òî ðÿä Ôóðüå ïî ìíîãî÷ëåíàì Ýðìèòà ñõîäèòñÿ ê f(x) â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè
è ê 1

2[f(x + 0) + f(x − 0)] â òî÷êàõ ðàçðûâà.
Êîýôôèöèåíòû ðÿäà f(x) ïî Hn è îòêëîíåíèå:

fk= (−1)k
2kk!

√
π

∞
∫
−∞
dxe−x

2
f(x)Hk(x);

δ2
n=

∞
∫
−∞
dxe−x

2
f 2(x) −

n

∑
k=0

2kk!
√
πf 2

k .

1Ýòî "ôèçè÷åñêîå" îïðåäåëåíèå, â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçóåòñÿ âåñ e−x
2/2
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C.2 Ïîëèíîìû Ëàãåððà L
(α)
n

îðòîãîíàëüíû íà [0,∞) ñ âåñîì xαe−x.

Ïðèíÿòà íîðìèðîâêà kn = (−1)n/n!, òàê ÷òî

∥L(α)
n ∥2 = Γ(α+n+1)/n!

Ïåðâûå ïîëèíîìû

L
(α)
0 = 1

L
(α)
1 = −x + α + 1

L
(α)
2 = x2

2 − (α + 2)x + (α+2)(α+1)
2

L
(α)
3 =−x36 +

(α+3)x2
2 − (α+3)(α+2)x

2 + (α+3)(α+2)(α+1)
6

L
(0)
0 = 1

L
(0)
1 = −x + 1

L
(0)
2 = 1

2[x2 − 4x + 2]
L

(0)
3 = 1

6[−x3+9x2−18x+6]

T0: Åñëè f(x) êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà (0,∞) è ñóùåñòâóåò

∫
∞

0
dxx

α
2
− 1

4 e−x/2∣f(x)∣,

òî ðÿä Ôóðüå ïî ìíîãî÷ëåíàì Ëàãåððà ñõîäèòñÿ ê f(x) â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè
è ê 1

2[f(x + 0) + f(x − 0)] â òî÷êàõ ðàçðûâà.
Êîýôôèöèåíòû ðÿäà f(x) ïî L(α)

n è îòêëîíåíèå:

fk= 1
k!Γ(α+k+1)

∞
∫
0

dxxαe−xf(x)L(α)
k (x);

δ2
n=

∞
∫
0

dxxαe−xf 2(x) −
n

∑
k=0

k!Γ(α+k+1)f 2
k .

C.3 Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà Pn

îðòîãîíàëüíû íà [−1,1] ñ âåñîì 1.

Ïðèíÿòàÿ íîðìèðîâêà Pn(1) = 1;

∥Pn∥2 = 2

2n + 1
.

Ïåðâûå íåñêîëüêî ïîëèíîìîâ

P0 = 1

P1 = x
P2 = 1

2[3x2 − 1]
P3 = 1

2[5x3 − 3x]

P4 = 1
8[35x4 − 30x2 + 3]

P5 = 1
8[63x5 − 70x3 + 15x]

P6 = 1
16[231x6 − 315x4 + 105x2 − 5]

P7 = 1
16[429x7 − 693x5 + 315x3 − 35x]

T0: Åñëè f(x) íåïðåðûâíà è èìååò îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ íà [−1,1], òî
ðÿä Ôóðüå ïî ìíîãî÷ëåíàì Ëåæàíäðà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [−1,1].
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Êîýôôèöèåíòû ðÿäà f(x) ïî Pn è îòêëîíåíèå:

fk=
2k + 1

2

1

∫
−1

dxf(x)Pk(x); δ2
n=

1

∫
−1

dxf 2(x) −
n

∑
k=0

2

2k + 1
f 2
k .

C.4 Ïîëèíîìû ×åáûøåâà I ðîäà Tn

îðòîãîíàëüíû íà [−1,1] ñ âåñîì (1 − x2)−1/2.

Ïðèíÿòàÿ íîðìèðîâêà Tn(1)=1;

∥T0∥2=π, à äëÿ n>1 ∥Tn∥2=π/2.

Ïåðâûå íåñêîëüêî Tn:

T0 = 1

T1 = x
T2 = 2x2 − 1

T3 = 4x3 − 3x

T4 = 8x4 − 8x2 + 1

T5 = 16x5 − 20x3 + 5x

T6 = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1

T7 = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x.

T0: Åñëè f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [−1,1], òî ðÿä Ôóðüå ïî

ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà I ðîäà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [−1,1].
Êîýôôèöèåíòû ðÿäà f(x) ïî Tn è îòêëîíåíèå:

f0 = 1
π

π

∫
0

dθf(cos θ); fk = 2
π

π

∫
0

dθ cos(kθ)f(cos θ); k ≥ 1

δ2
n=

1

∫
−1

dxf2(x)√
1−x2 − π

2 [2C0 +
n

∑
k=1

f 2
k ] .

C.5 Ïîëèíîìû ×åáûøåâà II ðîäà Un

îðòîãîíàëüíû íà [−1,1] ñ âåñîì (1 − x2)−1/2;

Ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

Un(x) =
T ′
n+1(x)
n + 1

= sin[(n + 1)arccosx]√
1 − x2

.

Òîãäà Un(1)=n+1 è

∥Un∥2=π/2.

Ïåðâûå íåñêîëüêî Un:

U0 = 1

U1 = 2x

U2 = 4x2 − 1

U3 = 8x3 − 4x

U4 = 16x4 − 12x2 + 1

U5 = 32x5 − 32x3 + 6x

U6 = 64x6 − 80x4 + 24x2 − 1

U7 = 128x7 − 192x5 + 80x3 − 8x
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T0: Åñëè f(x) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-
òåëüíî íà [−1,1], òî ðÿä Ôóðüå ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà II ðîäà ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà [−1,1].
Êîýôôèöèåíòû ðÿäà f(x) ïî Un è îòêëîíåíèå:

fk = 2
π

π

∫
0

dθ sin θ cos((k + 1)θ)f(cos θ);

δ2
n=

1

∫
−1

dx
√

1 − x2f 2(x) − π
2

n

∑
k=1

f 2
k .

Ïîëèíîìû ×åáûøåâà II ðîäà ìèíèìèçèðóþò íà [−1,1] íîðìó L1, ò.å. ∫
+1

−1 dx ∣Pn(x)∣,
ñðåäè ïðèâåäåííûõ ïîëèíîìîâ çàäàííîé ñòåïåíè n.
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Ïðèëîæåíèå D

Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû â L2

D.1 Êîìïàêòíîñòü

Êëàññ îïåðàòîðîâ, ïî ñâîèì ñâîéñòâàì áëèçêèõ ê îïåðàòîðàì, äåéñòâóþùèì â

êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûå âïîëíå íåïðåðûâíûå

èëè êîìïàêòíûå (compact) îïåðàòîðû (ïðèìåðíî â òîì æå ñìûñëå ÷òî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-

ñòâî, ñðåäè áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, áëèçêî ïî ñâîéñòâàì ê êîíå÷íîìåðíûì ïð.-âàì � â íåì âñÿêèé

âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó). Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ íàïîìíèì ïîíÿòèÿ êîìïàêò-

íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ìíîæåñòâ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ1.

D.1.1 Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â êîíå÷íîìåðíûõ è áåñêî-

íå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíîé, åñëè èç íåå ìîæíî âû-

äåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ìíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì (èëè êîìïàêòîì), åñëè âñÿêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ êîìïàêòíà â K, ò.å. åñëè èç íåå ìîæíî âû-

äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó K.

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì (èëè îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì,

èëè ïðåäêîìïàêòîì), åñëè åãî çàìûêàíèå êîìïàêòíî. Ò.å. ìí-âî ïðåäêîìïàêòíî,

åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ êîìïàêòíà (íå îáÿçàòåëüíî â K).

1Êîìïàêòíîñòü íàèáîëåå îáùèì îáðàçîì ââîäèòñÿ â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ìåò-

ðè÷åñêèå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, îäíàêî, âñåãäà îòäåëèìû (õàóñäîðôîâû), è â íèõ îïðåäå-

ëåíèÿ ìîæíî äàòü ïðîùå.
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Ò0: Â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En ìíîæåñòâî êîìïàêòíî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî2.

◂ ÅñëèK êîìïàêòíî, òî îíî îãðàíè÷åíî: äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü

K íåîãðàíè÷åíî. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ

xk, òàêèõ ÷òî ∥xk∥ → ∞. Íî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñõîäèòñÿ, è èç íåå

íåëüçÿ âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Çíà÷èò K íå êîìïàêòíî.

Ïðîòèâîðå÷èå. Äîêàçàíî.

Åñëè K êîìïàêòíî, òî îíî çàìêíóòî: òàêæå îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü K íåçà-

ìêíóòî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ K, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ

ê x /∈K. Âñëåäñòâèå åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà, òîãäà K íå êîìïàêòíî. Ïðîòèâî-

ðå÷èå. Äîêàçàíî.

Åñëè K îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî, òî îíî êîìïàêòíî: îïÿòü òàê æå. Ïóñòü K

íå êîìïàêòíî. Òîãäà â íåì ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk, íå

ñõîäÿùàÿñÿ â K. Òàê êàê K îãðàíè÷åíî, òî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

Òîãäà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî íàéòè êóá ðàçìåðà L, â êîòîðîì

îíà ñîäåðæèòñÿ. Ðàçäåëèì L ïîïîëàì, òîãäà êóá ïîäåëèòñÿ íà 2n ÷àñòåé (n

� ðàçìåðíîñòü ïð.-âà). Ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ÷àñòåé ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî

áîëüøîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ xk. Äåëèì åå òàê æå, è ïðîäîëæàåì äî áåñêîíå÷íî-

ñòè. Â êàæäîì î÷åðåäíîì êóáå âûáèðàÿ ïî òî÷êå èç xk, ïîëó÷àåì ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ. Òàê êàê K çàìêíóòî, òî îíà ñõîäèòñÿ â K.

Ïðîòèâîðå÷èå. Äîêàçàíî. ▸
Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå E∞ äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè îñòà-

åòñÿ â ñèëå � âñÿêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî. Îäíàêî äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè áûëî ñóùåñòâåííî óñëîâèå êîíå÷íîìåðíîñòè, è

â E∞ îíà íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó ñâîéñòâî êîìïàêòíîñòè îêàçûâàåòñÿ áîëåå

ñèëüíûì, ÷åì ïðîñòî òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè è çàìêíóòîñòè.

Òàê, âîçüìåì â ïðîñòðàíñòâå l2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ {xi} òàêóþ:

(1,0,0, . . .), (0,1,0, . . .) è òàê äàëåå, òàê ÷òî i-é âåêòîð èìååò íà i-é ïîçèöèè

åäèíèöó, à íà îñòàëüíûõ íóëè. Òîãäà ∀ i ∥xi∥ = 1, òàê ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îãðàíè÷åíà. Îäíàêî äëÿ ëþáîé ïàðû ∥xi − xj∥ =
√

2, òàê ÷òî ëþáàÿ ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ íå ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

âñå òî÷êè {xi} èçîëèðîâàíû, è ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà è çàìêíó-

òà, íî íå êîìïàêòíà. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëåæèò íà åäèíè÷íîé ñôåðå â l2.

Ïîýòîìó è åäèíè÷íàÿ ñôåðà, êîòîðàÿ î÷åâèäíî îãðàíè÷åíà è çàìêíóòà, � íå

2Ñì. òåîðåìó Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà â ìàò. àíàëèçå, â êîòîðîé ýòî äîêàçûâàåòñÿ äëÿ

÷èñëîâîé ïðÿìîé.
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êîìïàêòíà.

Ïðèìåðû êîìïàêòîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ:

� Êîìïàêòíûì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî

êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà E∞.

� Ôóíäàìåíòàëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ("ãèëüáåðòîâ êèðïè÷") ïðîñòðàíñòâà

l2 � ìíîæåñòâî òî÷åê (x1, x2, . . .) ñ êîîðäèíàòàìè ∣xi∣≤1/2i−1.

Ïîëíàÿ îãðàíè÷åííîñòü. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà R, à ε>0. Ìíîæåñòâî A èç R íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ M , åñëè

∀x ∈M ∃a ∈ A ∣ ρ(x, a) < ε.

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì, åñëè äëÿ íåãî ïðè ëþáîì ε ñó-

ùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü.

Ìíîæåñòâî M , ëåæàùåå â â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâ, êîìïàêòíî

ò. è ò.ò., êîãäà îíî âïîëíå îãðàíè÷åíî.

D.1.2 Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè yn ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ayn êîìïàêòíà. Òàêèì îáðàçîì, êîì-

ïàêòíûé îïåðàòîð ïåðåâîäèò âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ïðåäêîìïàêò-

íîå.

Òàê êàê êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî, òî êîìïàêòíûé îïåðàòîð íåïðå-

ðûâåí è îãðàíè÷åí. Îäíàêî îáðàòíîå íåâåðíî. Òàê, åäèíè÷íûé îïåðàòîð ïåðå-

âîäèò åäèíè÷íóþ ñôåðó, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà íî íå êîìïàêòíà, â ñåáÿ, à ïîòîìó

îãðàíè÷åí íî íå êîìïàêòåí!

T0: Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ è ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ êîìïàêòíû

◂.▸.

T0: Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå ñõîäèòñÿ, òî åå ïðåäåë åñòü òàêæå êîìïàêòíûé îïåðàòîð.

◂ Ïóñòü AN åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðàÿ ñõî-

äèòñÿ ê A, è ïóñòü {xi} � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∥xi∥<
C.

Òàê êàê A1 êîìïàêòåí, òî èç {A1xi} ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ïóñòü {x(1)

i } ýòî òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi}, ÷òî
{A1x

(1)
i } ñõîäèòñÿ.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñë-òü {A2x
(1)
i }. Èç íåå òîæå ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùó-

þñÿ ïîäïîñë-òü, âñëåäñòâèå êîìïàêòíîñòè A2. Ïóñòü {x(2)
i } ýòî òàêàÿ ïîäïîñë-òü

{x(1)
i }, ÷òî {A2x

(2)
i } ñõîäèòñÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî è {A1x

(2)
i } ñõîäèòñÿ.

Ïîâòîðÿÿ òàêóþ âûáîðêó, ïîëó÷èì íà øàãå m ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(m)
i },

òàêóþ ÷òî {Anx(m)
i } ñõîäèòñÿ äëÿ n=1,2, . . . ,m.

Âîçüìåì òåïåðü äèàãîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x
(1)
1 , x

(2)
2 , . . . , x

(n)
n , . . .. Êàæ-

äûé èç îïåðàòîðîâ A1,A2, . . . ïåðåâîäèò åå â ñõîäÿùóþñÿ. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà

òðåóãîëüíèêà

∥Ax(n)
n −Ax(m)

m ∥ ≤ ∥Ax(n)
n −Akx(n)

n ∥ + ∥Akx(n)
n −Akx(m)

m ∥ + ∥Akx(m)
m −Ax(m)

m ∥.

Òàê êàê ðÿä {AN} ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ê A, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k

ìîæíî ñäåëàòü ∥A − Ak∥ < εC äëÿ ëþáîãî ε, òàê ÷òî ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàå-

ìîå ìåíüøå ε. Âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê êàê Akx
(n)
n ñõîäèòñÿ, à

çíà÷èò ôóíäàìåíòàëüíà. Ïîýòîìó {Ax(n)
n } ôóíäàìåíòàëüíà, à çíà÷èò ñõîäèòñÿ

(áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ïîëíî). Òàêèì îáðàçîì, A êîìïàêòåí, ÷. è ò.ä. ▸

D.2 Îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà

T0: Îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà (4.9, 4.10)

Ay = ψ ⇔
b

∫
a

dsK(x, s)y(s) = ψ(x), ∣
b

∫
a

b

∫
a

dxds ∣K(x, s)∣2 ≡M <∞,

êîìïàêòåí.

◂ Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü A óæå äîêàçàíà (4.13).

Âñëåäñòâèå óñëîâèÿ (4.9) è òåîðåìû Ôóáèíè, èíòåãðàë ∫
b

a ds∣K(x, s)∣2 ñó-

ùåñòâóåò äëÿ ïî÷òè âñåõ x. Èíà÷å ãîâîðÿ, K(x, s) êàê ôóíêöèÿ s ïðè ïî÷òè

âñåõ x ïðèíàäëåæèò L2[a, b]. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðà-

òîì ôóíêöèé èíòåãðèðóåìî, òî èíòåãðàë â (4.10) ñóùåñòâóåò äëÿ ïî÷òè âñåõ x,

ò.å. ôóíêöèÿ ψ îïðåäåëåíà ïî÷òè âñþäó.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A êîìïàêòåí. Êàê ìû âèäåëè, ðàçëîæèâ

ÿäðî â ðÿä Ôóðüå (4.17), îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà A ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðå-

äåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûðîæäåííûõ îïåðàòîðîâ (4.18) AN .

Íî âûðîæäåííûé îïåðàòîð AN , ïî îïðåäåëåíèþ, ïåðåâîäèò âñå ïðîñòðàí-

ñòâî L2[a, b] â êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè ψ1, . . . , ψN .

Ïîýòîìó îí ïåðåâîäèò ëþáóþ îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç L2 â îãðà-

íè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå L2, à èç ïî-
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ñëåäíåé âñåãäà ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîýòîìó

AN êîìïàêòíû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïàêòíûõ

îïåðàòîðîâ, A êîìïàêòåí. ▸
Ñâîéñòâî êîìïàêòíîñòè A ÿâëÿåòñÿ îñíîâîïîëàãàþùèì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

óòâåðæäåíèé î ñóùåñòâîâàíèè è ñòðóêòóðå åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è âåêòî-

ðîâ.
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