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Àííîòàöèÿ
Íà äàííîì çàíÿòèè íåîáõîäèìî ïîçíàêîìèòñÿ ñ ôóíêöèÿìè, îñóùåñòâëÿþùèìè àíàëè-

òè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé.

Ðàáîòà ñ àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè
Çàäàíèå �1

Ðåàëèçóéòå ñ ïîìîùüþ ¾Ìàòåìàòèêè¿ ñëåäóþùèé ñïîñîá ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîé ñòå-
ïåíè x4 + 2x3 − 6x2 + 2x = −1. Ñíà÷àëà îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ äåëÿòñÿ íà x2, çàòåì ââîäèòñÿ
íîâîå íåèçâåñòíîå y, ñâÿçàííîå ñ x ñîîòíîøåíèåì y = x + 1/x. Îòíîñèòåëüíî y ïîëó÷àåòñÿ
êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Íàõîäÿòñÿ åãî ðåøåíèÿ, à çàòåì x. Ïðîâåðüòå ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷åííûõ
òàêèì ñïîñîáîì êîðíåé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ èõ ïîäñòàíîâêè â ýòî óðàâíåíèå.

Çàäàíèå �2

ßâëÿåòñÿ ëè ìíîãî÷ëåí x4 + 4x3 − 2x2 − 12x + 9 òî÷íûì êâàäðàòîì, ò.å. ìîæíî ëè ïîäîáðàòü
òðè ÷èñëà p, q è r òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî òîæäåñòâî x4 +4x3−2x2−12x+9 = (px2 +qx+r)2?

Çàäàíèå �3

Óáåäèòåñü, ÷òî ìíîãî÷ëåí x2 + y2 + z2 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (ax + by +
cz)(Ax + By + Cz) íè ïðè êàêèõ âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ a, b, c, A, B, C.

Çàäàíèå �4

Äàí ïðÿìîóãîëüíûé ÿùèê ñ äëèíàìè ñòîðîí x, y z. Íàéòè íàèáîëüøèé îáúåì äàííîãî ÿùèêà,
ïðè óñëîâèè, ÷òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè åãî ðàâíà a.

Çàäàíèå �5

Äàíî óðàâíåíèå: y = a exp (−b(r − r0)
2). Ðåøèòü äàííîå óðàâíåíèå ïðè ïîìîùè ïåðåãðóïïè-

ðîâêè åãî ÷àñòåé, êàê ðóêàìè, áåç ïîìîùè ôóíêöèè Solve.

Çàäàíèå �6

Ïðåîáðàçîâàòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå(
a b
c d

)
·
(

x1

x2

)
=

(
1
2

)

â ñïèñîê óðàâíåíèé.
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Çàäàíèå �7

Ïðåîáðàçîâàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ê âèäó ìàòðè÷íîé ñèñòåìû. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó
êîýôôèöèåíòîâ è âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

a · x + 2 · b · y − z = 1,
2 · x + 3 · b · z + y = 2 · b,
−3 · b · x− 2 · c · y = c

Çàäàíèå �8

Íå ïîëüçóÿñü âñòðîåííûìè ôóíêöèÿìè âðó÷íóþ ðåøèòü íåëèíåéíîå óðàâíåíèå:
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.

Çàäàíèå �9

Èíîãäà áûâàåò òàê, ÷òî âñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ DSolve íå ìîæåò ðåøèòü íåîäíîðîäíîå îáûêíî-
âåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, õîòÿ ìîæåò ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâ-
íåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå îäíîðîäíîãî îáûêíîâåííîãî óðàâíåíèÿ ïðè
ïîìîùè ôóíêöèè DSolve, à çàòåì ïðè ïîìîùè ìåòîäà âàðèàöèè ïîñòîÿííîé ïîëó÷èòü ðåøåíèå
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ðåøèòü òàêèì ñïîñîáîì óðàâíåíèå

y′′ + x · y′ + y = 3 · x2 + 2.

ñðàâíèòü ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñ ðåøåíèåì ïîëó÷åííûì ïðè ïîìîùè ôóíêöèè DSolve.

Çàäàíèå �10

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåâîçìîæíî íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ â òåðìèíàõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî íàéòè ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå â âèäå ðÿäà Òåéëîðà â ðàéîíå íåêîòîðîé òî÷êè. Ïðè ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ
â ðÿä íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îáûêíîâåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ω:

x′′ + ω2x = 0.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðèìåì, ÷òî âî âðåìÿ t = 0 îñöèëëÿòîð íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè
x = 1 è èìååò ñêîðîñòü x′(0) = 0.

Çàäàíèå �11

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì ïðèìå-
íåíèå ñèñòåìû Mathematica äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîäîá-
íûå ìåòîäû ïîÿâèëèñü çàäîëãî äî âîçíèêíîâåíèÿ êîìïüþòåðíîé òåõíèêè, íî ñ åå ïîÿâëåíèåì
áûëè íåñêîëüêî îòòåñíåíû â ñòîðîíó ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, äëÿ êîòîðûõ êîìïüþòåð ÿâëÿåòñÿ
èäåàëüíûì ñðåäñòâîì ðåàëèçàöèè, òàê êàê ðàáîòàåò ñ ÷èñëîâûì ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèé, à íå
èõ àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì. Ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî
ïðîñòî ðåàëèçîâûâàòü íå òîëüêî ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷, íî è ñòðîèòü èõ
ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.
Ìåòîä Ãàëåðêèíà. Èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàç-

áåðåì ìåòîä Ãàëåðêèíà, òàê êàê îí øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ìíîãèõ ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ.



Ñôîðìóëèðóåì îáùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà: íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Lu ≡ u′′ + p(x)u′ + q(x)u = f(x), a ≤ x ≤ b,

óäîâëåòâîðÿþùåå äâóì êðàåâûì óñëîâèÿì

l0u ≡ α0u(a) + β0u
′(a) = γ0,

l1u ≡ α1u(a) + β1u
′(a) = γ1,

ãäå p, q è f ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé x íà èíòåðâàëå åå èçìåíåíèÿ
[a, b], à αi, βi è γi � íåêîòîðûå çàäàííûå ÷èñëà, ïðè÷åì íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò ðàâíÿòüñÿ
íóëþ, íî íå âñå îäíîâðåìåííî.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è íà îòðåçêå [a, b] çàäàþò íåêîòî-

ðóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ϕ0, ϕ1,
. . . , ϕn, . . . òàêèõ, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ0 óäîâëåòâîðÿåò çàäàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì

l0ϕ0 = γ0,

l1ϕ0 = γ1,

à îñòàëüíûå ôóíêöèè ñèñòåìû ïðè i = 1, 2, . . . óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèÿì

l0ϕi = 0,

l1ϕi = 0.

Ýòà ñèñòåìà ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ áàçèñíîé.
Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è èùåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè n + 1 áàçèñ-

íûõ ôóíêöèé:
yn(x) = ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + . . . + anϕn(x)

ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè ai, i = 1 . . . n, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîãî
êðèòåðèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåííîå òàêèì ñïîñîáîì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â ñèëó
âûáîðà áàçèñíûõ ôóíêöèé òî÷íî óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì çàäà÷è.
Â ìåòîäå Ãàëåðêèíà â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå îðòîãîíàëüíîñòè áàçèñíûõ ôóíêöèé ϕ1(x),
ϕ2(x), . . . , ϕn(x) ê ôóíêöèè íåâÿçêèΨ(x; a1, . . . , an), ïðåäñòàâëÿþùåé ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ:

Ψ(x; a1, . . . , an) = Lyn − f(x) = Lϕ0(x)− f(x) +
n∑

k=1

akLϕk(x).

Ïîä îðòîãîíàëüíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåâÿçêè è áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé:

b∫
a

Ψ(x; a1, . . . , an)ϕi(x) dx = 0.

Ýòî òðåáîâàíèå ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ai ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ yn:

a1(Lϕ1, ϕ1) + . . . + an(Lϕn, ϕ1) = (f − Lϕ0, ϕ1),
a1(Lϕ1, ϕ2) + . . . + an(Lϕn, ϕ2) = (f − Lϕ0, ϕ2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1(Lϕ1, ϕn) + . . . + an(Lϕn, ϕn) = (f − Lϕ0, ϕn).



Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû âñåãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
áàçèñíûõ ôóíêöèé.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü îñíîâíóþ òðóäíîñòü ýòîãî ìåòîäà � âûáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìîé

ñèñòåìû áàçèñíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.
Çàäàíèå Ðåøèòü ìåòîäîì Ãàëåðêèíà êðàåâóþ çàäà÷ó:

y′′(x) + y(x) = −x, 0 ≤ x ≤ 1, y(0) = 0, y(1) = 0.

Çàìå÷àíèå: â êà÷åñòâå ñèñòåìû áàçèñíûõ ôóíêöèé âûáðàòü òàêóþ ñèñòåìó:

ϕ0(x) = 0, ϕi(x) = xi(1− x), i = 1, 2, . . .

Ôóíêöèÿ ϕ0(x) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì êðàåâîé çàäà÷è, à ôóíêöèÿ ϕi(x), i =
1, 2, . . .� îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.
Ïîëó÷èòü òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðè ïîìîùè âñòðîåííîé ôóíêöèè ñèñòå-

ìû. Ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ óäåðæàíî îäèí, äâà, òðè,
÷åòûðå è ò.ä. ÷ëåíà ðåøåíèÿ. Ïðè ïîìîùè ãðàôèêîâ è òàáëèö ïîñìîòðåòü, êàê îíè ñîãëàñóþò-
ñÿ ñ òî÷íûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è.


