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Ïðåäèñëîâèå

Äèñöèïëèíà �Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè� âûðàáàòûâàåò ó
ñòóäåíòîâ íàâûêè ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçëè÷íûõ
ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ðåøåíèÿ ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ýòîì ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ çàäà÷. Äàííàÿ äèñöèïëèíà ñîñòàâëÿåò ìàòåìàòè÷åñêóþ
îñíîâó äèñöèïëèíû �Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà� è çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà
ñïåöèàëüíûõ äèñöèïëèí äëÿ âñåõ ôèçè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé.

Â íàñòîÿùåì ó÷åáíîì ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè, ïðèâîäÿùèå ê óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè. Ïîðÿäîê èçëîæåíèÿ ñâÿçàí ñ îïèñàíèåì òèïè÷íûõ ôèçè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ, ïîýòîìó ðàñïîëîæåíèå ìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâóåò îñíîâ-
íûì òèïàì óðàâíåíèé. Â îòäåëüíóþ ãëàâó âûíåñåíî èçëîæåíèå òåî-
ðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, ïëàâíûé ïåðåõîä ê êîòîðîé îáåñïå÷è-
âàåòñÿ äåìîíñòðàöèåé ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ òð¼õìåðíûõ çàäà÷ ïðè
íàëè÷èè îñåâîé èëè ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ïîñëå ïîäðîáíîãî ðàñ-
ñìîòðåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñôîðìóëèðîâà-
íî îáùåå óðàâíåíèå äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, è çàòåì ðàññìîòðåíû
êëàññû îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ, âîçíèêàþùèõ â çàäà÷àõ êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè.

Ãîñóäàðñòâåííûì îáðàçîâàòåëüíûì ñòàíäàðòîì âûñøåãî ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ 2000 ã. äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé
óíèâåðñèòåòîâ â ðàìêàõ äàííîé äèñöèïëèíû áûë ââåä¼í íîâûé ðàç-
äåë �Ïîíÿòèå î íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè�. Â
íàñòîÿùåì ó÷åáíîì ïîñîáèè ñîäåðæèòñÿ ãëàâà �Íåëèíåéíûå óðàâíå-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè�, ãäå èçëàãàþòñÿ îñíîâû àíàëèçà ñèñòåì
êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê, ñ êîíêðåòíûìè
ïðèìåðàìè. Ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå óñòîé÷èâîé óåäèí¼ííîé íåëè-
íåéíîé âîëíû � ñîëèòîíà. Ïðèâåäåíî óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå Ôðèñà,
ïðîàíàëèçèðîâàí ôèçè÷åñêèé ñìûñë åãî ñëàãàåìûõ, îïèñûâàþùèõ
ýôôåêòû äèñïåðñèè è íåëèíåéíîñòè, íàéäåíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ,
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îïèñûâàþùåå óñòîé÷èâóþ óåäèí¼ííóþ âîëíó.
Â çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâå ïðèâåäåíû áàçîâûå ïîíÿòèÿ îñíîâíîãî

ìåòîäà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè � ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Ïîñîáèå íàïèñàíî íà îñíîâå ëåêöèîííîãî êóðñà, ÷èòàåìîãî àâòî-
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Ãëàâà 1

Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îáùèì âîïðîñàì òåîðèè óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðèâåäåíû îñíîâíûå âèäû óðàâíåíèé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïå-
ðåìåííûìè. Äëÿ êàæäîãî èç òèïîâ óðàâíåíèé � ãèïåðáîëè÷åñêîãî,
ïàðàáîëè÷åñêîãî è ýëëèïòè÷åñêîãî � ïîäðîáíî âûïîëíåíà ïðîöåäóðà
ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Èçëàãàåòñÿ ñõåìà äàëüíåéøåãî
óïðîùåíèÿ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

1.1 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå n ïåðåìåííûõ èìååòñÿ íåêîòîðàÿ íåèçâåñò-
íàÿ ôóíêöèÿ u(x1, x2, . . . xn). Ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ýòó ôóíê-
öèþ, íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè, íà-
çûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

F

(
x1, x2, . . . xn, u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn
, . . . ,

∂ku

∂xk1
1 . . . ∂xkn

n

)
= 0 . (1.1)

Ïîðÿäîê ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿ.

9
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Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ
u(x1, x2, . . . xn), îáðàùàþùàÿ óðàâíåíèå â òîæäåñòâî.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé äâóõ íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ. Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìå-
åò âèä:

F

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
= 0 . (1.2)

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàù¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ:
∂u

∂x
≡ ux ,

∂u

∂y
≡ uy ,

∂2u

∂x2 ≡ uxx ,
∂2u

∂x∂y
≡ uxy , è ò.ä.

Íàèáîëåå îáùèé âèä óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:

F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy) = 0 . (1.3)

Óðàâíåíèÿ (1.2) è (1.3) çàïèñàíû â ñëèøêîì îáùåì âèäå, ÷òîáû î íèõ
ìîæíî áûëî ñêàçàòü ÷òî-ëèáî êîíêðåòíîå. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå
÷àñòíûå ñëó÷àè.

Óðàâíåíèå, ëèíåéíîå òîëüêî îòíîñèòåëüíî ñàìûõ ñòàðøèõ ïðî-
èçâîäíûõ, íàçûâàåòñÿ êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì. Êâàçèëèíåéíîå
óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðå-
ìåííûõ èìååò âèä

A(x, y, u) ux + B(x, y, u) uy + D(x, y, u) = 0 . (1.4)

Êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà:

A(x, y, u, ux, uy) uxx + B(x, y, u, ux, uy) uxy + C(x, y, u, ux, uy) uyy +

+ D(x, y, u, ux, uy) = 0 . (1.5)

Óðàâíåíèÿ (1.4) è (1.5) òàêæå êàæóòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèìè, òåì íå
ìåíåå, êàê ìû óâèäèì â ãëàâå 5, ïîñâÿùåííîé íåëèíåéíûì óðàâíå-
íèÿì, îíè ïîääàþòñÿ äàëüíåéøåìó àíàëèçó.

Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îíî ëèíåéíî çàâèñèò îò
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è âñåõ å¼ ïðîèçâîäíûõ. Òàêèì îáðàçîì, ëè-
íåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè äâóõ íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ èìååò âèä

a11(x, y) uxx + 2a12(x, y) uxy + a22(x, y) uyy + b1(x, y) ux +

+ b2(x, y) uy + g(x, y) u = f(x, y) . (1.6)
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Åñëè çäåñü f(x, y) = 0, òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì. Åñëè
êîýôôèöèåíòû ïðè ôóíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ íå çàâèñÿò îò x, y,
áóäåì èìåòü óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî òå æå îïðåäåëåíèÿ ââîäÿòñÿ è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ n > 2.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ôèçèêè âîçíèêàþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ íàèáîëåå
÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ âèäîâ.

1. Ïðè èçó÷åíèè âîëí ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû � óïðóãèõ,
ýëåêòðîìàãíèòíûõ, âîëí ïëîòíîñòè çàðÿäà â ïëàçìå è ò.ä. � âîç-
íèêàåò âîëíîâîå óðàâíåíèå:

∂2u

∂t2
= c2

(
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 +
∂2u

∂z2

)
, (1.7)

çäåñü ôóíêöèÿ u(x, y, z, t) ìîæåò áûòü äàâëåíèåì èëè ïëîòíî-
ñòüþ äëÿ óïðóãèõ âîëí â ãàçàõ, íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêî-
ãî èëè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ò.ä.; c � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëí â äàííîé ñðåäå.

2. Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â îäíîðîäíîì èçîòðîïíîì òåëå, à òàêæå
ïðîöåññû äèôôóçèè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíî-
ñòè:

∂u

∂t
= a2

(
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 +
∂2u

∂z2

)
, (1.8)

çäåñü ôóíêöèÿ u(x, y, z, t) èìååò ñìûñë òåìïåðàòóðû èëè êîí-
öåíòðàöèè.

3. Óñòàíîâèâøååñÿ òåïëîâîå ñîñòîÿíèå â îäíîðîäíîì èçîòðîïíîì
òåëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà:

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 +
∂2u

∂z2 = −f(x, y, z) , (1.9)

ãäå ôóíêöèÿ f(x, y, z) ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ èñòî÷íèêîâ òåïëà.

4. Òî æå, íî ïðè îòñóòñòâèè èñòî÷íèêîâ òåïëà âíóòðè òåëà îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà:

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 +
∂2u

∂z2 = 0 . (1.10)
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Òàêèì æå óðàâíåíèåì îïèñûâàþòñÿ ïîòåíöèàëû ïîëÿ òÿãîòå-
íèÿ èëè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè îòñóòñòâèè ìàññ èëè çà-
ðÿäîâ, è ò.ä.

5. Îñíîâíîå óðàâíåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè � óðàâíåíèå Øð¼äèí-
ãåðà � èìååò âèä

i
∂u

∂t
= −a2

(
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 +
∂2u

∂z2

)
+ f(x, y, z) , (1.11)

çäåñü êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ u(x, y, z, t), íàçûâàåìàÿ âîëíîâîé
ôóíêöèåé, îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ìèê-
ðî÷àñòèöû, ôóíêöèÿ f(x, y, z) ñâÿçàíà ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãè-
åé ìèêðî÷àñòèöû âî âíåøíåì ñèëîâîì ïîëå.

Óðàâíåíèÿ (1.7) � (1.11) åñòü îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè.

1.2 Ïðèâåäåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

Âåðí¼ìñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè
äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (1.6)

a11 uxx + 2a12 uxy + a22 uyy + b1 ux + b2 uy + g u = f(x, y) , (1.12)

ãäå êîýôôèöèåíòû a, b, g çàâèñÿò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ x, y. Ïåðå-
õîäîì îò ïåðåìåííûõ x, y ê íîâûì íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì ξ, η

ìîæíî ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå, òî åñòü ê îïðåäå-
ë¼ííîé áîëåå ïðîñòîé ôîðìå, êîãäà â óðàâíåíèè ïðèñóòñòâóþò íå âñå
ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå. Ïîñêîëüêó äàëåå ìû áóäåì ñëåäèòü òîëüêî çà
ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.12) â âèäå

a11 uxx + 2a12 uxy + a22 uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0 . (1.13)

Ïóñòü êîýôôèöèåíòû a ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïåðå-
ìåííûõ x, y âìåñòå ñ 1-ìè è 2-ìè ïðîèçâîäíûìè, è íå îáðàùàþò-
ñÿ îäíîâðåìåííî â íîëü. Ìû áóäåì èñêàòü ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå
ïðåîáðàçîâàíèå îò ñòàðûõ ïåðåìåííûõ ê íîâûì:

ξ = ϕ(x, y) , η = ψ(x, y) . (1.14)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåæäó îáëàñòÿìè ïåðåìåííûõ (x, y) è (ξ, η) ñóùå-
ñòâîâàëî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèå
áûëî íåâûðîæäåííûì íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ
íå îáðàùàëñÿ â íîëü:

∂(ξ, η)

∂(x, y)
=

∂(ϕ, ψ)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ
∂x

∂ϕ
∂y

∂ψ
∂x

∂ψ
∂y

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 . (1.15)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèè ϕ è ψ áûëè íåïðåðûâíû âìåñòå ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1.13) ê íîâûì ïåðåìåííûì íåîá-
õîäèìî âûðàçèòü ïðîèçâîäíûå ïî x, y ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî ξ, η.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

u(x, y) ⇒ u(ξ, η) = u
(
ϕ(x, y), ψ(x, y)

)
,

ïîëó÷àåì

ux = uξϕx + uηψx , uy = uξϕy + uηψy ,

uxx = (uξξϕx + uξηψx) ϕx + uξϕxx + (uηξϕx + uηηψx) ψx + uηψxx =

= uξξϕ
2
x + 2uξηϕxψx + uηηψ

2
x + uξϕxx + uηψxx ,

uxy = (uξξϕy + uξηψy) ϕx + uξϕxy + (uηξϕy + uηηψy) ψx + uηψxy =

= uξξϕxϕy + uξη (ϕxψy + ϕyψx) + uηηψxψy + uξϕxy + uηψxy ,

uyy = uξξϕ
2
y + 2uξηϕyψy + uηηψ

2
y + uξϕyy + uηψyy . (1.16)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (1.13) è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå
÷ëåíû, ïîëó÷àåì

α11 uξξ + 2α12 uξη + α22 uηη + F1 (ξ, η, u, uξ, uη) = 0 , (1.17)

ãäå êîýôôèöèåíòû èìåþò âèä

α11 = a11ϕ
2
x + 2a12ϕxϕy + a22ϕ

2
y ,

α12 = a11ϕxψx + a12 (ϕxψy + ϕyψx) + a22ϕyψy ,

α22 = a11ψ
2
x + 2a12ψxψy + a22ψ

2
y . (1.18)

Ôóíêöèÿ F1 â óðàâíåíèè (1.17) âêëþ÷èëà â ñåáÿ ÷ëåíû ñ ïåðâûìè
ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè u, âîçíèêøèå â (1.16).
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Ïðè âñåõ èçìåíåíèÿõ â óðàâíåíèè, ïðîèñøåäøèõ ïðè ïðåîáðà-
çîâàíèè (1.14), èìååòñÿ ëè êàêàÿ-ëèáî âåëè÷èíà, êîòîðàÿ îñòàëàñü
íåèçìåííîé? Êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç, òàêàÿ âåëè÷èíà åñòü. Êîìáè-
íàöèÿ, ïîñòðîåííàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ, âèäà

∆ = a2
12 − a11a22 , (1.19)

èëè, â íîâûõ ïåðåìåííûõ:

∆′ = α2
12 − α11α22 , (1.20)

íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì óðàâíåíèÿ (1.13) èëè ñîîòâåòñòâåííî
(1.17). Ïðè ëþáûõ íåâûðîæäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ (1.14) çíàê äèñ-
êðèìèíàíòà îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì.

Çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü äèñêðèìèíàíòà ïîçâîëÿåò ââåñòè ñëåäóþ-
ùóþ êëàññèôèêàöèþ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

• Åñëè â íåêîòîðîé îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè (x, y) äèñêðèìèíàíò
ïîëîæèòåëåí, ∆ > 0, óðàâíåíèå â ýòîé îáëàñòè íàçûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

• Åñëè â íåêîòîðîé îáëàñòè D äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëåí, ∆ < 0,
óðàâíåíèå â ýòîé îáëàñòè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ýëëèïòè÷å-
ñêîãî òèïà.

• Åñëè â íåêîòîðîé îáëàñòè D äèñêðèìèíàíò ðàâåí íóëþ, ∆ ≡ 0,
óðàâíåíèå â ýòîé îáëàñòè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî òèïà.

Ïîäáîðîì ôóíêöèé ϕ è ψ ìîæíî ïðèâåñòè êàæäîå óðàâíåíèå ê
íåêîòîðîìó íàèáîëåå ïðîñòîìó âèäó. Ýòîò âèä è íàçûâàåòñÿ êàíî-
íè÷åñêèì. Ðàññìîòðèì êàæäûé èç òèïîâ óðàâíåíèé â îòäåëüíîñòè.

1.2.1 Óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà
Êàíîíè÷åñêèé, òî åñòü íàèáîëåå ïðîñòîé âèä óðàâíåíèÿ â íîâûõ

ïåðåìåííûõ (1.17), î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà òîëüêî
îäèí èç òð¼õ êîýôôèöèåíòîâ α îòëè÷åí îò íóëÿ. Èç óñëîâèÿ ãèïåð-
áîëè÷íîñòè óðàâíåíèÿ

α2
12 − α11α22 > 0 (1.21)



1.2. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå 15

âèäíî, ÷òî åñòü òîëüêî îäíà òàêàÿ âîçìîæíîñòü:

α11 = α22 = 0 , α12 6= 0 . (1.22)

Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî íàéòè òàêèå ôóíêöèè ϕ è ψ, ÷òîáû âûïîë-
íÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

a11ϕ
2
x + 2a12ϕxϕy + a22ϕ

2
y = 0 ,

a11ψ
2
x + 2a12ψxψy + a22ψ

2
y = 0 . (1.23)

Âèäíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ϕ è ψ ñîâïàäàþò. Îäíàêî íàì
íóæíû äâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôóíêöèè: óðàâíåíèå (1.15) êàê ðàç
è áûëî òðåáîâàíèåì èõ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Ðåøåíèå ïðîáëåìû
â òîì, ÷òî êàæäîå èç óðàâíåíèé (1.23) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì, òî åñòü
èìååò â îáùåì ñëó÷àå äâà êîðíÿ.

Ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå a2

11 + a2
22 > 0, èíà÷å óðàâíåíèå óæå èìåëî

áû êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó. Ïóñòü âáëèçè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè áó-
äåò a11 6= 0 (åñëè ýòî íå òàê, òî a11 è a22 ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè). Òîãäà,
ðàññìàòðèâàÿ ïåðâîå èç óðàâíåíèé (1.23), êàê êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí,
åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

[
a11ϕx +

(
a12 +

√
a2

12 − a11a22

)
ϕy

]
×

×
[
a11ϕx +

(
a12 −

√
a2

12 − a11a22

)
ϕy

]
= 0 , (1.24)

ïîñêîëüêó a2
12 − a11a22 > 0. Óðàâíåíèå (1.24) ñïðàâåäëèâî ïðè îáðà-

ùåíèè â íîëü ëþáîãî èç âûðàæåíèé â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ïðè÷¼ì
ýòè ðàâåíñòâà áóäóò, î÷åâèäíî, ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Òàêèì îá-
ðàçîì, èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ϕ è
ψ:

a11ϕx +
(
a12 +

√
∆

)
ϕy = 0 , (1.25)

a11ψx +
(
a12 −

√
∆

)
ψy = 0 . (1.26)

Ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà (1.25), (1.26) ñîñòîèò â ñâåäåíèè èõ ê
îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ôóíêöèÿ ϕ(x, y),
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x

y

x,yϕ(     )

Ðèñ. 1.1: Ïîâåðõíîñòü ϕ(x, y) è ëèíèÿ óðîâíÿ

ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.25), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêî-
òîðóþ ïîâåðõíîñòü, ñì. ðèñ. 1.1. Âûáåðåì íà íåé êàêóþ-ëèáî ëè-
íèþ óðîâíÿ ϕ(x, y) = C, î÷åâèäíî, ýòî íåÿâíàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ
y = y(x,C). Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ϕ(x, y) âäîëü ëèíèè
óðîâíÿ ðàâåí íóëþ:

dϕ = ϕxdx + ϕydy = 0 . (1.27)

Ñ ó÷¼òîì (1.27) óðàâíåíèÿ (1.25), (1.26) ïðåîáðàçóþòñÿ ê îáûêíî-
âåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âèäà

a11 dy −
(
a12 +

√
∆

)
dx = 0 , a11 dy −

(
a12 −

√
∆

)
dx = 0 .(1.28)

Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ (1.28) èìåþò íåïðåðûâíûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà, óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøå-
íèÿ � îáùèå èíòåãðàëû � êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ϕ(x, y) = const , ψ(x, y) = const . (1.29)

Îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé.
Ëèíèè (1.29) íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êðèâûìè èëè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (1.13). Ïîñêîëüêó ∆ > 0, èíòåãðàëû
(1.29) âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû, è îïðåäåëÿþò äâà ñåìåéñòâà õà-
ðàêòåðèñòèê. Ìåíÿÿ êîíñòàíòó â ïðàâîé ÷àñòè, ìû ïîëó÷àåì âñþ
ïîâåðõíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ïðåîáðàçîâà-
íèå (1.14) îò ñòàðûõ ïåðåìåííûõ ê íîâûì, íàéäåíû.
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Ïîñêîëüêó ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (1.23), èìååì
α11 = α22 = 0, è óðàâíåíèå (1.17) ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

uξη + F1 (ξ, η, u, uξ, uη)
1

2α12
= 0 . (1.30)

×àñòî èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà, êîòîðàÿ òàêæå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé. ×òîáû ïðèéòè ê íåé,
ñäåëàåì â óðàâíåíèè (1.30) åù¼ îäíó çàìåíó ïåðåìåííûõ âèäà

ξ = ρ + σ , η = ρ− σ . (1.31)

Ñîâåðøàÿ ïåðåõîä àíàëîãè÷íî (1.16)

ρ =
1

2
(ξ + η) , σ =

1

2
(ξ − η) ,

uξ =
1

2
(uρ + uσ) , uξη =

1

4
(uρρ − uσσ) , (1.32)

ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (1.30) ê âèäó

uρρ − uσσ + F2 (ρ, σ, u, uρ, uσ) = 0 . (1.33)

Îòìåòèì, ÷òî ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ (1.17) ê âèäó (1.33)
ïóò¼ì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé α11 = −α22 è α12 = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
çíà÷èòåëüíî áîëåå ãðîìîçäêóþ çàäà÷ó.

1.2.2 Óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà
Èç óñëîâèÿ ïàðàáîëè÷íîñòè óðàâíåíèÿ

a2
12 − a11a22 = 0 , α2

12 − α11α22 = 0 (1.34)

âèäíî, ÷òî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü, êîãäà òîëüêî îäèí êîýôôèöèåíò
ïðè âòîðîé ïðîèçâîäíîé îòëè÷åí îò íóëÿ, íàïðèìåð:

α11 = α12 = 0 , α22 6= 0 . (1.35)

Çàïèñûâàÿ åù¼ ðàç óñëîâèå α11 = 0:

a11ϕ
2
x + 2a12ϕxϕy + a22ϕ

2
y = 0 ,

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî a12 =
√

a11
√

a22, ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

(
√

a11 ϕx +
√

a22 ϕy)
2

= 0 . (1.36)
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Êàê óæå îòìå÷àëîñü, òàêîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü ðåøåíèå â âèäå
ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ ϕ(x, y) = const, îïðåäåëÿþ-
ùèõ ïîâåðõíîñòü, òî åñòü èç (1.36) ìû íàéä¼ì îäíó èç äâóõ ôóíêöèé
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ: ξ = ϕ(x, y).

Ó íàñ åñòü åù¼ îäíî óñëîâèå: α12 = 0. Îäíàêî îíî íå äîáàâëÿåò
íè÷åãî íîâîãî, äåéñòâèòåëüíî:

a11ϕxψx + a12 (ϕxψy + ϕyψx) + a22ϕyψy =

= (
√

a11 ϕx +
√

a22 ϕy) (
√

a11 ψx +
√

a22 ψy) = 0 ,

÷òî óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ïðè ëþáîé ôóíêöèè ψ(x, y), â
ñèëó (1.36). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî òèïà ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå:

uηη + F2 (ξ, η, u, uξ, uη) = 0 (1.37)

íåîáõîäèìî íàéòè òîëüêî îäíó ôóíêöèþ, ϕ(x, y), à ôóíêöèþ ψ(x, y)
ìîæíî áðàòü ïðîèçâîëüíî, ëèøü áû îíà áûëà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé
îò ôóíêöèè ϕ(x, y) è áûëà íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â ôóíêöèþ F2 óðàâíåíèÿ (1.37) íå âîéä¼ò uξ,
îíî áóäåò îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, çàâèñÿ-
ùèì îò ξ, êàê îò ïàðàìåòðà.

1.2.3 Óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà
Èç óñëîâèÿ ýëëèïòè÷íîñòè óðàâíåíèÿ

a2
12 − a11a22 < 0 , α2

12 − α11α22 < 0 (1.38)

âèäíî, ÷òî äâà êîýôôèöèåíòà ïðè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ îáðàòèòüñÿ
â íîëü íå ìîãóò. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëåå ïðîñòîé âèä óðàâíåíèÿ
äîñòèãàåòñÿ, åñëè α12 = 0 è α11 = α22 6= 0. Ïîõîæàÿ ñèòóàöèÿ áû-
ëà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà (1.17) ê
âèäó (1.33), ãäå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå íå ÿâëÿåò-
ñÿ çäåñü îïòèìàëüíûì ïóò¼ì. Îêàçûâàåòñÿ, ýòà àíàëîãèÿ ïîìîãàåò
ðåøèòü è äàííóþ çàäà÷ó. À èìåííî, ïåðåõîä ìîæíî ïðîâåñòè â äâà
ýòàïà.

Ñíà÷àëà ïîïûòàåìñÿ ôîðìàëüíî ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå (1.17),
êàê áóäòî áû îíî áûëî ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, òî åñòü íàëîæèì
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óñëîâèÿ α11 = α22 = 0. Ïðè ýòîì, â ñèëó îòðèöàòåëüíîñòè äèñêðè-
ìèíàíòà, óðàâíåíèå (1.24) ïðèíèìàåò âèä

[
a11ϕx +

(
a12 + i

√
−∆

)
ϕy

] [
a11ϕx +

(
a12 − i

√
−∆

)
ϕy

]
= 0 ,

(1.39)
îòêóäà âîçíèêàþò êîìïëåêñíûå óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê

a11 dy −
(
a12 + i

√
−∆

)
dx = 0 , a11 dy −

(
a12 − i

√
−∆

)
dx = 0 .

(1.40)
Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà èìååò ëèøü êîì-
ïëåêñíûå õàðàêòåðèñòèêè. Íîâûå ïåðåìåííûå ξ è η, â êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå (1.17) ïðèíèìàåò âèä (1.30), îêàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè, ïðè-
÷¼ì, î÷åâèäíî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûìè. Çàïèøåì èõ â âèäå

ξ = ϕ̃(x, y) + i ψ̃(x, y) , η = ϕ̃(x, y)− i ψ̃(x, y) , (1.41)

ãäå ϕ̃(x, y) è ψ̃(x, y) � âåùåñòâåííûå ôóíêöèè. È âîò òåïåðü â óðàâ-
íåíèè âèäà (1.30), ïîëó÷åííîì ïðåîáðàçîâàíèåì (1.41), ñäåëàåì åù¼
îäíó çàìåíó, ïåðåõîäÿ ê âåùåñòâåííûì ïåðåìåííûì ρ è σ:

ξ = ρ + iσ , η = ρ− iσ . (1.42)
Âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå

ρ =
1

2
(ξ + η) = ϕ̃(x, y) , σ =

1

2i
(ξ − η) = ψ̃(x, y) ,

uξ =
1

2
uρ +

1

2i
uσ , uξη =

1

4
(uρρ + uσσ) , (1.43)

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà â êàíîíè÷å-
ñêîé ôîðìå

uρρ + uσσ + F2 (ρ, σ, u, uρ, uσ) = 0 . (1.44)

1.2.4 Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå óðàâíåíèÿ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Â ñëó÷àå, åñëè êîýôôèöèåíòû â ðàññìàòðèâàåìîì óðàâíåíèè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè, ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, âñå õàðàê-
òåðèñòèêè áóäóò ïðÿìûìè, âîçìîæíî äàëüíåéøåå óïðîùåíèå óðàâ-
íåíèÿ. Èòàê, ìû ïðèâåëè óðàâíåíèÿ ê ñëåäóþùèì êàíîíè÷åñêèì
ôîðìàì:
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óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

uξη + β1uξ + β2uη + γu = f(ξ, η) , (1.45)

óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

uηη + β1uξ + β2uη + γu = f(ξ, η) , (1.46)

óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

uξξ + uηη + β1uξ + β2uη + γu = f(ξ, η) , (1.47)

ãäå êîýôôèöèåíòû β1,2, γ � ïîñòîÿííûå. Ñíà÷àëà ïðîâåä¼ì îáùèé
àíàëèç, ñïðàâåäëèâûé äëÿ âñåõ òèïîâ óðàâíåíèé, çàòåì ïåðåéä¼ì ê
êîíêðåòíûì èõ òèïàì.

Ìû áîëüøå íå èìååì ïðàâà òðîãàòü êîîðäèíàòû, òàê êàê èõ ïðå-
îáðàçîâàíèåì óðàâíåíèå óæå ïðèâåäåíî ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Îä-
íàêî åù¼ ìîæíî ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u.
Ïåðåéä¼ì ê íîâîé ôóíêöèè v ïî ôîðìóëå

u(ξ, η) = v(ξ, η) eµξ+νη , (1.48)

ãäå µ è ν åñòü íåêîòîðûå ÷èñëà, ïîêà ïðîèçâîëüíûå. Ïðè ýòîì ïðî-
èçâîäíûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå, ïåðåïèøóòñÿ â âèäå

uξ = (vξ + µv) eµξ+νη , uη = (vη + νv) eµξ+νη ,

uξξ = (vξξ + 2µvξ + µ2v) eµξ+νη , uηη = (vηη + 2νvη + ν2v) eµξ+νη ,

uξη = (vξη + µvη + νvξ + µνv) eµξ+νη .

Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ è ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî òèïà (1.45)

vξη +(β1 + ν)vξ +(β2 +µ)vη +(γ +µν +µβ1 + νβ2)v = f(ξ, η) e−µξ−νη .

(1.49)
Ó íàñ èìåþòñÿ äâà ïðîèçâîëüíûõ ÷èñëà µ è ν. Âèäíî, ÷òî ìîæíî
óñòðàíèòü ñëàãàåìûå ñ ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, åñëè ïîëîæèòü µ =
−β2 è ν = −β1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà

vξη + γ1v = f1(ξ, η) , (1.50)

ãäå
γ1 = γ − β1β2 , f1(ξ, η) = f(ξ, η) eβ1ξ+β2η . (1.51)
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Àíàëîãè÷íàÿ ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà (1.46)
äà¼ò

vηη+β1vξ+(β2+2ν)vη+(γ+µβ1+νβ2+ν2)v = f(ξ, η) e−µξ−νη . (1.52)

Èñïîëüçóÿ ïðîèçâîëüíîñòü ÷èñåë µ è ν, ìîæíî óñòðàíèòü ñëàãàåìûå
ñ vη è v, ïîëàãàÿ µ = (β2

2/4 − γ)/β1 è ν = −β2/2. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà

vηη + β1vξ = f2(ξ, η) . (1.53)

Íàêîíåö, äëÿ óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà (1.47) ïîëó÷èì

vξξ + vηη + (β1 + 2µ)vξ + (β2 + 2ν)vη +

+ (γ + µβ1 + νβ2 + µ2 + ν2)v = f(ξ, η) e−µξ−νη . (1.54)

Ïîëàãàÿ µ = −β1/2 è ν = −β2/2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà

vξξ + vηη + γ1v = f3(ξ, η) , (1.55)

ãäå
γ1 = γ − 1

4
(β2

1 + β2
2) . (1.56)

Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ ê ãëàâå 1
1. Äîêàæèòå, ÷òî çíàê äèñêðèìèíàíòà ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòî-

ðîãî ïîðÿäêà (1.12) äëÿ ôóíêöèè äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-
íûõ îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì ïðè íåâûðîæäåííîì ïðåîáðàçîâàíèè
(1.14).

2. Ïðèâåäèòå óðàâíåíèå (1.17) â ñëó÷àå åãî ãèïåðáîëè÷íîñòè ê âè-
äó (1.33) ïóò¼ì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé α11 = −α22 è α12 = 0.

3. Ïðèâåäèòå óðàâíåíèå (1.17) â ñëó÷àå åãî ýëëèïòè÷íîñòè ê âè-
äó (1.44) ïóò¼ì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé α11 = α22 è α12 = 0.

4. Ïîêàæèòå, ÷òî â óðàâíåíèè (1.49) â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ âû-
áîðîì ÷èñåë µ è ν óñòðàíèòü òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå ñ ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé è ñëàãàåìîå ñ ôóíêöèåé.
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Óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòåéøèå ôèçè÷åñêèå çà-
äà÷è, â êîòîðûõ âîçíèêàþò óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Âû-
âîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòðóíû è ìåìáðà-
íû, óðàâíåíèå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ. Ðàññìîòðåíû îñíîâ-
íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ
âîëí, èëè ìåòîä Äàëàìáåðà, ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñëó÷àåâ áåñêîíå÷íîé
è ïîëóîãðàíè÷åííîé ïðÿìîé, îãðàíè÷åííîãî îòðåçêà. Ïðèâåäåíî ïî-
äðîáíîå èçëîæåíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (ìåòîäà Ôóðüå),
â òîì ÷èñëå äëÿ ñëó÷àåâ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, íåîäíîðîäíûõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

2.1 Óðàâíåíèå ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ
êîëåáàíèé ñòðóíû

2.1.1 Âûâîä óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé
Ðàññìîòðèì ñòðóíó äëèíîé `. Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñòðóíà

ïðÿìîëèíåéíàÿ, íàïðàâèì âäîëü íå¼ îñü x. Êàæäàÿ òî÷êà ñòðóíû
õàðàêòåðèçóåòñÿ êîîðäèíàòîé x, 0 6 x 6 `. Â îáùåì ñëó÷àå, ÷òîáû
îïèñàòü ïîëîæåíèå ñòðóíû, íóæíî çàäàòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
t äëÿ êàæäîé òî÷êè x âåêòîð ñìåùåíèÿ ~u (x, t).

Ñäåëàåì íåñêîëüêî åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèé, ñóùåñòâåííî óïðî-
ùàþùèõ çàäà÷ó.
• Êîëåáàíèÿ ñòðóíû ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

• Âåêòîð ~u (x, t) ïåðïåíäèêóëÿðåí îñè 0x â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
t. Èç ýòèõ äâóõ ïðåäïîëîæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïîëîæåíèå ñòðóíû

22
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xxx

u (x,t)

T(x )

T(x )

0 l
1

2

21

1xα(   )
α(   )x2

Ðèñ. 2.1: Ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû. ~T (x1) è ~T (x2) � ñèëû íàòÿæåíèÿ, äåé-
ñòâóþùèå íà îòðåçîê (x1, x2) ñî ñòîðîíû îñòàëüíîé ñòðóíû

îïèñûâàåòñÿ îäíîé ôóíêöèåé u (x, t).

• Ñòðóíà � ýòî ãèáêàÿ óïðóãàÿ íèòü. �Ãèáêàÿ� îçíà÷àåò, ÷òî â
íåé îòñóòñòâóåò ñîïðîòèâëåíèå äåôîðìàöèè èçãèáà. À îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð ñèëû íàòÿæåíèÿ ñòðóíû â êàæäîé òî÷êå
íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê íåé. Òî, ÷òî ñòðóíà óïðóãàÿ, îçíà-
÷àåò, ÷òî ñèëà å¼ íàòÿæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Ãóêà è íå
çàâèñèò îò âðåìåíè.

• Êîëåáàíèÿ ñòðóíû ñ÷èòàåì ìàëûìè. Áîëåå êîíêðåòíî, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå: (∂u/∂x)2 ¿ 1.

• Ñ÷èòàåì, ÷òî ñèëà íàòÿæåíèÿ ñòðóíû äîñòàòî÷íî âåëèêà, òàê
÷òî ñèëîé òÿæåñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Èìåííî ïðè òàêîì ïðåä-
ïîëîæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñòðóíà â ðàâíîâåñèè ïðÿìîëè-
íåéíàÿ.

Ðàññìîòðèì îòðåçîê ñòðóíû (x1, x2), ñì. ðèñ. 2.1. Äëèíà åãî äóãè
â ìîìåíò âðåìåíè t, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì ìàëîñòè êîëåáàíèé,
ðàâíà

S ′ =

x2∫

x1

√
1 + u2

x dx ' x2 − x1 = S .

Ïîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíó ñèëû íàòÿæåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâè-
ñÿùåé îò x. Ïîñêîëüêó êîëåáàíèÿ ïîïåðå÷íûå, âíåøíèå ñèëû è óñêî-
ðåíèÿ íàïðàâëåíû ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè x. Ïðîåêöèþ íà îñü x èìååò
òîëüêî ñèëà íàòÿæåíèÿ, ïðè÷¼ì ñóììà ïðîåêöèé ñèë, ïðèëîæåííûõ
ê îòðåçêó (x1, x2), ðàâíà íóëþ. Òîãäà, â ñèëó ìàëîñòè êîëåáàíèé,
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èìååì
T (x2) cos α (x2)− T (x1) cos α (x1) = 0 ,

cos α (x) =
1√

1 + tg2α (x)
=

1√
1 + u2

x

' 1 ,

T (x2) ' T (x1) ≡ T0 .

Äâèæåíèå îòðåçêà (x1, x2) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì èçìåíåíèÿ
èìïóëüñà, òî åñòü âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà:

∆~P = ~F ∆t , òî÷íåå ∆~P =

t2∫

t1

~F (t) dt . (2.1)

Èìïóëüñ ó÷àñòêà ñòðóíû (x1, x2) â ìîìåíò âðåìåíè t íàïðàâëåí ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî îñè x è ðàâåí

P (t) =

x2∫

x1

ρ(x) ut(x, t) dx ,

ãäå ρ(x) � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ìàññû, òî åñòü ìàññà, ïðèõîäÿùàÿ-
ñÿ íà åäèíèöó äëèíû ñòðóíû. Òîãäà èçìåíåíèå èìïóëüñà ó÷àñòêà
ñòðóíû çà âðåìÿ îò t1 äî t2 áóäåò

x2∫

x1

ρ(x) [ut(x, t2)− ut(x, t1)] dx .

Òåïåðü íàéä¼ì èìïóëüñ ñèëû. Â íå¼ âõîäèò, ïðåæäå âñåãî, âåê-
òîðíàÿ ñóììà ñèë íàòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà îòðåçîê (x1, x2) ñî
ñòîðîíû îñòàëüíîé ñòðóíû. Äëÿ ïðîåêöèè íà ïîïåðå÷íîå íàïðàâëå-
íèå íàõîäèì

T (x2) sin α(x2)− T (x1) sin α(x1) ,

ãäå
sin α(x) =

tg α(x)√
1 + tg2α (x)

=
ux√

1 + u2
x

' ux .

Êðîìå òîãî, ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü òàêæå âíåøíÿÿ ñèëà. Ïóñòü ôóíê-
öèÿ g(x, t) çàäà¼ò ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ýòîé âíåøíåé ñèëû, òî åñòü
ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà åäèíèöó äëèíû ñòðóíû.
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Ïðèðàâíèâàÿ èçìåíåíèå èìïóëüñà îòðåçêà (x1, x2) èìïóëüñó ïîë-
íîé ñèëû, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòðóíû â èíòåãðàëüíîé
ôîðìå:

x2∫

x1

ρ(x) [ut(x, t2)− ut(x, t1)] dx =

=

t2∫

t1

T0 [ux(x2, t)− ux(x1, t)] dt +

t2∫

t1

x2∫

x1

g(x, t) dx dt. (2.2)

Äëÿ ïåðåõîäà ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñëåäóåò ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u(x, t). Îò-
ìåòèì, ÷òî ýòèì ìû ñóæàåì êëàññ èññëåäóåìûõ ðåøåíèé, òàê êàê
ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.2), íå èìåþùèå âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ut(x, t2)− ut(x, t1) =

t2∫

t1

utt(x, t) dt ,

ux(x2, t)− ux(x1, t) =

x2∫

x1

uxx(x, t) dx ,

ïîëó÷àåì âî âñåõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèÿ (2.2) äâîéíûå èíòåãðàëû ñ
îäèíàêîâûìè ïðåäåëàìè (x1, x2) è (t1, t2). Ïîñêîëüêó ýòè ïðåäåëû
âûáðàíû ïðîèçâîëüíî, ðàâåíñòâî èíòåãðàëîâ îçíà÷àåò â ýòîì ñëó÷àå
ðàâåíñòâî ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé, òî åñòü:

ρ(x) utt = T0uxx + g(x, t) . (2.3)
Ýòî óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòðóíû. Ðàçäåëèâ íà ïëîòíîñòü, ïîëó÷èì

utt = a2uxx + f(x, t) , (2.4)
ãäå

a =

√
T0

ρ
, f(x, t) =

1

ρ
g(x, t) . (2.5)

Ôóíêöèÿ f(x, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäåëüíóþ ñèëó, òî åñòü ñèëó,
äåéñòâóþùóþ íà åäèíèöó ìàññû ñòðóíû (ïî ðàçìåðíîñòè ýòî óñêî-
ðåíèå).
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xx

u (x,t)

0 l

f  (t)
0

0

Ðèñ. 2.2: Äåéñòâèå íà ñòðóíó ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû f0(t)

Åñëè âíåøíèõ ñèë íåò, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé
ñòðóíû:

utt = a2uxx . (2.6)

Åñëè âìåñòî t ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ y = at, òî óðàâíåíèå ïðè-
íèìàåò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà:

uxx − uyy = 0 . (2.7)

Óðàâíåíèå (2.4) èëè (2.6) èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ÷àñòíûõ
ðåøåíèé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùåãî
ðåàëüíûé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ, íåîáõîäèìî çàäàòü äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ. Ýòî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðîôèëü
íà÷àëüíûõ ñìåùåíèé ñòðóíû è ïðîôèëü íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé:

u(x, 0) = ϕ(x) , ut(x, 0) = ψ(x) . (2.8)

Ïîñêîëüêó ñòðóíà îãðàíè÷åíà, íåîáõîäèìî çàäàòü óñëîâèÿ íà å¼ êîí-
öàõ, òî åñòü êðàåâûå èëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íàïðèìåð, åñëè êîíöû
çàêðåïëåíû, òî:

u(0, t) = 0 , u(`, t) = 0 . (2.9)

2.1.2 Ñëó÷àé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû

Â óðàâíåíèè (2.2) ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé ñèëû, ðàñïðåäåë¼ííîé
âäîëü ñòðóíû ñ íåêîòîðîé ïëîòíîñòüþ. Îòäåëüíóþ çàäà÷ó ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñëó÷àé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû. Ïóñòü â òî÷êå x0 (x1 <
x0 < x2) ê ñòðóíå ïðèëîæåíà ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà f0(t), ñì. ðèñ. 2.2.
Ïðè ýòî ì â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè (2.2) èçìåíèòñÿ òîëüêî ïîñëåä-
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íåå ñëàãàåìîå � èìïóëüñ âíåøíåé ñèëû:
x2∫

x1

ρ(x) [ut(x, t2)− ut(x, t1)] dx =

=

t2∫

t1

T0 [ux(x2, t)− ux(x1, t)] dt +

t2∫

t1

f0(t) dt . (2.10)

Óñòðåìèì x1 → x0−0 è x2 → x0+0. Ïîñêîëüêó ñêîðîñòè îãðàíè÷åíû,
èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.10) îáðàùàåòñÿ â íîëü, ÷òî
äà¼ò:

t2∫

t1

{T0 [ux(x0 + 0, t)− ux(x0 − 0, t)] + f0(t)} dt = 0 ,

Îòêóäà, ïîñêîëüêó ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíû, ïîëó÷àåì

ux(x0 + 0, t)− ux(x0 − 0, t) = − 1

T0
f0(t) . (2.11)

Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû ïðîèç-
âîäíàÿ ux èìååò ðàçðûâ, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò, è óñëî-
âèÿ ïåðåõîäà ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ íà âñ¼ì îòðåçêå (0, `)
íå âûïîëíåíû. Ïðè ýòîì çàäà÷ó ñëåäóåò ðåøàòü ïî îòäåëüíîñòè äëÿ
îòðåçêîâ (0, x0) è (x0, `), íà êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ux íåïðåðûâíà, òî
åñòü ìîæíî ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Çàòåì, èñïîëü-
çóÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ: óðàâíåíèå äëÿ ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé (2.11)
è óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ñòðóíû

u(x0 + 0, t) = u(x0 − 0, t) , (2.12)

ñòðîÿò ðåøåíèå äëÿ âñåé ñòðóíû.

2.1.3 Ýíåðãèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû
Íàéä¼ì ýíåðãèþ êîëåáàíèé ñòðóíû, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ñóììû

êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé, E = Ek +Ep. Êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ ìàëîãî îòðåçêà ñòðóíû äëèíîé dx, èìåþùåãî ìàññó dm =
ρ dx, ðàâíà

1

2
dmv2 =

1

2
ρ(x) dx (ut)

2 .
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Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âñåé ñòðóíû:

Ek =
1

2

`∫

0

ρ(x) [ut(x, t)]2 dx . (2.13)

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñòðóíû â ìîìåíò t = t0, êîãäà îíà èìå-
åò ïðîôèëü u(x, t0) = u0(x), ðàâíà, ñ îáðàòíûì çíàêîì, ðàáîòå,
êîòîðóþ ñîâåðøàåò ñòðóíà ïðè ïåðåõîäå èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
u(x, 0) = 0 â ïîëîæåíèå u(x, t0) = u0(x). Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë
íàòÿæåíèÿ, ïðèëîæåííûõ ê ýëåìåíòó ñòðóíû äëèíîé dx, ðàâíà

T0ux(x+dx, t)−T0ux(x, t) = T0
ux(x + dx, t)− ux(x, t)

dx
dx = T0uxxdx .

Ýòîò ýëåìåíò ïðîõîäèò çà âðåìÿ dt ïóòü utdt. Ðàáîòà, ïðîèçâîäèìàÿ
âñåé ñòðóíîé çà âðåìÿ dt, ðàâíà

dA =




`∫

0

T0uxxutdx


 dt .

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë, èíòåãðèðóÿ åãî ïî ÷àñòÿì:
`∫

0

uxxutdx =

`∫

0

ut
∂

∂x

(
∂u

∂x

)
dx = utux

∣∣∣∣
`

0
−

`∫

0

uxuxtdx =

= utux

∣∣∣∣
`

0
−

`∫

0

ux
∂

∂t
uxdx = utux

∣∣∣∣
`

0
− 1

2

d

dt

`∫

0

(ux)
2dx .

Ñìûñë âíåèíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî ëåãêî ïîíÿòü. Âåëè÷èíà T0ux|0
åñòü ñèëà íàòÿæåíèÿ ñòðóíû â òî÷êå x = 0, utdt áóäåò ïåðåìåùå-
íèåì ýòîãî êîíöà. Èõ ïðîèçâåäåíèå áóäåò ýëåìåíòàðíîé ðàáîòîé ïî
ïåðåìåùåíèþ êîíöà ñòðóíû x = 0 çà âðåìÿ dt, è àíàëîãè÷íî äëÿ
êîíöà x = `. Åñëè æå êîíöû ñòðóíû çàêðåïëåíû, ýòî âíåèíòåãðàëü-
íîå ñëàãàåìîå îáðàòèòñÿ â íîëü. Òàêèì îáðàçîì, ðàáîòà ðàâíà

dA =


−1

2

d

dt

`∫

0

T0(ux)
2dx


 dt = −dEp .
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Èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè îò 0 äî íåêîòîðîãî t, íàéä¼ì ïîëíóþ ðàáîòó
ñòðóíû çà ýòî âðåìÿ. Äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ ðàâíà
ðàáîòå ñ îáðàòíûì çíàêîì, ïîëó÷àåì

Ep =
1

2

`∫

0

T0 [ux(x, t)]2 dx . (2.14)

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû ðàâíà

E =
1

2

`∫

0

{
ρ(x) [ut(x, t)]2 + T0 [ux(x, t)]2

}
dx . (2.15)

2.2 Óðàâíåíèå êîëåáàíèé ìåìáðàíû
Ìåìáðàíîé íàçûâàåòñÿ òîíêàÿ ïë¼íêà, â êîòîðîé íå âîçíèêàåò ñî-

ïðîòèâëåíèÿ äåôîðìàöèÿì èçãèáà è ñäâèãà. Ïóñòü â ðàâíîâåñíîì ïî-
ëîæåíèè ìåìáðàíà ðàñïîëîæåíà â ïëîñêîñòè xOy è çàíèìàåò íåêî-
òîðóþ îáëàñòü D, îãðàíè÷åííóþ çàìêíóòîé êðèâîé L. Âûäåëèì íà
ìåìáðàíå íåêîòîðûé êîíòóð `, îêðóæàþùèé ó÷àñòîê σ. Ïðè ñìåùå-
íèè êîíòóð çàéì¼ò ïîëîæåíèå `′, ñì. ðèñ. 2.3, d`′ � ýëåìåíò äëèíû åãî

x

y

D

L

l

l'

σ

u (x,y,t)

σ'

Ðèñ. 2.3: Ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû. Ïðè å¼ ñìåùåíèè ó÷àñòîê σ, îãðà-
íè÷åííûé êîíòóðîì `, ïåðåìåñòèòñÿ â ïîëîæåíèå σ′ ñ ãðàíèöåé `′

äóãè. Íàòÿæåíèåì íàçûâàåòñÿ ñèëà ~T (x, y, t), ïðèëîæåííàÿ ê êîí-
òóðó åäèíè÷íîé äëèíû. Òîãäà ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê êîíòóðó äëèíû
d`′, ðàâíà ~T d`′. Èç òîãî, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå äåôîðìàöèÿì èçãèáà
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è ñäâèãà îòñóòñòâóåò, ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð ~T ëåæèò â êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðåí ýëåìåíòó d`′, ïðè÷¼ì ìîäóëü âåêòîðà
íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ êîíòóðà. Åñëè ìûñëåííî áûñòðî ðàçðå-
çàòü ìåìáðàíó âäîëü d`′, ëåãêî ïðåäñòàâèòü, êàê òàêèå ñèëû áóäóò
ðàçäâèãàòü êðàÿ ðàçðåçà â ñòîðîíû.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàòÿæåíèå ìåìáðàíû äîñòàòî÷íî âåëèêî, òàê
÷òî âñå òî÷êè êîëåáëþòñÿ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêî-
ñòè xOy. Òîãäà ñìåùåíèå ëþáîé òî÷êè ìåìáðàíû ìîæíî îïèñàòü îä-
íîé ôóíêöèåé u(x, y, t). Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ðàññìîò-
ðèì äâèæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ó÷àñòêà ìåìáðàíû σ, îãðàíè÷åííîãî
â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ êîíòóðîì `. Êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû áóäåì
ñ÷èòàòü ìàëûìè, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè: u2

x, u
2
y ¿ 1. Ïðè ýòîì

ïëîùàäü ó÷àñòêà σ′, êîòîðàÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ðàâíÿëàñü σ,
ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèòñÿ ïðè ñìåùåíèè:

σ′ =
∫

σ

√
1 + u2

x + u2
y dxdy ' σ . (2.16)

Äâèæåíèå ó÷àñòêà ìåìáðàíû σ îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì çàêîíîì
Íüþòîíà:

∆~P =

t2∫

t1

~F (t) dt . (2.17)

Èìïóëüñ ó÷àñòêà â ìîìåíò âðåìåíè t íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî
ïëîñêîñòè xOy è ðàâåí

P (t) =

∫

σ

ρ(x, y) ut(x, y, t) dxdy ,

ãäå ρ(x, y) � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ìàññû, òî åñòü ìàññà, ïðèõî-
äÿùàÿñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè ìåìáðàíû. Òîãäà èçìåíåíèå èìïóëüñà
ó÷àñòêà σ çà âðåìÿ îò t1 äî t2 áóäåò

∫

σ

ρ(x, y) [ut(x, y, t2)− ut(x, y, t1)] dxdy .

Òåïåðü íàéä¼ì èìïóëüñ ñèëû. Â íå¼ âõîäèò, ïðåæäå âñåãî, âåêòîð-
íàÿ ñóììà ñèë íàòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà ó÷àñòîê σ ñî ñòîðîíû
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σ

σ

α

ν

dl'

T

'

Ðèñ. 2.4: Îïðåäåëåíèå âåêòîðíîé ñóììû ñèë íàòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà ó÷à-
ñòîê σ′ ñî ñòîðîíû îñòàëüíîé ìåìáðàíû

îñòàëüíîé ìåìáðàíû. Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè êîëåáëþòñÿ â ïåðïåí-
äèêóëÿðíîì ê ïëîñêîñòè xOy íàïðàâëåíèè, ñóììàðíàÿ ñèëà òàêæå
áóäåò íàïðàâëåíà âäîëü îñè u. Ïðîåêöèÿ ñèëû ~T d`′, ïðèëîæåííîé
ê ó÷àñòêó êîíòóðà d`′, íà íàïðàâëåíèå u, ðàâíà T d`′ sin α, ãäå α �
óãîë ìåæäó âåêòîðîì ~T è ïëîñêîñòüþ xOy, ñì. ðèñ. 2.4. Ïðè ýòîì
òàíãåíñ óãëà α ðàâåí, ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ ìàëîñòè êîëåáàíèé, ïðîèç-
âîäíîé ôóíêöèè u ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà ~ν, ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè
xOy è ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ýëåìåíòó d`. Èìååì:

tg α =
∂u

∂ν
, sin α =

tg α√
1 + tg2α

' ∂u

∂ν
.

Ïðîåêöèÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ, ïðèëîæåííîé êî âñåìó êîíòóðó `′, íà
íàïðàâëåíèå u, ðàâíà

F = T

∮

`′

∂u

∂ν
d`′ . (2.18)

Ïîñêîëüêó êîëåáàíèÿ ìàëûå, ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî
êîíòóðó `′ â ïðîñòðàíñòâå íà èíòåãðèðîâàíèå ïî êîíòóðó ` íà ïëîñ-
êîñòè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y, t) èìååò âòîðûå ïðîèçâîäíûå.
Òîãäà èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îò ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â èíòåãðàë ïî îáëàñòè, èñïîëüçóÿ äâóìåðíóþ
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ôîðìóëó Ãðèíà: ∮

`

∂u

∂ν
d` =

∫

σ

(
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2

)
dxdy . (2.19)

Å¼ ëåãêî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíóþ èç êóðñà âåêòîðíîãî
àíàëèçà ôîðìóëó Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~A:∮

S

An dS =

∫

V

div ~A dV . (2.20)

Çäåñü íóæíî ïîëîæèòü ~A = grad u, ãäå ôóíêöèÿ u çàâèñèò òîëüêî
îò ïåðåìåííûõ x è y. Òîãäà

div ~A = div grad u(x, y) =
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 .

Âûáåðåì ïîâåðõíîñòü S â âèäå öèëèíäðà, ïàðàëëåëüíîãî îñè z, ïðî-
èçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ è ïðîèçâîëüíîé âûñîòû H. Èíòåãðàë ïî îáú¼ìó
â ïðàâîé ÷àñòè (2.20) ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî ñå÷åíèþ öèëèíäðà σ,
óìíîæåííîìó íà H. Â ëåâóþ ÷àñòü (2.20) äà¼ò âêëàä òîëüêî èíòå-
ãðàë ïî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà (ïîñêîëüêó íà åãî îñíîâàíè-
ÿõ An = ±Az = ±∂u/∂z = 0), ðàâíûé èíòåãðàëó ïî êîíòóðó ` �
ãðàíèöå îáëàñòè σ � óìíîæåííîìó íà H. Ñîêðàùàÿ íà H, ïîëó÷àåì
ôîðìóëó (2.19).

Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà (2.17). Ïóñòü íà
ìåìáðàíó äåéñòâóåò òàêæå íåêîòîðàÿ âíåøíÿÿ ñèëà, ïåðïåíäèêóëÿð-
íàÿ ïëîñêîñòè xOy. Ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü ýòîé ñèëû, òî åñòü
ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà åäèíèöó ïëîùàäè, îáîçíà÷èì g(x, y, t). Òîãäà
ïîëíàÿ âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ó÷àñòîê σ, ðàâíà∫

σ

g(x, y, t) dxdy .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó âåëè÷èíó, à òàêæå ñèëó (2.18), ñ ó÷¼òîì (2.19), â
óðàâíåíèå (2.17), ïîëó÷èì∫

σ

ρ(x, y) [ ut(x, y, t2)− ut(x, y, t1)] dxdy =

=

t2∫

t1

dt

∫

σ

[ T (uxx + uyy) + g(x, y, t)] dxdy . (2.21)
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Çàìåíÿÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàçíîñòü ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè
÷åðåç èíòåãðàë îò âòîðîé ïðîèçâîäíîé, êàê ýòî äåëàëîñü ïðè âûâîäå
óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû, è ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü îáëàñòåé
èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîïåðå÷-
íûõ êîëåáàíèé ìåìáðàíû

ρ(x, y) utt = T (uxx + uyy) + g(x, y, t) . (2.22)

Ïóñòü ρ(x, y) = const. Ïîäåëèâ íà ïëîòíîñòü, ïîëó÷èì

utt = a2 (uxx + uyy) + f(x, y, t) , (2.23)

ãäå

a =

√
T

ρ
, f(x, y, t) =

1

ρ
g(x, y, t) . (2.24)

Ôóíêöèÿ f(x, y, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäåëüíóþ ñèëó, òî åñòü ñèëó,
äåéñòâóþùóþ íà åäèíèöó ìàññû ìåìáðàíû.

Åñëè âíåøíåé ñèëû íåò, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ êîëåáà-
íèé ìåìáðàíû

utt = a2 (uxx + uyy) . (2.25)
×òîáû íàéòè îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ

u(x, y, 0) = ϕ(x, y) , ut(x, y, 0) = ψ(x, y) , (2.26)

à òàêæå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íàïðèìåð, åñëè íà ãðàíèöå � êîíòóðå
L � ìåìáðàíà çàêðåïëåíà, ãðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä

u
∣∣
L

= 0 ïðè t > 0 . (2.27)

2.3 Óðàâíåíèå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé
ñòåðæíÿ

Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü äëèíû ` è ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ, ñïîñîáíûé
ñîâåðøàòü ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ. Íàïðàâèì îñü x âäîëü ñòåðæíÿ,
òîãäà â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ êàæäàÿ åãî òî÷êà õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ êîîðäèíàòîé x. Äâèæåíèå ñòåðæíÿ áóäåò îïèñûâàòüñÿ ôóíêöèåé
u(x, t), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîäîëüíîå ñìåùåíèå â ìîìåíò
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âðåìåíè t òî÷êè ñòåðæíÿ, êîîðäèíàòà êîòîðîé â ïîëîæåíèè ðàâíî-
âåñèÿ áûëà ðàâíà x. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàòÿæåíèÿ â ñòåðæíå
ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó Ãóêà.

Íàéä¼ì îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå ýëåìåíòà ñòåðæíÿ (x, x + dx)
â ìîìåíò t, ñì. ðèñ. 2.5. Êîîðäèíàòû êîíöîâ ýëåìåíòà ñòåðæíÿ â

x x+  xd

dx

u(x,t) u(x+  x,t)d

0 l

Ðèñ. 2.5: Ïðîäîëüíîå ñìåùåíèå ýëåìåíòà ñòåðæíÿ (x, x + dx). Øòðèõîâûìè ëè-
íèÿìè ïîêàçàíû åãî ãðàíèöû â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ, ñïëîøíûìè �
â ìîìåíò âðåìåíè t

ìîìåíò t ðàâíû

x + u(x, t) , x + dx + u(x + dx, t) .

Äëÿ îòíîñèòåëüíîãî óäëèíåíèÿ ïîëó÷àåì

[x + dx + u(x + dx, t)− x− u(x, t)]− dx

dx
=

=
u(x + dx, t)− u(x, t)

dx
= ux(x, t).

Ñèëà íàòÿæåíèÿ â äàííîé òî÷êå ñòåðæíÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàêîíó
Ãóêà:

T (x, t) = k(x) ux(x, t) , (2.28)

ãäå k(x) � êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè, k(x) = S E(x), E(x) � ìîäóëü
Þíãà â òî÷êå x, S � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ.

Äàëåå, êàê è äëÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé, èç âòîðîãî çàêîíà Íüþ-
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òîíà íàõîäèì
x2∫

x1

ρ(x) [ut(x, t2)− ut(x, t1)] dx = (2.29)

=

t2∫

t1

[k(x2) ux(x2, t)− k(x1) ux(x1, t)] dt +

t2∫

t1

x2∫

x1

g(x, t) dx dt ,

ãäå ρ(x) � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ìàññû ñòåðæíÿ, g(x, t) � ëèíåéíàÿ
ïëîòíîñòü ïðîäîëüíîé âíåøíåé ñèëû. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âòîðûå ïðî-
èçâîäíûå ôóíêöèè u(x, t) è ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè k(x) ñóùåñòâóþò,
ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ

ρ(x) utt = [ k(x) ux]x + g(x, t) . (2.30)

Åñëè ñòåðæåíü îäíîðîäíûé, k(x) = const, ρ(x) = const, óðàâíåíèå
êîëåáàíèé ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

utt = a2uxx + f(x, t) , (2.31)

ãäå

a =

√
k

ρ
, f(x, t) =

1

ρ
g(x, t) , (2.32)

ôóíêöèÿ f(x, t) � óäåëüíàÿ ñèëà.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü íà-

÷àëüíûå óñëîâèÿ � ïðîôèëè íà÷àëüíûõ ñìåùåíèé è íà÷àëüíûõ ñêî-
ðîñòåé:

u(x, 0) = ϕ(x) , ut(x, 0) = ψ(x) , (2.33)
à òàêæå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â îòëè÷èå îò ñòðóíû, â ñëó÷àå ïðîäîëü-
íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñóùåñòâóåò áîëåå øèðîêèé íàáîð ôèçè÷å-
ñêè îáîñíîâàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Îñíîâíûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ
êðàåâûå çàäà÷è ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà.

Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïîñòàâëåíà, åñëè çàäàí çàêîí äâèæåíèÿ
êîíöà ñòåðæíÿ, íàïðèìåð:

u(0, t) = µ(t) , (2.34)

ãäå µ(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè êîíåö çà-
êðåïë¼í æ¼ñòêî, µ(t) = 0.
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Âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïîñòàâëåíà, åñëè èçâåñòíà çàâèñèìîñòü
îò âðåìåíè ñèëû, ïðèëîæåííîé ê êîíöó ñòåðæíÿ. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ (2.28) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäàíà ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u ïî x, íà-
ïðèìåð:

ux(0, t) = ν(t) , (2.35)

â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî êîíöà íàòÿæåíèå ñòåðæíÿ âáëèçè
íåãî îòñóòñòâóåò, òî åñòü ν(t) = 0.

Òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â ñëó÷àå óïðóãîãî çàêðåï-
ëåíèÿ, ïðè êîòîðîì êîíåö ñòåðæíÿ ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ, íî âîç-
íèêàåò óïðóãàÿ ñèëà, ñòðåìÿùàÿñÿ âåðíóòü ñìåñòèâøèéñÿ êîíåö â
ïðåæíåå ïîëîæåíèå. Íàïðèìåð, äëÿ òî÷êè `:

k ux(`, t) = −α u(`, t) ,

èëè

ux(`, t) = −hu(`, t) ,
(
h =

α

k

)
. (2.36)

Åñëè òî÷êà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èìååòñÿ óïðóãîå çàêðåïëåíèå, ïå-
ðåìåùàåòñÿ ïî çàäàííîìó çàêîíó θ(t), òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ôîð-
ìóëèðóåòñÿ â áîëåå îáùåì âèäå:

ux(`, t) = −h [u(`, t)− θ(t)] . (2.37)

Ïåðå÷èñëåííûå êðàåâûå çàäà÷è ïðèíÿòî ñ÷èòàòü îñíîâíûìè. Îä-
íàêî ñóùåñòâóþò è äðóãèå çàäà÷è. Óêàæåì íà åù¼ îäíó âîçìîæ-
íîñòü, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Â
ñëó÷àå, åñëè ïðîöåññ êîëåáàíèé èçó÷àåòñÿ íà îãðàíè÷åííîì ó÷àñòêå
ñòðóíû (ñòåðæíÿ), êîíöû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî, è â
òå÷åíèå ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîãî èíòåðâàëà âðåìåíè, òàê ÷òî âëè-
ÿíèå êîíöîâ åù¼ íå óñïååò ïðîÿâèòüñÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü ñòðóíó áåñêî-
íå÷íîé. Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå ôîðìóëèðóþòñÿ. Â ñëó÷àå
æå, åñëè ðàññìàòðèâàåìûé ó÷àñòîê ñòðóíû íàõîäèòñÿ âáëèçè îò îä-
íîãî å¼ êîíöà, íî äàëåêî îò äðóãîãî, ìîæíî ãîâîðèòü î çàäà÷å äëÿ
ïîëóáåñêîíå÷íîé ñòðóíû.
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2.4 Ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí.
Ôîðìóëà Äàëàìáåðà

Íà÷í¼ì àíàëèç ñî ñëó÷àÿ íåîãðàíè÷åííîé ñòðóíû. Óðàâíåíèå å¼
ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé

utt − a2 uxx = 0 , (2.38)
îïðåäåëåííîå íà èíòåðâàëå −∞ < x < +∞, ñëåäóåò äîïîëíèòü íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(x) , ut(x, 0) = ψ(x) . (2.39)

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ãëàâû 1, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ê êàíîíè-
÷åñêîé ôîðìå. Ñðàâíèâàÿ (2.38) ñ óðàâíåíèåì (1.13), âèäèì, ÷òî
a11 = 1 , a12 = 0 , a22 = −a2, òî åñòü äèñêðèìèíàíò (1.19) ðàâåí: ∆ =
a2, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï. Óðàâíå-
íèÿ õàðàêòåðèñòèê (1.28) ïðèíèìàþò âèä

dx− a dt = 0 , dx + a dt = 0 , (2.40)

òî åñòü õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè

x− a t = C1 , x + a t = C2 . (2.41)

Ïåðåõîäÿ ê íîâûì ïåðåìåííûì

ξ = x− a t , η = x + a t , (2.42)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

uξη = 0 . (2.43)

Åãî ðåøåíèå ëåãêî íàõîäèòñÿ. Ïåðåïèñûâàÿ óðàâíåíèå â âèäå
∂

∂η
uξ = 0 ,

ïîëó÷àåì, ÷òî ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé ñòîèò ôóíêöèÿ, íå çàâèñÿùàÿ
îò ïåðåìåííîé η, òî åñòü

uξ(ξ, η) = f(ξ) .

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî ξ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî �ïîñòîÿííàÿ� èíòå-
ãðèðîâàíèÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè ìîæåò áûòü ôóíêöèåé ïåðåìåííîé



38 Ãëàâà 2. Óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

η, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå èëè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (2.43) â
âèäå

u(ξ, η) = f1(ξ) + f2(η) . (2.44)
Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì x, t, çàïèñûâàåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (2.38)

u(x, t) = f1(x− a t) + f2(x + a t) . (2.45)
Ïîäñòàâèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

u(x, 0) = f1(x) + f2(x) = ϕ(x) ,

ut(x, 0) = −a f ′1(x) + a f ′2(x) = ψ(x) .

Èíòåãðèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ ôóíêöèé f1(x),
f2(x):

f2(x)− f1(x) =
1

a

x∫

x0

ψ(x̄) dx̄ + C ,

f2(x) + f1(x) = ϕ(x) , (2.46)

îòêóäà íàõîäèì:

f1(x) =
1

2
ϕ(x)− 1

2a

x∫

x0

ψ(x̄) dx̄− C

2
,

f2(x) =
1

2
ϕ(x) +

1

2a

x∫

x0

ψ(x̄) dx̄ +
C

2
. (2.47)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôóíêöèè â îáùåå ðåøåíèå (2.45), îêîí÷àòåëüíî ïî-
ëó÷àåì

u(x, t) =
ϕ(x− a t) + ϕ(x + a t)

2
+

1

2a

x+a t∫

x−a t

ψ(x̄) dx̄ . (2.48)

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà.
Ôóíêöèÿ u(x, t), îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (2.45), îïèñûâàåò ïðî-

öåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ñòðóíû � íà÷àëüíîãî
ñìåùåíèÿ è íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ôèêñèðóÿ ìîìåíò âðåìåíè t = t0,



2.4. Ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí 39

ïîëó÷àåì ôóíêöèþ u(x, t0), îïèñûâàþùóþ ïðîôèëü ñòðóíû â ìî-
ìåíò t0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôèêñèðóÿ êîîðäèíàòó x = x0, ïîëó÷àåì
ôóíêöèþ u(x0, t), îïèñûâàþùóþ ïðîöåññ äâèæåíèÿ â òî÷êå x0.

Ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñëàãàåìûõ â îáùåì ðåøåíèè (2.45).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 íåêîòîðûé íàáëþäàòåëü
íà÷èíàåò äâèæåíèå èç òî÷êè x = 0 âäîëü îñè x ñ ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ a. Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′, ñâÿçàííîé ñ ýòèì íàáëþäàòåëåì,
êîîðäèíàòà x′ ðàâíà

x′ = x− a t.

Â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ôóíêöèÿ âèäà u1(x, t) = f1(x − a t) ðàâíà
u1(x

′, t) = f1(x
′), ñëåäîâàòåëüíî, íàáëþäàòåëü áóäåò âèäåòü íåïî-

äâèæíûé ïðîôèëü. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå
(2.45), òî åñòü ôóíêöèÿ u1(x, t) = f1(x − a t), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âîëíó íåèçìåííîãî ïðîôèëÿ, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ a â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x. Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå f2(x +
a t) åñòü âîëíà, äâèæóùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ a â îòðèöàòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè îñè x.

Äëÿ íàãëÿäíîãî èçîáðàæåíèÿ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ îäíî-
ìåðíûõ âîëí óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìóþ ôàçîâóþ ïëîñ-
êîñòü (x, t).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f1(x − a t), êîòîðàÿ ïðè t = 0 îòëè÷íà îò
íóëÿ òîëüêî â èíòåðâàëå (x1, x2). Âñïîìíèì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíå-
íèå (2.38) èìååò äâà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê (2.41). Òàêèì îáðà-
çîì, ôóíêöèÿ
f1(x−a t) ïîñòîÿííà âäîëü õàðàêòåðèñòèê x−a t = const, ñì. ðèñ. 2.6,
è îïèñûâàåò âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îñè x, ïðè ýòîì õà-
ðàêòåðèñòèêè x − a t = x2 è x − a t = x1 îïèñûâàþò äâèæåíèå ïå-
ðåäíåãî è çàäíåãî ôðîíòîâ ýòîé âîëíû.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó ôàçîâîé ïëîñêîñòè
M(x0, t0) è ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼ îáå õàðàêòåðèñòèêè

x− a t = x0 − a t0 , x + a t = x0 + a t0 .

Îíè ïåðåñåêóò îñü t = 0 â òî÷êàõ P è Q, ñì. ðèñ. 2.7.

xP = x0 − a t0 , xQ = x0 + a t0 .

Òðåóãîëüíèê PQM åñòü òàê íàçûâàåìûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé òðå-
óãîëüíèê íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Èç ôîðìóëû (2.48) ìîæíî âèäåòü,
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xx x

t

1 20

Ðèñ. 2.6: Õàðàêòåðèñòèêè ïåðåäíåãî è çàäíåãî ôðîíòîâ âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùåéñÿ âäîëü îñè x

x

t

0

M(x  ,t  )

P(x  -at  ,0) Q(x  +at  ,0)

0

0 0

0

0 0

Ðèñ. 2.7: Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè

÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè u(x0, t0) â òî÷êå M îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè
íà÷àëüíîé ôóíêöèè ϕ â òî÷êàõ P è Q è íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ψ íà
îòðåçêå PQ:

u(M) =
ϕ(P ) + ϕ(Q)

2
+

1

2a

∫

PQ

ψ(x̄) dx̄ . (2.49)

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíûå äàííûå âíå îòðåçêà PQ íå âëèÿþò íà
çíà÷åíèå ôóíêöèè u(x, t) â òî÷êå M(x0, t0). Åñëè íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ çàäàíû íå íà âñåé áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé, à íà îòðåçêå PQ, îíè
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ðåøåíèå âíóòðè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî òðå-
óãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì PQ. Ðàññìîòðèì äâà ïðîñòûõ ïðèìåðà íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé.
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Ïðèìåð 1

Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ, ψ(x) ≡ 0, òîãäà èç ôîð-
ìóëû (2.48) ïîëó÷èì ðåøåíèå â âèäå:

u(x, t) =
ϕ(x− a t) + ϕ(x + a t)

2
.

Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó áåãóùèõ âîëí, íà÷àëüíàÿ ôîðìà êàæ-
äîé èç êîòîðûõ ðàâíà 1

2 ϕ.
Â ñëó÷àå, åñëè ϕ(x) 6= 0 òîëüêî íà îòðåçêå (x1, x2), ìîæíî âû-

äåëèòü øåñòü îáëàñòåé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ñì. ðèñ. 2.8, ãäå ðå-

xx x

t

1 20

A

B

C

D
E

F
u=0u=0

Ðèñ. 2.8: Îáëàñòè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ðåøåíè-
ÿì

øåíèÿ áóäóò ðàçëè÷íûìè. Ïîìåùàÿ âåðøèíó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
òðåóãîëüíèêà â êàæäóþ èç îáëàñòåé, áóäåì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìó-
ëîé (2.49), ïîëó÷àòü ðåøåíèå, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåìîå çíà÷åíèÿìè
ôóíêöèè ϕ(x) â âåðøèíàõ ïðè îñíîâàíèè òðåóãîëüíèêà. Î÷åâèäíî,
÷òî â îáëàñòÿõ A è F ðåøåíèå áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ. Â
îáëàñòè D ðåøåíèå òàêæå ðàâíî íóëþ. Â îáëàñòÿõ B, C, E ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå íåíóëåâûå ðåøåíèÿ:

uC(x, t) =
ϕ(x− a t) + ϕ(x + a t)

2
,

uB(x, t) =
1

2
ϕ(x + a t) , uE(x, t) =

1

2
ϕ(x− a t) .

Ïðèìåð 2

Ïóñòü òåïåðü ðàâíî íóëþ íà÷àëüíîå ñìåùåíèå, ϕ(x) ≡ 0, à íà-
÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ïîñòîÿííà íà îòðåçêå (x1, x2), ψ(x) = ψ0, è ðàâ-
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íà íóëþ çà åãî ïðåäåëàìè. Òîãäà, êàê âèäíî èç ðèñ. 2.8 è ôîðìó-
ëû (2.49), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå íåíóëåâûå ðåøåíèÿ:

uC(x, t) =
1

2a

x+a t∫

x−a t

ψ0 dx̄ = ψ0t ,

uB(x, t) =
1

2a

x+a t∫

x1

ψ0 dx̄ =
1

2a
(x + a t− x1) ψ0 ,

uE(x, t) =
1

2a

x2∫

x−a t

ψ0 dx̄ =
1

2a
(x2 − x + a t) ψ0 ,

uD(x, t) =
1

2a

x2∫

x1

ψ0 dx̄ =
1

2a
(x2 − x1) ψ0 = const .

2.5 Ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí
íà ïîëóîãðàíè÷åííîé ïðÿìîé

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

utt − a2 uxx = 0 (2.50)

ïðè 0 6 x < +∞, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

u(0, t) = µ(t)

(
èëè ux(0, t) = ν(t)

)
, t > 0 , (2.51)

è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(x, 0) = ϕ(x) , ut(x, 0) = ψ(x) , 0 6 x < +∞ . (2.52)

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àè îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,
u(0, t) = 0, òî åñòü ñòðóíó ñ çàêðåïë¼ííûì êîíöîì, è ux(0, t) = 0, òî
åñòü ñòðóíó ñî ñâîáîäíûì êîíöîì.

Âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å î áåñêîíå÷íîé ñòðóíå è äîêàæåì äâå ïî÷òè
î÷åâèäíûå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 1
Åñëè äëÿ áåñêîíå÷íîé ñòðóíû íà÷àëüíûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ íå÷¼ò-
íûìè ôóíêöèÿìè îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 0, òî ðåøåíèå â ýòîé
òî÷êå áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ ïðè ëþáîì t, u(0, t) ≡ 0.

Èòàê:
ϕ(−x) = −ϕ(x) , ψ(−x) = −ψ(x) .

Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2.48), ïîëó÷àåì

u(0, t) =
ϕ(−a t) + ϕ(a t)

2
+

1

2a

a t∫

−a t

ψ(x̄) dx̄ = 0 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2
Åñëè äëÿ áåñêîíå÷íîé ñòðóíû íà÷àëüíûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíû-
ìè ôóíêöèÿìè îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 0, òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ ïî x îò ðåøåíèÿ â ýòîé òî÷êå áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ ïðè ëþáîì t, ux(0, t) ≡ 0.

Èìååì:
ϕ(−x) = ϕ(x) , ψ(−x) = ψ(x) .

Äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå (2.48) ïî x,

ux(x, t) =
ϕ′(x− a t) + ϕ′(x + a t)

2
+

1

2a
[ψ(x + a t)− ψ(x− a t)] ,

è çàòåì ïîäñòàâëÿÿ x = 0, ïîëó÷èì, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
÷¼òíîé ôóíêöèè åñòü ôóíêöèÿ íå÷¼òíàÿ:

ux(0, t) =
ϕ′(−a t) + ϕ′(a t)

2
+

1

2a
[ψ(a t)− ψ(−a t)] = 0 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè ïîëóáåñêîíå÷íîé ñòðó-

íû ñ çàêðåïë¼ííûì êîíöîì, u(0, t) = 0. Ðàñïðîñòðàíèì çàäà÷ó íà
âñþ áåñêîíå÷íóþ îáëàñòü çíà÷åíèé x, ïðîäîëæàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
íå÷¼òíûì îáðàçîì íà îòðèöàòåëüíóþ áåñêîíå÷íóþ ïîëóîñü. Òàêèì
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îáðàçîì, ìû áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ ũ(x, t), îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå
áåñêîíå÷íîé ñòðóíû è ïîä÷èíÿþùóþñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

ũ(x, 0) = ϕ̃(x) =

{
ϕ(x) , x > 0 ,

−ϕ(−x) , x < 0 ,

ũx(x, 0) = ψ̃(x) =

{
ψ(x) , x > 0 ,

−ψ(−x) , x < 0 .

Çàïèñûâàÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà (2.48), ðåøå-
íèå çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íîé ñòðóíû

ũ(x, t) =
ϕ̃(x− a t) + ϕ̃(x + a t)

2
+

1

2a

x+a t∫

x−a t

ψ̃(x̄) dx̄ , (2.53)

âèäèì, ÷òî â îáëàñòè x > 0 îíî óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì èñõîä-
íîé çàäà÷è äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñòðóíû. Ïðè ýòîì, â ñèëó òåîðåìû
1, ãðàíè÷íîå óñëîâèå u(0, t) = 0 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Âîçâðàùàÿñü ê ôóíêöèÿì ϕ(x), ψ(x) íà÷àëüíûõ óñëîâèé èñõîä-
íîé çàäà÷è, çàïèñûâàåì ðåøåíèå â äâóõ îáëàñòÿõ ôàçîâîé ïëîñêî-
ñòè.

Â îáëàñòè x− a t > 0, òî åñòü t < x/a, ãäå âëèÿíèå ãðàíèöû åù¼
íå ïðîÿâëÿåòñÿ, èìååì

u(x, t) =
ϕ(x + a t) + ϕ(x− a t)

2
+

1

2a

x+a t∫

x−a t

ψ(x̄) dx̄ . (2.54)

Â îáëàñòè x − a t < 0, òî åñòü t > x/a, îòáðàñûâàÿ ðàâíûé íóëþ
èíòåãðàë îò íå÷¼òíîé ôóíêöèè ψ̃(x) â ñèììåòðè÷íûõ ïðåäåëàõ
(x− a t, a t− x), ïîëó÷àåì

u(x, t) =
ϕ(x + a t)− ϕ(a t− x)

2
+

1

2a

x+a t∫

a t−x

ψ(x̄) dx̄ . (2.55)

Àíàëîãè÷íî â çàäà÷å î ïîëóáåñêîíå÷íîé ñòðóíå ñî ñâîáîäíûì êîí-
öîì ïðîäîëæèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, òåïåðü óæå ÷¼òíûì îáðàçîì, íà
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îòðèöàòåëüíóþ áåñêîíå÷íóþ ïîëóîñü:

ϕ̃(x) =

{
ϕ(x) , x > 0 ,
ϕ(−x) , x < 0 ,

ψ̃(x) =

{
ψ(x) , x > 0 ,

ψ(−x) , x < 0 .

Äëÿ ôóíêöèè ũ(x, t), îïèñûâàþùåé äâèæåíèå áåñêîíå÷íîé ñòðóíû,
ìû èìååì òî æå âûðàæåíèå (2.53). Â îáëàñòè x > 0 îíî óäîâëåòâî-
ðÿåò âñåì óñëîâèÿì èñõîäíîé çàäà÷è äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñòðóíû.
Â ñèëó òåîðåìû 2, ãðàíè÷íîå óñëîâèå ux(0, t) = 0 âûïîëíåíî.

Âåðí¼ìñÿ ê ôóíêöèÿì ϕ(x), ψ(x) íà÷àëüíûõ óñëîâèé èñõîäíîé
çàäà÷è è çàïèøåì ðåøåíèå â òåõ æå äâóõ îáëàñòÿõ ôàçîâîé ïëîñêî-
ñòè. Â îáëàñòè t < x/a âëèÿíèå ãðàíèöû åù¼ íå ïðîÿâëÿåòñÿ, çäåñü
ðåøåíèå áóäåò èìåòü òîò æå âèä (2.54).

Â îáëàñòè t > x/a ïîëó÷àåì

u(x, t) =
ϕ(x + a t) + ϕ(a t− x)

2
+

1

2a




a t−x∫

0

ψ(x̄) dx̄ +

x+a t∫

0

ψ(x̄) dx̄


 ,

(2.56)
ãäå ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ ïîëó÷åí çàìåíîé ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâà-
íèÿ (x− a t, 0) ÷¼òíîé ôóíêöèè ψ̃(x) íà (0, a t− x).

Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àè îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ðåøå-
íèå çàäà÷è ñ íåîäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2.51) è íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè (2.52) ñòðîèòñÿ â âèäå ñóììû, êàæäîå èç ñëàãàåìûõ
êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé, à äðóãîå óñëîâèå áåð¼òñÿ
íóëåâûì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè è çàäàííûì ãðàíè÷-
íûì óñëîâèåì

u(x, 0) = 0 , ut(x, 0) = 0 (x > 0) ,

u(0, t) = µ(t) (t > 0) . (2.57)

Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàíè÷íûé ðåæèì áóäåò âîçáóæäàòü âîëíó, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ a. À âîò âîëíà, êîòîðàÿ
áû äâèãàëàñü ïðîòèâ îñè x, âîçíèêíóòü íå ìîæåò. Ïîýòîìó ðåøåíèå
çàäà÷è ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

u(x, t) = f(x− a t) . (2.58)
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Ïîäñòàâëÿÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå â òî÷êå x = 0, íàõîäèì ôóíêöèþ f :

u(0, t) = f(−a t) = µ(t) , f(z) = µ
(
−z

a

)
.

Èòàê
u(x, t) = µ

(
−x− a t

a

)
= µ

(
t− x

a

)
. (2.59)

Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé t − x/a > 0, òî åñòü
x − a t 6 0. ×òîáû îïðåäåëèòü u(x, t) ïðè x − a t > 0, íåîáõîäèìî
äîïîëíèòåëüíî çàäàòü ãðàíè÷íûé ðåæèì ïðè t < 0, íàïðèìåð:

u(0, t) = µ(t) =

{
µ(t) , t > 0 ,

0 , t < 0 .
(2.60)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, åñëè íàðÿäó ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì âèäà (2.60)
èìåþòñÿ íåíóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, òî îáùèì ðåøåíèåì çàäà÷è
áóäåò ñóììà âûðàæåíèé (2.54), (2.55) è (2.59).

2.6 Ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí
íà îãðàíè÷åííîì îòðåçêå

Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

utt = a2 uxx (2.61)

ïðè 0 6 x 6 `, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(x, 0) = ϕ(x) , ut(x, 0) = ψ(x) , 0 6 x 6 ` . (2.62)

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âèäà

u(0, t) = u(`, t) = 0 , (2.63)

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñòðóíå, çàêðåïë¼ííîé íà îáîèõ êîíöàõ. Êàê
è â ñëó÷àå ïîëóîãðàíè÷åííîé ïðÿìîé, áóäåì ïðîäîëæàòü ôóíêöèè
íà÷àëüíûõ óñëîâèé çà ïðåäåëû èíòåðâàëà (0, `). Ââåä¼ì ôóíêöèè
ϕ̃(x), ψ̃(x), êîòîðûå âíóòðè èíòåðâàëà (0, `) ñîâïàäàþò ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè (2.62):

ϕ̃(x) = ϕ(x) ,

ψ̃(x) = ψ(x) ,
0 6 x 6 ` . (2.64)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íóëåâîå óñëîâèå (2.63) â òî÷êå x = 0,
ïðîäîëæèì ôóíêöèè íå÷¼òíûì îáðàçîì íà îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ
çíà÷åíèé x:

ϕ̃(x) = −ϕ(−x) ,

ψ̃(x) = −ψ(−x) ,
− ` 6 x 6 0 . (2.65)

Íå÷¼òíîå ïðîäîëæåíèå ñëåäóåò ñäåëàòü è íà èíòåðâàë ïðàâåå òî÷êè
x = `, ÷òîáû â íåé òàêæå îáåñïå÷èòü íóëåâîå óñëîâèå:

ϕ̃(x) = −ϕ(2`− x) ,

ψ̃(x) = −ψ(2`− x) ,
` 6 x 6 2` , (2.66)

è òàê äàëåå, òî åñòü ôóíêöèè ϕ̃(x), ψ̃(x) ñëåäóåò ðàñïðîñòðàíèòü íà
âñþ áåñêîíå÷íóþ îñü. Ñðàâíèâàÿ (2.65) è (2.66), âèäèì, ÷òî ôóíêöèè
ϕ̃(x), ψ̃(x) äîëæíû áûòü ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïåðèîäîì 2`. Ðåøåíèå
çàäà÷è, îáîáù¼ííîé íà áåñêîíå÷íóþ ñòðóíó, îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé
Äàëàìáåðà (2.53). Çàòåì íóæíî ñòðîèòü ðåøåíèå â �ôèçè÷åñêîé îá-
ëàñòè� � íà èíòåðâàëå (0, `), âîçâðàùàÿñü îò ôóíêöèé ϕ̃(x), ψ̃(x) ê
ôóíêöèÿì ϕ(x), ψ(x), àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïðîäåëàíî â ïðåäû-
äóùåì ïàðàãðàôå äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñòðóíû.

Íà ðèñ. 2.9 ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðî-
èëëþñòðèðîâàíî ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà÷àëüíîå
ñìåùåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ íà íåêîòîðîì îòðåçêå ñòðóíû, à íà÷àëü-
íûå ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè
t = T â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäèòñÿ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Òàêèì îáðà-
çîì, äâèæåíèå ñòðóíû áóäåò ïåðèîäè÷åñêèì âî âðåìåíè ñ ïåðèîäîì
T = 2`/a.

Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, íàïðèìåð:
u(0, t) = µ(t) , u(`, t) = 0 (t > 0) , (2.67)

è ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â ïðåäû-
äóùåì ïàðàãðàôå äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñòðóíû:

u0(x, t) = µ
(
t− x

a

)

íå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íóëåâîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â òî÷êå x = `.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííîå óñëîâèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ðàññìîò-
ðåòü íå÷¼òíîå ïðîäîëæåíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ çà ïðåäåëû èíòåð-
âàëà (0, `) è äîáàâèòü óñëîâèå

u(2`, t) = −µ(t) ,
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Ðèñ. 2.9: Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ äëÿ îãðàíè÷åííîãî îòðåçêà ìåòîäîì Äàëàìáåðà.
Âíèçó � íà÷àëüíîå ñìåùåíèå è åãî ïðîäîëæåíèÿ çà ïðåäåëû èíòåðâàëà (0, `).
Ââåðõó � õàðàêòåðèñòèêè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ïëþñû è ìèíóñû ïîêàçûâàþò
çíàê ñìåùåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé âîëíå. Â ìîìåíò âðåìåíè t = T âîñïðîèçâî-
äèòñÿ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

êîòîðîå áóäåò ñîçäàâàòü äâå âîëíû, ïðè÷¼ì íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî
âîëíà, äâèæóùàÿñÿ âëåâî, â ñòîðîíó �ôèçè÷åñêîé îáëàñòè�:

u2`(x, t) = −µ

(
t− 2`

a
+

x

a

)
,

ïðè ýòîì u0(`, t)+u2`(`, t) = 0. Çàòåì, ÷òîáû ñîõðàíèòü óñëîâèå (2.67)
â òî÷êå x = 0, íåîáõîäèìî, ïåðåõîäÿ ê îáîáùåíèþ íà áåñêîíå÷íóþ
ñòðóíó, äîáàâèòü

u(−2`, t) = µ(t) ,

è òàê äàëåå.
Òàêèì îáðàçîì, îïèñàíèå êîëåáàíèé îãðàíè÷åííîé ñòðóíû ìåòî-

äîì ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì. Ê
ñ÷àñòüþ, äëÿ ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò íàìíîãî áîëåå ýôôåêòèâíûé
ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, èëè ìåòîä Ôóðüå.



2.7. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ 49

2.7 Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ
â óðàâíåíèÿõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

utt = a2 uxx (2.68)

íà èíòåðâàëå 0 6 x 6 `, ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, t) = u(`, t) = 0 , (2.69)

ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðóíå, çàêðåïë¼ííîé íà îáîèõ êîíöàõ, è íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(x) , ut(x, 0) = ψ(x) , 0 6 x 6 ` . (2.70)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è îäíîðîäíûì, ñóììà
÷àñòíûõ ðåøåíèé òàêæå áóäåò ðåøåíèåì.

Ïîèñê ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. Áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ (2.68) ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.69),
íî áåç íàêëàäûâàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (îíè áóäóò îòíîñèòüñÿ òîëü-
êî ê ñóììå âñåõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé), íåòðèâèàëüíîå, òî åñòü íå ðàâíîå
òîæäåñòâåííî íóëþ, è ïðåäñòàâèìîå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

u(x, t) = X(x) T (t) . (2.71)

Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.69)

u(0, t) = X(0) T (t) = 0 , u(`, t) = X(`) T (t) = 0

îãðàíè÷èâàþò èìåííî êîîðäèíàòíóþ ôóíêöèþ:

X(0) = X(`) = 0 , (2.72)

ïîñêîëüêó äðóãàÿ âîçìîæíîñòü, T (t) = 0, âåä¼ò ê òðèâèàëüíîìó ðå-
øåíèþ.

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (2.71) â óðàâíåíèå (2.68), ðàçäåëèì ïåðåìåí-
íûå è ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ê âèäó

X ′′(x)

X(x)
=

1

a2

T ′′(t)
T (t)

. (2.73)
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Ïîñêîëüêó x è t � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, ðàâåíñòâî ëåâîé è ïðà-
âîé ÷àñòåé ìîæåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ, òîëüêî åñëè îíè ðàâíû íåêîòî-
ðîé êîíñòàíòå:

X ′′(x)

X(x)
=

1

a2

T ′′(t)
T (t)

= −λ . (2.74)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé ìû ïîëó÷èëè ñâî¼ îáûêíî-
âåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

X ′′(x) + λX(x) = 0 , (2.75)
T ′′(t) + a2λT (t) = 0 . (2.76)

Íà÷í¼ì ñ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.75) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.72).
Ìû èìååì ïðèìåð çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, èëè çàäà÷è
Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ:

Íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåòðè-
âèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.75) .

Ýòè çíà÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è, à
ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ � ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè.
Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð λ ïðîèçâîëüíûé, ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âîç-
ìîæíîñòè.

Ñëó÷àé λ < 0. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.75) ïðè ýòîì èìååò
âèä

X(x) = C1e
√−λ x + C2e

−√−λx . (2.77)
Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàõîäèì

X(0) = C1 + C2 = 0 , C2 = −C1 ,

X(`) = C1e
√−λ ` + C2e

−√−λ ` = C1

(
e
√−λ ` − e−

√−λ `
)

= 0 ,

è ïîñêîëüêó âûðàæåíèå â ñêîáêàõ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè λ 6= 0,
ïîëó÷àåì C1 = 0, X(x) ≡ 0, òî åñòü ñóùåñòâóåò òîëüêî òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå.

Ñëó÷àé λ = 0. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.75)

X(x) = C1x + C2 . (2.78)

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàõîäèì

X(0) = C2 = 0 , X(`) = C1` = 0 ,
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òî åñòü îïÿòü èìååòñÿ òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.
Ñëó÷àé λ > 0. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.75)

X(x) = C1 cos
(√

λx
)

+ C2 sin
(√

λx
)

. (2.79)

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàõîäèì

X(0) = C1 = 0 ,

X(`) = C2 sin
(√

λ `
)

= 0 ,

è ïîñêîëüêó C2 6= 0, èíà÷å ìû ñíîâà ïîëó÷èëè áû òðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå, òî

sin
(√

λ `
)

= 0 ,
√

λ ` = π n , (n = 1, 2, . . . ) .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è

λ = λn =
(π n

`

)2
, (2.80)

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Xn(x) = sin
πnx

`
. (2.81)

Íàéäåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì (2.80) ñîîòâåòñòâóþò ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (2.76):

Tn(t) = An cos
πnat

`
+ Bn sin

πnat

`
. (2.82)

Îêîí÷àòåëüíî, ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (2.71) ïîëó÷àåì â
âèäå

un(x, t) = Xn(x) Tn(t) =

(
An cos

πnat

`
+ Bn sin

πnat

`

)
sin

πnx

`
.

(2.83)

Ïîñòðîåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ

Âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ ëè-
íåéíîãî è îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ëþáàÿ ñóììà ÷àñòíûõ ðåøåíèé
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òàêæå áóäåò ðåøåíèåì. Ïîñêîëüêó n � ïðîèçâîëüíûé öåëî÷èñëåí-
íûé ïàðàìåòð, îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷èì, ïðîñóììèðîâàâ ïî âñåì n:

u(x, t) =
∞∑

n=1

un(x, t) =
∞∑

n=1

(
An cos

πnat

`
+ Bn sin

πnat

`

)
sin

πnx

`
.

(2.84)
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðåøåíèå (2.84) óäîâëåòâîðÿëî íà÷àëüíûì óñëî-

âèÿì (2.70):

u(x, 0) = ϕ(x) =
∞∑

n=1

An sin
πnx

`
,

ut(x, 0) = ψ(x) =
∞∑

n=1

Bn
πna

`
sin

πnx

`
. (2.85)

Ôîðìóëû (2.85) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê ðàçëîæåíèå
ôóíêöèé ϕ(x) è ψ(x) â ðÿä Ôóðüå. Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ðÿäîâ
Ôóðüå, ïðîèçâîëüíàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ, êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ, çàäàííàÿ íà èíòåðâàëå 0 6 x 6 `, ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä
âèäà (2.85). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (2.84) íàõîäèì

An =
2

`

`∫

0

ϕ(ξ) sin
πnξ

`
dξ ,

Bn =
2

πna

`∫

0

ψ(ξ) sin
πnξ

`
dξ . (2.86)

Ìû ïðîâåëè ôîðìàëüíîå ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è
(2.68). Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ðÿä (2.84) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì, ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî ýòîò áåñêîíå÷íûé ðÿä ìîæ-
íî äâàæäû äèôôåðåíöèðîâàòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî äîêà-
çàòü, ÷òî ðÿäû, ïîëó÷àåìûå îäíîêðàòíûì è äâóêðàòíûì ïî÷ëåííûì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà (2.84), ñõîäÿòñÿ. Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè
ðÿäîâ Ôóðüå, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü òàê íàçû-
âàåìûõ ìàæîðàíòíûõ ðÿäîâ:

∞∑
n=1

n (|An|+ |Bn|) ,

∞∑
n=1

n2 (|An|+ |Bn|) .
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Â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íûìè (íî íå íåîáõîäèìûìè) óñëîâèÿìè ñõî-
äèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâà-
åìûå íà ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x).

1. Ôóíêöèÿ ϕ(x) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî 2-ãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî è êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ 3-þ ïðîèçâîäíóþ, ïðè-
÷¼ì

ϕ(0) = ϕ(`) = 0 , ϕ′′(0) = ϕ′′(`) = 0 .

2. Ôóíêöèÿ ψ(x) íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, èìååò
êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ 2-þ ïðîèçâîäíóþ, êðîìå òîãî:

ψ(0) = ψ(`) = 0 .

Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ
Çàïèøåì îáùèé ÷ëåí ñóììû ðÿäà (2.84) â âèäå

un(x, t) = αn cos
(πna

`
(t + τn)

)
sin

πnx

`
, (2.87)

ãäå
αn =

√
A2

n + B2
n ,

πna

`
τn = −arctg

Bn

An
.

Âûáðàâ íåêîòîðóþ òî÷êó ñòðóíû x0, ïîëó÷èì äëÿ íå¼ èç (2.87) çàêîí
äâèæåíèÿ

un(x0, t) = Cn(x0) cos
(πna

`
(t + τn)

)
,

òî åñòü òî÷êà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ωn è
àìïëèòóäîé Cn(x0):

ωn =
πna

`
, Cn(x0) = αn sin

πnx0

`
.

Òàêîå äâèæåíèå ñòðóíû íàçûâàåòñÿ ñòîÿ÷åé âîëíîé. Òî÷êè, äëÿ êî-
òîðûõ

πnx0

`
= πm , òî åñòü x0 =

m

n
` (m = 1, 2, . . . , n− 1) ,

íàçûâàþòñÿ óçëàìè ñòîÿ÷åé âîëíû, â íèõ Cn(x0) = 0. Òî÷êè, ãäå
sin(πnx0/`) = ±1, íàçûâàþòñÿ ïó÷íîñòÿìè.

Çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû ωn = πna/` íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷àñòî-
òàìè êîëåáàíèé ñòðóíû. Âñïîìèíàÿ, ÷òî äëÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé
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ñòðóíû a2 = T/ρ, ïîëó÷àåì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñòðóíû äëèíû
` ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ ρ è íàòÿæåíèåì T ðàâíû

ωn =
πn

`

√
T

ρ
. (2.88)

Âû÷èñëèì ýíåðãèþ êîëåáàíèé ñòðóíû. Ïîäñòàâëÿÿ îáùåå ðåøå-
íèå (2.84) â âûðàæåíèå (2.15) è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì, â ñèëó îðòî-
ãîíàëüíîñòè ñèíóñîâ:

`∫

0

sin
πnξ

`
sin

πmξ

`
dξ =

`

2
δnm ,

ãäå δnm � ñèìâîë Êðîíåêêåðà, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà
ñóììó ýíåðãèé îòäåëüíûõ ãàðìîíèê, òî åñòü êîëåáàíèé ñ îïðåäåë¼í-
íûìè ÷àñòîòàìè ωn. Äëÿ ýíåðãèè n-îé ñòîÿ÷åé âîëíû, òî åñòü n-îé
ãàðìîíèêè, íàõîäèì

En =
1

2

`∫

0

[
ρ(x)

(
∂un

∂t

)2

+ T

(
∂un

∂x

)2
]

dx =

= ρω2
n `

α2
n

4
= ω2

n M
A2

n + B2
n

4
, (2.89)

çäåñü M = ρ` � ïîëíàÿ ìàññà ñòðóíû.
Ïðîâåä¼ííûé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ òåîðèè çâó÷àíèÿ ñòðóí-

íûõ ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ. Êîëåáàíèå ñ íàèìåíüøåé ÷àñòîòîé

ω1 =
π

`

√
T

ρ

íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì òîíîì ñòðóíû, îñòàëüíûå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòî-
òàìè, êðàòíûìè ω1, íàçûâàþòñÿ îáåðòîíàìè. Ïîíÿòèåòåìáðà çâóêà
ñâÿçàíî ñ óðîâíåì ïðèñóòñòâèÿ îáåðòîíîâ, êîòîðûé çàâèñèò îò ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè êîëåáàíèé ñòðóíû ïî ãàðìîíèêàì (2.89).

2.8 Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

Â çàäà÷å î êîëåáàíèÿõ ñòðóíû ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåë¼ííîé ñè-
ëû ìû ïîëó÷èëè íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (2.4). Âíà÷àëå ðàññìîòðèì
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áîëåå ïðîñòîé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà âíåøíÿÿ ñèëà íå çàâèñèò îò
âðåìåíè.

2.8.1 Ñëó÷àé ñòàöèîíàðíîé íåîäíîðîäíîñòè
Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

utt = a2uxx + f(x) (2.90)

íà èíòåðâàëå 0 6 x 6 `, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(x) , ut(x, 0) = ψ(x) , 0 6 x 6 ` , (2.91)

è ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, t) = u(`, t) = 0 . (2.92)

Èç-çà íåîäíîðîäíîñòè óðàâíåíèÿ (2.90) ðàçäåëèòü â í¼ì ïåðåìåííûå
íå óäàñòñÿ. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ñóììû äâóõ ôóíêöèé:

u(x, t) = v(x, t) + w(x) , (2.93)

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîä÷èíÿåòñÿ íóëåâîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ âè-
äà (2.92). Ôóíêöèÿ w(x) íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé ÷àñòüþ ðåøåíèÿ.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ v(x, t) óäîâëåòâîðÿëà îäíîðîäíîìó óðàâ-
íåíèþ

vtt = a2vxx . (2.94)
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ íå¼ íàõîäèì èç (2.91) è (2.93):

v(x, 0) = u(x, 0)− w(x) = ϕ(x)− w(x) , (2.95)
vt(x, 0) = ut(x, 0) = ψ(x) .

Èòàê, äëÿ ôóíêöèè v(x, t) ìû ïîëó÷èëè çàäà÷ó, êîòîðóþ ìîæíî ðå-
øàòü ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè w(x), ïîäñòàâèì
(2.93) â óðàâíåíèå (2.90) è âû÷òåì óðàâíåíèå (2.94). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

a2wxx + f(x) = 0 , (2.96)
êîòîðîå ðåøàåòñÿ äâóêðàòíûì èíòåãðèðîâàíèåì, ñ ó÷¼òîì ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé w(0) = w(`) = 0. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ ôóíêöèþ
w(x) â íà÷àëüíîå óñëîâèå (2.95), ìîæåì íàéòè ôóíêöèþ v(x, t).
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2.8.2 Îáùèé ñëó÷àé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
Â ñëó÷àå, åñëè ðàñïðåäåë¼ííàÿ ñèëà ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, èìååì

óðàâíåíèå
utt = a2uxx + f(x, t) . (2.97)

Ïóñòü íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä (2.91), (2.92).
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíê-

öèÿì îäíîðîäíîé çàäà÷è:

u(x, t) =
∞∑

n=1

un(t) sin
πnx

`
. (2.98)

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f(x, t) è ôóíêöèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé â âèäå
òàêèõ æå ðÿäîâ Ôóðüå:

f(x, t) =
∞∑

n=1

fn(t) sin
πnx

`
, fn(t) =

2

`

`∫

0

f(ξ, t) sin
πnξ

`
dξ ,

ϕ(x) =
∞∑

n=1

ϕn sin
πnx

`
, ϕn =

2

`

`∫

0

ϕ(ξ) sin
πnξ

`
dξ ,

ψ(x) =
∞∑

n=1

ψn sin
πnx

`
, ψn =

2

`

`∫

0

ψ(ξ) sin
πnξ

`
dξ . (2.99)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.98) è ôóðüå-ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x, t) â óðàâíå-
íèå (2.97), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà

∞∑
n=1

[
u′′n(t) + ω2

nun(t)− fn(t)
]
sin

πnx

`
= 0 ,

ãäå ωn = πna/`. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñèíóñîâ êàæäûé èç êîýô-
ôèöèåíòîâ ðÿäà ðàâåí íóëþ, òî åñòü äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé un(t)
ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

u′′n(t) + ω2un(t) = fn(t) . (2.100)
Ïîäñòàâëÿÿ (2.98) â íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñ ó÷¼òîì (2.99) ïîëó÷àåì
óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé un(t)

un(0) = ϕn , u′n(0) = ψn ,

êîòîðûå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.100).
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2.8.3 Íåîäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì íåîäíîðîäíîé ïåðâîé êðàåâîé çàäà-

÷è. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

utt = a2uxx + f(x, t) (2.101)

íà èíòåðâàëå 0 6 x 6 `, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(x) , ut(x, 0) = ψ(x) , 0 6 x 6 ` , (2.102)

è ñ íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, t) = µ1(t) , u(`, t) = µ2(t) , t > 0 . (2.103)

Ââåä¼ì âìåñòî u(x, t) íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ v(x, t), îïðåäå-
ëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì

u(x, t) = v(x, t) + U(x, t) , (2.104)

ãäå U(x, t) � êàêàÿ-òî ôóíêöèÿ, êîòîðóþ áóäåì ïîëàãàòü èçâåñò-
íîé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïîçæå ìû å¼ âûáåðåì ñàìè. Óðàâíåíèå äëÿ
ôóíêöèè v(x, t) ïðèíèìàåò âèä

vtt = a2vxx + f̃(x, t) , (2.105)
f̃(x, t) = f(x, t)− Utt + a2Uxx .

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè v(x, t) çàïèñûâàþòñÿ
â âèäå

v(x, 0) = ϕ̃(x) = ϕ(x)− U(x, 0) ,

vt(x, 0) = ψ̃(x) = ψ(x)− Ut(x, 0) ,

v(0, t) = µ̃1(t) = µ1(t)− U(0, t) ,

v(`, t) = µ̃2(t) = µ2(t)− U(`, t) .

À âîò òåïåðü âûáåðåì ôóíêöèþ U(x, t) òàê, ÷òîáû ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ äëÿ ôóíêöèè v(x, t) áûëè îäíîðîäíûìè:

µ̃1(t) = 0 , µ̃2(t) = 0 ,

òî åñòü óñëîâèÿ äëÿ âûáîðà ôóíêöèè U(x, t) òàêèå

U(0, t) = µ1(t) , U(`, t) = µ2(t) .
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Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, ñ ëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòüþ îò x:

U(x, t) = µ1(t) +
x

`
[µ2(t)− µ1(t)] . (2.106)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè v(x, t) ìû èìååì íåîäíîðîäíîå óðàâ-
íåíèå (2.105) ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ìåòîäèêà ðå-
øåíèÿ òàêîé çàäà÷è áûëà èçëîæåíà ðàíåå.

Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ ê ãëàâå 2
1. Ïîñòàâüòå çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ ñòðóíû, çàêðåïë¼ííîé íà êîí-

öàõ x = 0 è x = `, ê êîòîðîé â òî÷êàõ x1 è x2 ïðèëîæåíû
ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû f1(t) è f2(t).

2. Âûâåäèòå äâóìåðíóþ ôîðìóëó Ãðèíà (2.19), âûðàæàÿ ïðîèç-
âîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ ÷åðåç ãðàäèåíò, âåêòîð íîðìàëè ê êîí-
òóðó ~ν ÷åðåç êàñàòåëüíûé âåêòîð ~τ , ~ν = (~τ × ~nz), è èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó Ñòîêñà.

3. Ïîñòàâüòå çàäà÷ó î ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ â ñëó÷àå,
åñëè êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè k(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòóïåí-
÷àòóþ ôóíêöèþ, k(x) = k1 ïðè x < x0 è k(x) = k2 ïðè x > x0.
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Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ïàðà-
áîëè÷åñêîãî òèïà, îïèñûâàþùèå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû òåïëîïðîâîä-
íîñòè è äèôôóçèè. Âûâîäÿòñÿ îäíîìåðíîå è òð¼õìåðíîå óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè è äèôôóçèè. Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå òèïû êðàå-
âûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðèâåäåíà ìåòîäèêà ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ îãðàíè÷åí-
íîãî îòðåçêà, íåîãðàíè÷åííîé ïðÿìîé. Äàíî îïðåäåëåíèå ôóíêöèè
ìãíîâåííîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, èññëåäîâàí å¼ ôèçè÷åñêèé ñìûñë.
Ïîëó÷åí ÿâíûé âèä ôóíêöèé èñòî÷íèêà äëÿ îãðàíè÷åííîãî îòðåçêà,
íåîãðàíè÷åííîé ïðÿìîé. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ÷åðåç ôóíêöèþ ìãíîâåííîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷-
íèêà.

3.1 Îäíîìåðíîå óðàâíåíèå
òåïëîïðîâîäíîñòè

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òîíêîì ñòåðæíå, îêðó-
æ¼ííîì òåïëîèçîëèðóþùåé îáîëî÷êîé. Ïîíÿòèå �òîíêèé� áóäåò îçíà-
÷àòü, ÷òî â ïðåäåëàõ êàæäîãî ñå÷åíèÿ òåìïåðàòóðó ìû áóäåì ñ÷è-
òàòü ïîñòîÿííîé. Íàïðàâëÿÿ îñü x âäîëü ñòåðæíÿ, ìû ñìîæåì îïè-
ñûâàòü òåìïåðàòóðó êàê ôóíêöèþ òîëüêî îäíîé êîîðäèíàòû x è âðå-
ìåíè t, u(x, t).

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, åñëè ïîääåðæèâàòü òåìïåðàòóðó íà êîíöàõ
ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîé, u1 â òî÷êå x = 0 è u2 â òî÷êå x = `, òî ÷åðåç
íåêîòîðîå âðåìÿ â ñòåðæíå óñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
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òåìïåðàòóðû ïî ëèíåéíîìó çàêîíó:

u(x) = u1 + (u2 − u1)
x

`
.

Ïðè ýòîì îò áîëåå íàãðåòîãî êîíöà ê ìåíåå íàãðåòîìó áóäåò ïåðå-
òåêàòü òåïëî. Êîëè÷åñòâî òåïëîòû dQ, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ñå÷åíèå
S ñòåðæíÿ çà âðåìÿ dt â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x áóäåò
ïðîïîðöèîíàëüíî ïåðåïàäó òåìïåðàòóð, ïðè ýòîì ìîæíî çàïèñàòü

dQ = −k
u2 − u1

`
S dt = −k

∂u

∂x
S dt , (3.1)

ãäå k � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, çàâèñÿùèé îò ñâîéñòâ ìàòå-
ðèàëà. Çíàê �ìèíóñ� ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå ïåðåíîñà òåïëà � åñëè
òåìïåðàòóðà ïîâûøàåòñÿ ñ ðîñòîì x, ïîòîê òåïëà áóäåò ïðîòèâ îñè
x.

Íàéä¼ì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè u(x, t). Ïðè íåðàâíîìåðíîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå ñóùåñòâóþò òåïëîâûå ïîòîêè.
Òåïëî, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ñå÷åíèå ñòåðæíÿ â òî÷êå x â ïîëîæèòåëü-
íîì íàïðàâëåíèè îñè x çà âðåìÿ îò ìîìåíòà t äî t+dt, â ñîîòâåòñòâèè
ñ (3.1), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dQ = q S dt , q = −k(x)
∂u

∂x
, (3.2)

ãäå q åñòü ïëîòíîñòü ïîòîêà òåïëà, òî åñòü êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðî-
õîäÿùåå ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó çà åäèíèöó âðåìåíè. Çàìåòèì,
÷òî ïðè ïåðåõîäå ê òð¼õìåðíîé çàäà÷å ïëîòíîñòü ïîòîêà òåïëà áóäåò
âåêòîðíîé âåëè÷èíîé

~q = −k gradu , (3.3)

è êîëè÷åñòâî ïåðåíîñèìîãî òåïëà áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ êàê ïîòîê âåê-
òîðà ~q. Ñîîòíîøåíèå (3.3) íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Ôóðüå.

Êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ñå÷åíèå ñòåðæíÿ â òî÷êå x

çà êîíå÷íûé îòðåçîê âðåìåíè (t1, t2) â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
îñè x íàéä¼ì èíòåãðèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ (3.2)

Q = −S

t2∫

t1

k(x)
∂u(x, t)

∂x
dt . (3.4)
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Èç øêîëüíîãî êóðñà ôèçèêè ìû ïîìíèì, ÷òî êîëè÷åñòâî òåïëîòû,
íåîáõîäèìîå äëÿ íàãðåâàíèÿ îäíîðîäíîãî òåëà îò òåìïåðàòóðû u1 äî
òåìïåðàòóðû u2, ðàâíî

∆Q = cm (u2 − u1) = c ρ V (u2 − u1) ,

ãäå c, ρ � óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü è ïëîòíîñòü âåùåñòâà, m,V � ìàññà
è îáú¼ì òåëà. Åñëè â ðàçíûõ òî÷êàõ ñòåðæíÿ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòó-
ðû çà âðåìÿ îò t1 äî t2 ðàçëè÷íû, òî êîëè÷åñòâî òåïëîòû, êîòîðîå
óøëî íà íàãðåâàíèå ó÷àñòêà ñòåðæíÿ (x1, x2), ðàâíî

Q = S

x2∫

x1

c ρ [u(x, t2)− u(x, t1)] dx . (3.5)

Íàêîíåö, äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ïîëíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîâîãî áàëàíñà
íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî âíóòðè ñòåðæíÿ ìîæåò âîçíèêàòü èëè ïî-
ãëîùàòüñÿ òåïëî, íàïðèìåð, äæîóëåâî òåïëî ïðè ïðîõîæäåíèè ýëåê-
òðè÷åñêîãî òîêà, òåïëî ïðè ïðîòåêàíèè ýêçîòåðìè÷åñêèõ èëè ýíäî-
òåðìè÷åñêèõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé è ò.ä. Ââåä¼ì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè
òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ F (x, t), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî òåïëî-
òû, âûäåëÿþùååñÿ çà åäèíèöó âðåìåíè â åäèíèöå îáú¼ìà òåëà. Òîãäà
òåïëî, êîòîðîå âûäåëèòñÿ çà ñ÷¼ò óêàçàííûõ èñòî÷íèêîâ íà ó÷àñòêå
(x, x + dx) çà îòðåçîê âðåìåíè (t, t + dt), ðàâíî

dQ = F (x, t) S dx dt .

Òåïëî, âûäåëÿþùååñÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå ñòåðæíÿ çà êîíå÷íîå âðå-
ìÿ, íàéä¼ì èíòåãðèðîâàíèåì

Q = S

x2∫

x1

dx

t2∫

t1

dt F (x, t) . (3.6)

Óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà íà ó÷àñòêå ñòåðæíÿ (x1, x2) â òå÷å-
íèå èíòåðâàëà âðåìåíè (t1, t2) ïîëó÷àåì â âèäå

t2∫

t1

[
k

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=x2

− k
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=x1

]
dt +

x2∫

x1

dx

t2∫

t1

dt F (x, t) =

=

x2∫

x1

c ρ [u(x, t2)− u(x, t1)] dx . (3.7)
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Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè â èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìå. Ïåðåõîäÿ â óðàâíåíèè (3.7) ê ïðåäåëó x2 → x1,
t2 → t1 è ñ÷èòàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîð-
ìå:

∂

∂x

(
k

∂u

∂x

)
+ F (x, t) = cρ

∂u

∂t
. (3.8)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

1. Åñëè ñòåðæåíü îäíîðîäíûé, óðàâíåíèå (3.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

ut = a2uxx + f(x, t) , (3.9)
ãäå a2 = k/(cρ) íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì òåìïåðàòóðîïðî-
âîäíîñòè, f(x, t) = F (x, t)/(cρ). Â ñëó÷àå, åñëè îáú¼ìíûå èñ-
òî÷íèêè òåïëà îòñóòñòâóþò, ïîëó÷àåì

ut = a2uxx . (3.10)

2. Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñòåðæåíü, îêðóæ¼ííûé òåïëîèçî-
ëèðóþùåé îáîëî÷êîé. Òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ìîæíî
ó÷åñòü, îïèñûâàÿ åãî êàê íàëè÷èå íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
èñòî÷íèêîâ òåïëà. Çäåñü ïðèíöèïèàëüíî òî, ÷òî ðàññìàòðèâà-
åòñÿ èìåííî òîíêèé ñòåðæåíü, òàê ÷òî, õîòÿ òåïëî ôàêòè÷åñêè
ïîñòóïàåò ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü, ìîæíî åãî ó÷èòûâàòü â
ðàìêàõ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïèñûâàòü
òåïëîîáìåí ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü â óðàâíåíèè äëÿ äâó-
ìåðíîé çàäà÷è, ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà òåïëîïðîâîäíîñòè
â òîíêîé ïëàñòèíå. Â íàèáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå, åñëè òåïëîîîá-
ìåí ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Íüþòîíà
äëÿ òåïëîîáìåíà, êîëè÷åñòâî òåïëîòû, òåðÿåìîå èç åäèíèöû
îáú¼ìà ñòåðæíÿ çà åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíî

F0(x, t) = h (u− θ) , (3.11)

ãäå h � êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé èíòåíñèâíîñòü òåïëîîáìå-
íà, θ = θ(x, t) � òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû. Òàêèì îáðà-
çîì, ôóíêöèþ ïëîòíîñòè òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ F (x, t) â óðàâ-
íåíèè (3.8) ñëåäóåò ïåðåïèñàòü â âèäå

F (x, t) = F1(x, t)− F0(x, t) = F1(x, t)− h (u− θ) ,
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ãäå F1(x, t) åñòü ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè èñòèííûõ òåïëîâûõ èñòî÷-
íèêîâ (äæîóëåâî òåïëî è äð.). Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ
îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ ñ òåïëîîáìåíîì ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõ-
íîñòü ïðèíèìàåò âèä

ut = a2uxx − α u + f(x, t) , (3.12)

ãäå α = h/(cρ), f(x, t) = α θ(x, t) + F1(x, t)/(cρ) åñòü èçâåñòíàÿ
ôóíêöèÿ.

3. Êàê ïðàâèëî, âåëè÷èíû k è c åñòü ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíê-
öèè òåìïåðàòóðû, òàê ÷òî ðàññìîòðåííûå óðàâíåíèÿ ñïðàâåä-
ëèâû òîëüêî äëÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ èíòåðâàëîâ èçìåíå-
íèÿ òåìïåðàòóðû. Â îáùåì æå ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.8) ñëåäóåò
ïåðåïèñàòü â âèäå

∂

∂x

(
k(u, x)

∂u

∂x

)
+ F (x, t) = c(u, x)ρ(x)

∂u

∂t
. (3.13)

Óðàâíåíèå (3.13) ÿâëÿåòñÿ êâàçèëèíåéíûì.

3.2 Óðàâíåíèå äèôôóçèè
Íà÷í¼ì ñ îïèñàíèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ äèô-

ôóçèè â òîíêîé òðóáêå ïîñòîÿííîãî ìàëîãî ñå÷åíèÿ, òàê ÷òî ìîæ-
íî ñ÷èòàòü êîíöåíòðàöèþ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â ïðåäåëàõ
êàæäîãî ñå÷åíèÿ ïîñòîÿííîé. Òðóáêà ìîæåò áûòü ïîëàÿ èëè çàïîë-
íåíà ïîðèñòîé ñðåäîé. Íàïðàâëÿÿ îñü x âäîëü òðóáêè, ìû ñìîæåì
îïèñûâàòü êîíöåíòðàöèþ êàê ôóíêöèþ òîëüêî îäíîé êîîðäèíàòû x

è âðåìåíè t, u(x, t).
Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà äèôôóçèè èäåíòè÷íî îïèñà-

íèþ ïðîöåññà òåïëîïðîâîäíîñòè, ñ çàìåíîé òåìïåðàòóðû íà êîíöåí-
òðàöèþ è êîëè÷åñòâà òåïëîòû � íà ìàññó äèôôóíäèðóþùåãî âåùå-
ñòâà. Òàê, ìàññà âåùåñòâà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ñå÷åíèå S çà âðåìÿ
dt, îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Íåðíñòà:

dm = −D
∂u

∂x
S dt = W S dt , W = −D

∂u

∂x
, (3.14)

ãäå D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, W (x, t) � ïëîòíîñòü äèôôóçèîííî-
ãî ïîòîêà, ðàâíàÿ ìàññå âåùåñòâà, ïðîòåêàþùåé çà åäèíèöó âðåìåíè
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÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó. Ïî îïðåäåëåíèþ êîíöåíòðàöèè ìàññà,
çàêëþ÷¼ííàÿ âíóòðè îáú¼ìà V , ðàâíà

m = uV , (3.15)

Â ñëó÷àå ïîðèñòîé ñðåäû ââîäèòñÿ êîýôôèöèåíò ïîðèñòîñòè C =
V/V0, ãäå V0 � ïîëíûé îáú¼ì, V � îáú¼ì ïîð, âíóòðè êîòîðûõ è
ìîæåò ïðîèñõîäèòü äèôôóçèÿ. Òîãäà èçìåíåíèå ìàññû çà âðåìÿ îò
t1 äî t2 íà îòðåçêå (x1, x2) çàïèøåòñÿ â âèäå

∆m = S

x2∫

x1

C(x) [u(x, t2)− u(x, t1)] dx .

Óðàâíåíèå áàëàíñà ìàññû íà îòðåçêå (x1, x2) èìååò âèä

S

t2∫

t1

[
D

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=x2

− D
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=x1

]
dt = S

x2∫

x1

C(x) [u(x, t2)− u(x, t1)] dx .

(3.16)
Îòñþäà, ïðåäïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ,
ïîëó÷àåì îäíîìåðíîå óðàâíåíèå äèôôóçèè

∂

∂x

(
D

∂u

∂x

)
= C

∂u

∂t
. (3.17)

Â ñëó÷àå, åñëè ïðèñóòñòâóþò èñòî÷íèêè äèôôóíäèðóþùåãî âåùå-
ñòâà, åñëè èìååò ìåñòî äèôôóçèÿ ÷åðåç ñòåíêè òðóáêè, óðàâíåíèå
(3.17) îáîáùàåòñÿ òàê æå, êàê è óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè.

Åñëè D = const, ïîëó÷àåì

ut = a2uxx , a2 =
D

C
. (3.18)

Íåñëîæíî îáîáùèòü óðàâíåíèå äèôôóçèè íà òð¼õìåðíûé ñëó÷àé.
Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü äèôôóçèîííîãî ïîòîêà áóäåò âåêòîðíîé âåëè-
÷èíîé:

~W = −D gradu , (3.19)
Ýòî ñîîòíîøåíèå íîñèò íàçâàíèå ïåðâûé çàêîí Ôèêà, îí àíàëîãè-
÷åí çàêîíó Ôóðüå äëÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïîòîê âåêòîðà ~W ÷åðåç
çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S, îãðàíè÷èâàþùóþ îáú¼ì V , ðàâåí ìàññå
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âåùåñòâà, âûõîäÿùåãî èç îáú¼ìà íàðóæó çà åäèíèöó âðåìåíè. Ïðå-
îáðàçóÿ ïîòîê ïî ôîðìóëå Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî, ïîëó÷èì:

−∆m

∆t
=

∮

S

Wn dS =

∫

V

div ~W dV .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçìåíåíèå ìàññû çà âðåìÿ ∆t:

∆m =

∫

V

[u(t + ∆t)− u(t)] dV ' ∆t

∫

V

∂u

∂t
dV .

Îòñþäà ïîëó÷àåì∫

V

∂u

∂t
dV = −

∫

V

div ~W dV =

∫

V

div(D gradu) dV . (3.20)

Ïîñêîëüêó îáú¼ì V � ïðîèçâîëüíûé, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

∂u

∂t
= div(D gradu) . (3.21)

Åñëè êîýôôèöèåíò äèôôóçèè D = const, óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä
∂u

∂t
= D ∆u , (3.22)

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Óðàâíåíèå (3.22) åñòü òð¼õìåðíîå óðàâ-
íåíèå äèôôóçèè, èëè âòîðîé çàêîí Ôèêà.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü òð¼õìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîä-
íîñòè

c ρ
∂u

∂t
= k

(
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 +
∂2u

∂z2

)
+ F (x, y, z, t) . (3.23)

3.3 Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Äëÿ íàõîæäåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-
íîñòè èëè äèôôóçèè íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ. Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñîäåðæèò-
ñÿ òîëüêî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, íà÷àëüíîå óñëîâèå îäíî
� îíî îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè:

u(x, 0) = ϕ(x) . (3.24)
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Îñíîâíûìè âèäàìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ÿâëÿþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è
ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè
ïðîöåññ òåïëîïðîâîäíîñòè, äëÿ ïðîöåññà äèôôóçèè ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïîñòàâëåíà, åñëè òåìïåðàòóðà íà êîíöå
ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ ïî îïðåäåë¼ííîìó çàêîíó, íàïðèìåð:

u(0, t) = µ(t) , (3.25)

ãäå µ(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè.
Âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïîñòàâëåíà, åñëè íà êîíöå ñòåðæíÿ çàäàí

òåïëîâîé ïîòîê q, íàïðèìåð:

q(`, t) = −k
∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=`

, (3.26)

ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä:

ux(`, t) = ν(t) = −1

k
q(`, t) . (3.27)

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå òåïëîèçîëèðîâàííîãî êîíöà òåïëîâîé ïîòîê
÷åðåç íåãî îòñóòñòâóåò, òî åñòü ν(t) = 0.

Òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ, êîãäà íà êîíöå ñòåðæíÿ
ïðîèñõîäèò òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïî çàêîíó Íüþòîíà

q(`, t) = H [u(`, t)− θ(t)] , (3.28)

ãäå θ(t) � òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû, H � êîýôôèöèåíò òåï-
ëîîáìåíà, òî åñòü êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðîøåäøåå ÷åðåç åäèíè÷íóþ
ïëîùàäêó ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ çà åäèíèöó âðåìåíè ïðè èçìåíåíèè òåì-
ïåðàòóðû íà îäèí ãðàäóñ. Êîýôôèöèåíò H, î÷åâèäíî, ñâÿçàí ñ êî-
ýôôèöèåíòîì h, ââåä¼ííûì â ñîîòíîøåíèè (3.11), íàïðèìåð, äëÿ
òîíêîãî ñòåðæíÿ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñà R èìååì h = 2H/R.
Ãðàíè÷íîå óñëîâèå, ñ ó÷¼òîì (3.26), ïîëó÷àåì â âèäå

ux(`, t) = −λ [u(`, t)− θ(t)] , (3.29)

ãäå λ = H/k.
Ñóùåñòâóþò òàêæå áîëåå ñëîæíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íàïðè-

ìåð, åñëè òåïëîîáìåí â òî÷êå x = 0 ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïðîèñ-
õîäèò çà ñ÷¼ò èçëó÷åíèÿ, ïîëó÷àåì íåëèíåéíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå,
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îïðåäåëÿåìîå çàêîíîì Ñòåôàíà�Áîëüöìàíà

k
∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= σ
{
[u(0, t)]4 − [θ(t)]4

}
, (3.30)

ãäå σ � ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà�Áîëüöìàíà.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Íàïðè-

ìåð, åñëè ïðîöåññ òåïëîïðîâîäíîñòè èçó÷àåòñÿ íà îãðàíè÷åííîì ó÷àñò-
êå ñòåðæíÿ, êîíöû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî, èõ âëèÿ-
íèå ïðàêòè÷åñêè íå áóäåò ñêàçûâàòüñÿ. Ïðè ýòîì ñòåðæåíü ìîæíî
ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íûì, è çàäàòü òîëüêî íà÷àëüíîå óñëîâèå u(x, 0) =
ϕ(x). Â ñëó÷àå, åñëè ðàññìàòðèâàåìûé ó÷àñòîê ñòåðæíÿ íàõîäèòñÿ
âáëèçè îò îäíîãî åãî êîíöà, íî äàëåêî îò äðóãîãî, ìîæíî ñòàâèòü çà-
äà÷ó äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ, ôîðìóëèðóÿ íà÷àëüíîå è îäíî
ãðàíè÷íîå óñëîâèå.

Äðóãîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, åñëè ïðîöåññ òåïëîïðî-
âîäíîñòè â ñòåðæíå èçó÷àåòñÿ â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè. Ïðè
ýòîì âëèÿíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé áóäåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îñëàáå-
âàòü, è ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïðàêòè÷åñêè áóäåò îïðåäåëÿòü-
ñÿ òîëüêî ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îïûò ïðîèç-
âîäèòñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî, è ôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó áåç íà÷àëüíûõ
óñëîâèé.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå âîïðîñû, êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðè-
âàòü ïðè ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è.

1. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïîñêîëüêó ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ ïðî-
òåêàåò åäèíñòâåííûì îáðàçîì, íàëè÷èå íåñêîëüêèõ ðåøåíèé îçíà-
÷àåò, ÷òî ðåøåíèå íå íàéäåíî.

2. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ. Ïðàêòè÷åñêè ýòî íàèáîëåå âàæíûé è
ñëîæíûé âîïðîñ. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ îáû÷-
íî ñîïðîâîæäàåòñÿ óêàçàíèåì ñïîñîáà íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ.

3. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ. Ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ èñõîäíûõ äàí-
íûõ çàäà÷è � íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïðàâîé ÷àñòè
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ � èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ äîëæíû áûòü
ìàëûìè. Óñòîé÷èâîñòü îñîáåííî âàæíà ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëè-
æ¼ííûõ ðåøåíèé ÷èñëåííûì ìåòîäîì, ãäå ïîãðåøíîñòè âû÷èñ-
ëåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëûå âîçìóùåíèÿ èñõîäíûõ
äàííûõ.
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3.4 Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ
â óðàâíåíèÿõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.
Ôóíêöèÿ ìãíîâåííîãî òî÷å÷íîãî
èñòî÷íèêà

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ut = a2 uxx (3.31)

íà èíòåðâàëàõ êîîðäèíàòû 0 6 x 6 ` è âðåìåíè 0 6 t 6 T , ñ
îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, t) = u(`, t) = 0 , 0 6 t 6 T , (3.32)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

u(x, 0) = ϕ(x) , 0 6 x 6 ` . (3.33)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è îäíîðîäíûì, ñóììà
÷àñòíûõ ðåøåíèé òàêæå áóäåò ðåøåíèåì.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. Áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (3.31) ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3.32),
íî áåç íàêëàäûâàíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (îíî áóäåò îòíîñèòüñÿ òîëü-
êî ê ñóììå âñåõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé), íåòðèâèàëüíîå, òî åñòü íå ðàâíîå
òîæäåñòâåííî íóëþ, è ïðåäñòàâèìîå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

u(x, t) = X(x) T (t) . (3.34)

Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.32)

u(0, t) = X(0) T (t) = 0 , u(`, t) = X(`) T (t) = 0

îãðàíè÷èâàþò èìåííî êîîðäèíàòíóþ ôóíêöèþ:

X(0) = X(`) = 0 , (3.35)

ïîñêîëüêó äðóãàÿ âîçìîæíîñòü, T (t) = 0, âåä¼ò ê òðèâèàëüíîìó ðå-
øåíèþ.

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (3.34) â óðàâíåíèå (3.31), ðàçäåëèì ïåðåìåí-
íûå è ó÷ò¼ì, ÷òî x è t � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, ñëåäîâàòåëüíî,
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ðàâåíñòâî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ìîæåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ, òîëüêî åñ-
ëè îíè ðàâíû íåêîòîðîé êîíñòàíòå:

X ′′(x)

X(x)
=

1

a2

T ′(t)
T (t)

= −λ . (3.36)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé ìû ïîëó÷èëè ñâî¼ îáûêíî-
âåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

X ′′(x) + λX(x) = 0 , (3.37)
T ′(t) + a2λT (t) = 0 . (3.38)

Óðàâíåíèå (3.37) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3.35) áûëî ðåøåíî ðà-
íåå â ïàðàãðàôå 2.7, è áûëè íàéäåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (2.80) è
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (2.81). Ðåøàÿ óðàâíåíèå (3.38), íàõîäèì ÷àñò-
íîå ðåøåíèå (3.34) â âèäå

un(x, t) = Xn(x) Tn(t) = Cn e−(πna/`)2t sin
πnx

`
. (3.39)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.31) åñòü ñóììà ðÿäà

u(x, t) =
∞∑

n=1

Cn e−(πna/`)2t sin
πnx

`
. (3.40)

Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå (3.33)

u(x, 0) = ϕ(x) =
∞∑

n=1

Cn sin
πnx

`
,

íàõîäèì êîýôôèöèåíòû Cn ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ϕ(x) â ðÿä Ôóðüå:

Cn = ϕn =
2

`

`∫

0

ϕ(ξ) sin
πnξ

`
dξ . (3.41)

Ðÿäû âèäà (3.40) ïîäðîáíî èññëåäîâàíû, îíè èìåþò õîðîøèå ñâîé-
ñòâà ñõîäèìîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (3.40), ïîäñòàâèâ â íåãî êîýô-
ôèöèåíòû (3.41) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïðè ýòîì ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(x, t) =

`∫

0

G(x, ξ, t) ϕ(ξ) dξ , (3.42)
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ãäå ââåäåíà ôóíêöèÿ

G(x, ξ, t) =
2

`

∞∑
n=1

e−(πna/`)2t sin
πnx

`
sin

πnξ

`
, (3.43)

íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé ìãíîâåííîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà.
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè G(x, ξ, t) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà
êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòà x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå 0 6 x 6 ` â ìîìåíò âðåìåíè t, åñëè
ïðè t = 0 òåìïåðàòóðà áûëà ðàâíà íóëþ, è â ýòîò ìîìåíò â
òî÷êå x = ξ ìãíîâåííî âûäåëèëîñü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òåï-
ëà Q, à íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ïîñòîÿííî ïîääåðæèâàåòñÿ òåìïå-
ðàòóðà, ðàâíàÿ íóëþ.
Äîêàæåì ýòî è íàéä¼ì âåëè÷èíó Q. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò

âðåìåíè t = 0 òåïëî Q âûäåëèëîñü íå â òî÷êå, à íà èíòåðâàëå
(ξ − ε, ξ + ε). Ýòî ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ϕε(x), îïè-
ñûâàþùåé íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó è îòëè÷íîé îò íóëÿ òîëüêî íà
ýòîì èíòåðâàëå, ïðè÷¼ì â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.5)

c ρ

ξ+ε∫

ξ−ε

ϕε(ξ̃) dξ̃ = Q , (3.44)

ãäå ρ � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ìàññû. Ïîäñòàâèì íà÷àëüíóþ òåìïåðà-
òóðó ϕε(x) â ôîðìóëó (3.42):

uε(x, t) =

`∫

0

G(x, ξ̃, t) ϕε(ξ̃) dξ̃ =

ξ+ε∫

ξ−ε

G(x, ξ̃, t) ϕε(ξ̃) dξ̃ ,

è ïðèìåíèì òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè

uε(x, t) = G(x, ξ∗, t)

ξ+ε∫

ξ−ε

ϕε(ξ̃) dξ̃ = G(x, ξ∗, t)
Q

c ρ
, (3.45)

ãäå ξ∗ � íåêîòîðàÿ òî÷êà èíòåðâàëà. Óñòðåìëÿÿ çàòåì ε → 0, ïðè
ýòîì ξ∗ → ξ, ïîëó÷èì

lim
ε→0

uε(x, t) =
Q

c ρ
G(x, ξ, t) . (3.46)
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Èòàê, óòâåðæäåíèå î ñìûñëå ôóíêöèè G(x, ξ, t) äîêàçàíî, ïðè÷¼ì
âåëè÷èíà Q ÷èñëåííî ðàâíà c ρ.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (3.42) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæå-
íèå ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè � òåìïåðàòóðà u(x, t) åñòü ñëîæåíèå âîç-
äåéñòâèé òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, íàõîäèâøèõñÿ â ìîìåíò t = 0 â òî÷-
êàõ ξ, ïðè÷¼ì â êàæäîé èç íèõ ïðè ýòîì âûäåëèëîñü êîëè÷åñòâî
òåïëà, ðàâíîå c ρ ϕ(ξ).

3.5 Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå
òåïëîïðîâîäíîñòè

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå:
ut = a2uxx + f(x, t) (3.47)

ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
u(0, t) = u(`, t) = 0 , 0 6 t 6 T , (3.48)

à íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ïðîñòîòû âûáåðåì îäíîðîäíûì, u(x, 0) = 0.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíê-

öèÿì îäíîðîäíîé çàäà÷è:

u(x, t) =
∞∑

n=1

un(t) sin
πnx

`
. (3.49)

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(x, t) â ðÿä Ôóðüå:

f(x, t) =
∞∑

n=1

fn(t) sin
πnx

`
, fn(t) =

2

`

`∫

0

f(ξ, t) sin
πnξ

`
dξ .

(3.50)
Ïîäñòàâëÿÿ (3.49) è ôóðüå-ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x, t) â óðàâíå-
íèå (3.47), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà

∞∑
n=1

[
u′n(t) +

(πna

`

)2
un(t)− fn(t)

]
sin

πnx

`
= 0 .

Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñèíóñîâ êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà
ðàâåí íóëþ, òî åñòü äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé un(t) ïîëó÷àåì îáûê-
íîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

u′n(t) +
(πna

`

)2
un(t) = fn(t) . (3.51)
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Íóëåâîå íà÷àëüíîå óñëîâèå íà ôóíêöèþ u(x, t) äà¼ò äëÿ êàæäîé èç
ôóíêöèé: un(0) = 0.

Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (3.51) ðåøàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì
âàðèàöèè ïîñòîÿííîé. Çàìåíÿÿ êîíñòàíòó â îáùåì ðåøåíèè îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ C(t):

un(t) = C(t) e−(πna/`)2t

è ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå (3.51), äëÿ ôóíêöèè C(t)
íàéä¼ì:

C ′(t) = fn(t) e(πna/`)2t .

Èíòåãðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, íàõîäèì

C(t) = C0 +

t∫

0

fn(τ) e(πna/`)2τdτ ,

ïðè÷¼ì èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïîëó÷èì C0 = 0. Òàêèì îáðàçîì,
ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.51) çàïèøåòñÿ â âèäå

un(t) =

t∫

0

e−(πna/`)2(t−τ)fn(τ) dτ . (3.52)

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â âûðàæåíèå (3.49):

u(x, t) =
∞∑

n=1

sin
πnx

`

t∫

0

e−(πna/`)2(t−τ)fn(τ) dτ , (3.53)

ïîäñòàâèì ñþäà ôóíêöèþ fn(t) èç (3.50). Ìåíÿÿ çàòåì ïîðÿäîê ñóì-
ìèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ìû ìîæåì âûðàçèòü ðåøåíèå ÷åðåç
óæå çíàêîìóþ ôóíêöèþ ìãíîâåííîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà:

u(x, t) =

t∫

0

dτ

`∫

0

dξ G(x, ξ, t− τ) f(ξ, τ) , (3.54)

ãäå

G(x, ξ, t− τ) =
2

`

∞∑
n=1

e−(πna/`)2(t−τ) sin
πnx

`
sin

πnξ

`
. (3.55)
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Èññëåäóåì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðåøåíèÿ (3.54). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèÿ f(ξ, τ) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî íà îòðåçêå (ξ0, ξ0 + ∆ξ) â
òå÷åíèå èíòåðâàëà âðåìåíè (τ0, τ0 + ∆τ). Ïëîòíîñòü òåïëîâûõ èñ-
òî÷íèêîâ ðàâíà F (ξ, τ) = c ρ f(ξ, τ), òàê ÷òî âûäåëèâøååñÿ òåïëî
çàïèøåòñÿ â âèäå

Q = c ρ

τ0+∆τ∫

τ0

dτ

ξ0+∆ξ∫

ξ0

dξ f(ξ, τ) .

Ïîäñòàâèì ýòó ôóíêöèþ f(ξ, τ) â (3.54) è ïðèìåíèì òåîðåìó î ñðåä-
íåì çíà÷åíèè:

u∗(x, t) =

τ0+∆τ∫

τ0

dτ

ξ0+∆ξ∫

ξ0

dξ G(x, ξ, t− τ) f(ξ, τ) = G(x, ξ∗, t− τ ∗)
Q

c ρ
,

ãäå òî÷êè ξ∗, τ ∗ ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëàì (ξ0, ξ0+∆ξ) è (τ0, τ0+∆τ).
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëàì ∆ξ → 0, ∆τ → 0, ïîëó÷èì

u(x, t) = lim
∆ξ→0, ∆τ→0

u∗(x, t) =
Q

c ρ
G(x, ξ0, t− τ0) .

Èòàê, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïàðàãðàôó, ôóíêöèÿ G(x, ξ0, t− τ0)
äà¼ò ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïî x â ìîìåíò t, îáóñëîâëåííîå
òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì òåïëà â òî÷êå ξ0, ãäå â ìîìåíò âðåìåíè τ0

âûäåëèëîñü òåïëî Q, ÷èñëåííî ðàâíîå c ρ.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå (3.54) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ

ðåøåíèé îò òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, íåïðåðûâíî ðàñïðåäåë¼ííûõ íà
âñ¼ì èíòåðâàëå (0, `) â òå÷åíèå âðåìåííîãî èíòåðâàëà (0, t).

3.6 Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà
íà íåîãðàíè÷åííîé ïðÿìîé

Ïîñòàâèì çàäà÷ó: íàéòè îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ u(x, t), îïèñû-
âàþùóþ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â îáëàñòè −∞ < x < ∞ ïðè
t > 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = a2 uxx (3.56)
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ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè

u(x, 0) = ϕ(x) . (3.57)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, çàïèñûâàÿ
÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

u(x, t) = X(x) T (t) . (3.58)

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî x è t � íåçàâèñèìû:
X ′′(x)

X(x)
=

1

a2

T ′(t)
T (t)

= −λ , (3.59)

äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

X ′′(x) + λX(x) = 0 , (3.60)
T ′(t) + a2λT (t) = 0 . (3.61)

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè óäîâëåòâîðÿþò ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (3.60) òîëüêî ïðè λ > 0. Îáîçíà÷àÿ λ = µ2, íàõîäèì ôóíê-
öèè (3.58) â âèäå

X(x) = C1e
iµx + C2e

−iµx , T (t) = e−a2µ2t . (3.62)

Ïîñêîëüêó µ çäåñü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, −∞ < µ < ∞, äîñòàòî÷íî
âçÿòü òîëüêî îäíî èç ñëàãàåìûõ â ôóíêöèè X(x).

Îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.56) áóäåò ïîëíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ
âñåõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé, òî åñòü:

u(x, t) =

∞∫

−∞
A(µ) e−a2µ2t+iµx dµ . (3.63)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â íà÷àëüíîå óñëîâèå

u(x, 0) =

∞∫

−∞
A(µ) eiµx dµ = ϕ(x) ,

ïîëó÷àåì íå ÷òî èíîå, êàê ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ϕ(x) â èíòåãðàë Ôó-
ðüå. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ A(µ) ÿâëÿåòñÿ ôóðüå-îáðàçîì ôóíê-
öèè ϕ(x).
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Ñóùåñòâóåò óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè
∞∫

−∞
ei(µ−µ′)xdx = 2π δ(µ− µ′) , (3.64)

ãäå δ(µ − µ′) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ
äåëüòà-ôóíêöèè ñì. ïðèëîæåíèå â êîíöå ýòîãî ïàðàãðàôà. Èñïîëü-
çóÿ óñëîâèå (3.64), ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ A(µ) â âèäå òàê íàçûâà-
åìîãî îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

A(µ) =
1

2π

∞∫

−∞
ϕ(ξ) e−iµξ dξ . (3.65)

Ïîäñòàâèì (3.65) â ðåøåíèå (3.63) è ñìåíèì ïîðÿäîê èíòåãðèðî-
âàíèÿ, â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(x, t) =

∞∫

−∞
G(x, ξ, t) ϕ(ξ) dξ , (3.66)

ãäå G(x, ξ, t) åñòü ôóíêöèÿ ìãíîâåííîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà:

G(x, ξ, t) =
1

2π

∞∫

−∞
e−a2µ2t+iµ(x−ξ) dµ . (3.67)

Âûäåëÿÿ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ïîä èíòåãðàëîì ïîëíûé êâàäðàò

−a2µ2t + iµ(x− ξ) = −
(√

a2t µ− i(x− ξ)

2
√

a2t

)2

− (x− ξ)2

4a2t
,

ïîëó÷èì, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé, ãàóññîâ èíòåãðàë
∞∫

−∞
e−z2

dz =
√

π .

Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ ìãíîâåííîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà çàïèøåòñÿ
â âèäå

G(x, ξ, t) =
1

2
√

πa2t
exp

(
−(x− ξ)2

4a2t

)
. (3.68)
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Åñëè çà íà÷àëî îòñ÷¼òà âðåìåíè âçÿòü íå ìîìåíò t = 0, à t = t0,
ïîëó÷èì

G(x, ξ, t− t0) =
1

2
√

πa2(t− t0)
exp

(
− (x− ξ)2

4a2(t− t0)

)
. (3.69)

Êàê è â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî îòðåçêà, ìîæíî ïîêàçàòü (âûáèðàÿ
íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ ϕε(x) 6= 0 òîëüêî íà èíòåðâàëå (ξ − ε, ξ + ε)),
÷òî ôóíêöèÿ G(x, ξ, t− t0), êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòà x, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â áåñêîíå÷íîì ñòåðæíå â ìîìåíò
âðåìåíè t, åñëè ïðè t = t0 òåìïåðàòóðà áûëà ðàâíà íóëþ, è â ýòîò
ìîìåíò â òî÷êå x = ξ ìãíîâåííî âûäåëèëîñü êîëè÷åñòâî òåïëà Q,
÷èñëåííî ðàâíîå c ρ.

Ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî òåïëà, ñîäåðæàùååñÿ íà âñ¼ì áåñêîíå÷íîì
èíòåðâàëå −∞ < x < ∞, íàéä¼ì èíòåãðèðîâàíèåì

c ρ

∞∫

−∞
G(x, ξ, t− t0) dx =

=
c ρ

2
√

πa2(t− t0)

∞∫

−∞
exp

(
− (x− ξ)2

4a2(t− t0)

)
dx = c ρ , (3.70)

òî åñòü ïîëíîå êîëè÷åñòâî òåïëà íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ôóíêöèè G(x, ξ, t − t0) îò x â ðàçëè÷íûå

ìîìåíòû âðåìåíè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.1. Â ëþáîé ìîìåíò t ýòà çà-
âèñèìîñòü èìååò âèä òàê íàçûâàåìîãî ãàóññîâà êîëîêîëà, ïðè ýòîì
ïëîùàäü ïîä êàæäûì èç íèõ îñòà¼òñÿ ðàâíîé åäèíèöå, ÷òî è îáåñ-
ïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå ïîëíîãî êîëè÷åñòâà òåïëà.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ôóíêöèè G(x, ξ, t − t0) îò t â ðàçëè÷íûõ
òî÷êàõ x, êàê ïðè x = ξ, òàê è ïðè x 6= ξ, èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.2.
Êàê âèäíî èç ôîðìóëû (3.69):

lim
t→t0

G(x 6= ξ) = 0 , lim
t→t0

G(x = ξ) →∞ .

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

ut = a2uxx + f(x, t) (3.71)
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Ðèñ. 3.1: Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ìãíîâåííîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà îò x â ðàç-
ëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè t1 < t2 < t3
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Ðèñ. 3.2: Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ìãíîâåííîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà îò t â ðàçëè÷-
íûõ òî÷êàõ x, çäåñü x2 > x1
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ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì, u(x, 0) = 0, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå

u(x, t) =

t∫

0

dτ

∞∫

−∞
dξ G(x, ξ, t− τ) f(ξ, τ) . (3.72)

Äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà
Äåëüòà-ôóíêöèÿ, îäíà èç òàê íàçûâàåìûõ îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé,

áûëà ââåäåíà àíãëèéñêèì ôèçèêîì Ï.À.Ì. Äèðàêîì ïðè ïîñòðîåíèè
êâàíòîâîé òåîðèè. Ïîçäíåå áûë ðàçðàáîòàí ñàìîñòîÿòåëüíûé ðàçäåë
ìàòåìàòèêè, ïîñâÿù¼ííûé îáîáù¼ííûì ôóíêöèÿì.

Äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δ(x− x0) =

{ ∞ ïðè x = x0 ,
0 ïðè x 6= x0 ,

(3.73)

ïðè ýòîì
∞∫

−∞
δ(x− x0) dx = 1 . (3.74)

Ïîëåçíîå ñâîéñòâî äåëüòà-ôóíêöèè:
∞∫

−∞
f(x) δ(x− x0) dx = f(x0) . (3.75)

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðåäñòàâëåíèé äåëüòà-ôóíêöèè êàê ïðåäåëü-
íûõ çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ êîëîêîëîîáðàçíóþ ôîð-
ìó. Ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ïëîùàäü ïîä êðèâîé îñòàâàëàñü ðàâíîé åäè-
íèöå, óñòðåìèì øèðèíó êîëîêîëà ê íóëþ, ïðè ýòîì åãî âûñîòà áóäåò
ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, è ìû ïîëó÷èì äåëüòà-ôóíêöèþ. Íà-
ïðèìåð, èç (3.68) è ðèñ. 3.1 âèäíî, ÷òî â ïðåäåëå t → 0 ôóíêöèÿ
G(x, ξ, t) ïðåâðàòèòñÿ èìåííî â äåëüòà-ôóíêöèþ δ(x − ξ), òàê ÷òî
ìîæíî çàïèñàòü

δ(x) = lim
ε→0

1√
π ε

e−x2/ε2

. (3.76)

Åù¼ îäíî ïðåäñòàâëåíèå:

δ(x) = lim
ε→0

ε

π (x2 + ε2)
, (3.77)

è òàê äàëåå.
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Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ ê ãëàâå 3
1. Âûâåäèòå òð¼õìåðíîå óðàâíåíèå äèôôóçèè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

äèôôóíäèðóþùåå âåùåñòâî ðàñïàäàåòñÿ, ïðè÷¼ì ñêîðîñòü ðàñ-
ïàäà â êàæäîé òî÷êå ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåíòðàöèè.

2. Íàéäèòå ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòîì h â ñîîòíîøåíèè (3.11)
äëÿ òåïëîîîáìåíà ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü òîíêîãî ñòåðæíÿ
êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñà R è êîýôôèöèåíòîì òåïëîîáìåíà H
â ôîðìóëå (3.28).

3. Äîêàæèòå óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (3.64).

4. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë
∞∫

−∞
f(x) δ (g(x)) dx ,

ãäå g(x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.
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Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå âèäû óðàâíåíèé
ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà � óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà.
Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ âîçíèêàþò òàêèå
óðàâíåíèÿ. Ñôîðìóëèðîâàíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû îñíîâíûå òèïû
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Íàéäåíû ôóí-
äàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ è öèëèí-
äðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Âûâåäåíû ïåðâàÿ, âòîðàÿ è îñíîâíàÿ èí-
òåãðàëüíàÿ ôîðìóëû Ãðèíà. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Íàéäåíû ôóíêöèè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà äëÿ óðàâíåíèé
Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà. Ìåòîäîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé
âû÷èñëåíà ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ñôåðû.

4.1 Óðàâíåíèå Ëàïëàñà
Óðàâíåíèå Ëàïëàñà âîçíèêàåò â öåëîì ðÿäå äàë¼êèõ äðóã îò äðóãà

ôèçè÷åñêèõ çàäà÷. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç íèõ.
Óñòàíîâèâøèéñÿ ïðîöåññ òåïëîïðîâîäíîñòè èëè äèôôó-

çèè. Âñïîìíèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå
ïðè íàëè÷èè ñòàöèîíàðíûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà (3.23)

c ρ ut = k∆u + F (x, y, z) , (4.1)
èëè àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äèôôóçèè. Åñëè â ðàññìàòðèâàåìîé îá-
ëàñòè óñòàíîâèëîñü ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (êîíöåíòðàöèè), íå
ìåíÿþùååñÿ ñî âðåìåíåì, òî åñòü ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ (ut = 0), òî
óðàâíåíèå (4.1) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ïóàññîíà âèäà

∆u = −f(x, y, z) , ãäå f(x, y, z) =
F (x, y, z)

k
. (4.2)

80
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Åñëè èñòî÷íèêè òåïëà â äàííîé îáëàñòè îòñóòñòâóþò, F (x, y, z) = 0,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ëàïëàñà

∆u = 0 . (4.3)

Áåçâèõðåâîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè. Äâèæåíèå ñïëîøíîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ ïîëåì ñêîðîñòåé
~v (x, y, z, t). Òå÷åíèå ñòàöèîíàðíî, åñëè âåêòîð ñêîðîñòè â êàæäîé
òî÷êå íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, ~v = ~v (x, y, z). Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ
âèõðåâûõ äâèæåíèé æèäêîñòè èìååò âèä

rot~v = 0 .

Âñïîìíèì êóðñ âåêòîðíîãî àíàëèçà, ðàçäåë � äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, ãäå äîêàçûâàëîñü, ÷òî ðîòîð îò ãðàäèåí-
òà ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå ïîëå � ïîòåíöèàë ïîëÿ ñêîðîñòåé ϕ (x, y, z)

~v = grad ϕ . (4.4)

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ñïëîøíîé ñðåäû (äðóãèìè ñëîâàìè, çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ìàññû â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå) èìååò âèä

∂ρ

∂ t
+ div (ρ~v) = 0 , (4.5)

ãäå ρ (x, y, z, t) � ïîëå ïëîòíîñòè ìàññû. Â ñëó÷àå íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè (ρ = const) óðàâíåíèå (4.5) ïðèíèìàåò âèä

div~v = 0 .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âåêòîð ~v èç (4.4), ïîëó÷àåì, ÷òî ïîòåíöèàë ïîëÿ
ñêîðîñòåé ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà:

div grad ϕ = 0 , èëè ∆ϕ = 0 . (4.6)

Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå.Íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêî-
ãî ïîëÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë:

~E = −grad ϕ .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ÷åòâ¼ðòîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

div ~E = 4πρ ,
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ãäå ρ åñòü îáú¼ìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ïóàññîíà

∆ϕ = −4πρ ,

èëè, åñëè â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè çàðÿäîâ íåò, ïîòåíöèàë ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà.

Ñòàöèîíàðíûå òîêè â îäíîðîäíîé ïðîâîäÿùåé ñðåäå. Âåê-
òîðíîå ïîëå ïëîòíîñòè ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ ~j (x, y, z), ñâÿçàííîå ñ
ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ρ óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè,

∂ρ

∂ t
+ div~j = 0 ,

ïðè îòñóòñòâèè â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè èñòî÷íèêîâ òîêà � ìåíÿ-
þùèõñÿ ñî âðåìåíåì çàðÿäîâ � ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

div~j = 0 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïëîòíîñòü òîêà ñâÿçàíà ñ íàïðÿæ¼ííîñòüþ ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ çàêîíîì Îìà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

~j = σ ~E ,

ãäå σ�óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü.
Âòîðîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóê-

öèè),

rot ~E = −1

c

∂ ~B

∂ t
,

â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ñîäåðæèò â ïðàâîé ÷àñòè íîëü, ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ϕ,
~E = −grad ϕ, êîòîðûé â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ñðåäû, σ = const, òàêæå
ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà.

Êðàåâûå çàäà÷è

Èòàê, òðåáóåòñÿ íàéòè íåêîòîðóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó u (x, y, z),
êîòîðàÿ â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà V , îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ S,
ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆u = 0 (4.7)
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èëè óðàâíåíèþ Ïóàññîíà
∆u = −f(x, y, z) . (4.8)

Ïðè ýòîì äîëæíî áûòü çàäàíî îäíî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (èíû-
ìè ñëîâàìè, äîëæíà áûòü ïîñòàâëåíà êðàåâàÿ çàäà÷à). Ðàññìîòðèì
îñíîâíûå èç íèõ.
1. Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, èëè çàäà÷à Äèðèõëå, ïîñòàâëåíà â òîì

ñëó÷àå, åñëè íà ãðàíèöå îáëàñòè çàäàíà ñàì�à íåèçâåñòíàÿ ôóíê-
öèÿ:

u
∣∣
S

= f1(x, y, z) . (4.9)

2. Âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, èëè çàäà÷à Íåéìàíà, ïîñòàâëåíà, åñëè
íà ãðàíèöå îáëàñòè çàäàíà ïðîèçâîäíàÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè
ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè:

∂ u

∂ n

∣∣∣∣
S

= f2(x, y, z) . (4.10)

Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò òàêîé âîïðîñ, êàê ïðàâèëüíîñòü ïîñòà-
íîâêè âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è. Åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë î÷åâèäåí,
íàïðèìåð, äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà òåïëîïðîâîäíîñòè, â êî-
òîðîì óñëîâèå âèäà (4.10) îçíà÷àåò, ÷òî íà ãðàíèöå îáëàñòè çà-
äàí òåïëîâîé ïîòîê. Îäíàêî, åñëè â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
ñóììàðíûé ïîòîê òåïëà âíóòðü îáëàñòè (èëè íàðóæó) îòëè÷åí
îò íóëÿ, òåìïåðàòóðà íå ìîæåò îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííîé, è ïðî-
öåññ íå áóäåò ñòàöèîíàðíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ïðàâèëü-
íîñòè ïîñòàíîâêè âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëà-
ñà äîëæíî èìåòü âèä∮

S

∂ u

∂ n
dS = 0 , èëè

∮

S

f2(x, y, z) dS = 0 . (4.11)

3. Òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïîñòàâëåíà, åñëè íà ãðàíèöå îáëàñòè çà-
äàíà êîìáèíàöèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíîé ïî íà-
ïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè:(

∂ u

∂ n
+ hu

)∣∣∣∣
S

= f3(x, y, z) . (4.12)

Â ñëó÷àå ïðîöåññà òåïëîïðîâîäíîñòè ýòî ñîîòâåòñòâóåò òåïëî-
îáìåíó ñ âíåøíåé ñðåäîé ïî çàêîíó Íüþòîíà.
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Êðîìå ïåðå÷èñëåííîé êëàññèôèêàöèè, êðàåâûå çàäà÷è ïîäðàçäå-
ëÿþò òàêæå íà âíóòðåííèå (åñëè îáëàñòü V ëåæèò âíóòðè ïîâåðõ-
íîñòè S) è âíåøíèå (åñëè îáëàñòü V � âíå ïîâåðõíîñòè S).

Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ

Òàê íàçûâàþòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà,
ñóùåñòâóþùèå ïðè íàëè÷èè ñôåðè÷åñêîé èëè îñåâîé ñèììåòðèè.

Óðàâíåíèå Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ôóíêöèè
u(r, θ, ϕ) èìååò âèä

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
+

1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2u

∂ϕ2

]
= 0 . (4.13)

Åñëè â çàäà÷å çàâåäîìî èìååòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ, u = u(r),
óðàâíåíèå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ:

1

r2

d

dr

(
r2 du

dr

)
= 0 , (4.14)

è ìîæåò áûòü ëåãêî ïðîèíòåãðèðîâàíî, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïðè
r 6= 0

u(r) =
C1

r
+ C2 . (4.15)

Ðåøåíèå (4.15) ïðè âûáîðå êîíñòàíò âèäà C1 = 1, C2 = 0:

u(r) =
1

r
(4.16)

ïðèíÿòî íàçûâàòü ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Óðàâíåíèå Ëàïëàñà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ôóíêöèè
u(ρ, ϕ, z) èìååò âèä

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ

∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2u

∂ϕ2 +
∂2u

∂z2 = 0 . (4.17)

Åñëè â çàäà÷å èìååòñÿ îñåâàÿ ñèììåòðèÿ, u = u(ρ), óðàâíåíèå òàêæå
óïðîùàåòñÿ:

1

ρ

d

dρ

(
ρ

du

dρ

)
= 0 . (4.18)
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Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì ðåøåíèå ïðè ρ 6= 0 â âèäå

u(ρ) = C1 ln ρ + C2 . (4.19)

Ðåøåíèå (4.19) ïðè âûáîðå êîíñòàíò âèäà C1 = −1, C2 = 0:

u(ρ) = ln
1

ρ
(4.20)

íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â öèëèí-
äðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

4.2 Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôîðìóëû Ãðèíà
Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ëàïëàñà è

Ïóàññîíà íàì ïîòðåáóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå èíòåãðàëüíûå ñîîòíî-
øåíèÿ, íàçûâàåìûå ôîðìóëàìè Ãðèíà.

Íà÷í¼ì ñ õîðîøî èçâåñòíîé èç êóðñà âåêòîðíîãî àíàëèçà ôîðìó-
ëû Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~A:

∫

V

div ~A dV =

∮

S

An dS . (4.21)

Ââåä¼ì äâå ôóíêöèè u(x, y, z) è v(x, y, z), êîòîðûå íåïðåðûâíû âìå-
ñòå ñ ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè â îáëàñòè V ñ ãðàíèöåé S è èìåþò
íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå â îáëàñòè V . Ïîñòðîèì èç íèõ
âåêòîðíóþ ôóíêöèþ

~A = u
(

~∇ v
)

= u grad v , ïðè ýòîì An = u
∂v

∂n
.

Ðàñêðûâàÿ äèâåðãåíöèþ âåêòîðà

div ~A = (grad u · grad v) + u div grad v = (grad u · grad v) + u ∆v

è ïîäñòàâëÿÿ å¼ â ôîðìóëó (4.21), ïîëó÷àåì
∫

V

u ∆v dV =

∮

S

u
∂v

∂n
dS −

∫

V

(grad u · grad v) dV . (4.22)

Ýòî ïåðâàÿ ôîðìóëà Ãðèíà.
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Ìåíÿÿ â ôîðìóëå (4.22) ôóíêöèè u è v ìåñòàìè:
∫

V

v ∆u dV =

∮

S

v
∂u

∂n
dS −

∫

V

(grad v · grad u) dV ,

è âû÷èòàÿ èç îäíîé ôîðìóëû äðóãóþ, ïîëó÷àåì âòîðóþ ôîðìóëó
Ãðèíà: ∫

V

(u ∆v − v ∆u) dV =

∮

S

(
u

∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS . (4.23)

Èç (4.23) ëåãêî ïîëó÷èòü âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ äâóìåðíîãî
ñëó÷àÿ. Ïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèè u è v çàâèñÿò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ
x è y, âûáåðåì ïîâåðõíîñòü S â âèäå öèëèíäðà, ïàðàëëåëüíîãî îñè
z, ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ è ïðîèçâîëüíîé âûñîòû H. Èíòåãðàë ïî
îáú¼ìó â ëåâîé ÷àñòè (4.23) ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî ñå÷åíèþ öèëèí-
äðà σ, óìíîæåííîìó íà H. Â ïðàâóþ ÷àñòü (4.23) äà¼ò âêëàä òîëüêî
èíòåãðàë ïî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà (ïîñêîëüêó íà åãî îñíî-
âàíèÿõ ∂/∂n = ∂/∂z = 0), ðàâíûé èíòåãðàëó ïî êîíòóðó L � ãðàíèöå
îáëàñòè σ � óìíîæåííîìó íà H. Ñîêðàùàÿ íà H, ïîëó÷àåì

∫

σ

(u ∆2v − v ∆2u) dσ =

∮

L

(
u

∂v

∂ν
− v

∂u

∂ν

)
d` , (4.24)

ãäå d` � ýëåìåíò äëèíû êîíòóðà L, ∂/∂ν � ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâ-
ëåíèþ âíåøíåé ê êîíòóðó íîðìàëè ~ν.

4.3 Îñíîâíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Ãðèíà
Âûâîä ôîðìóëû

Ðàññìîòðèì âíóòðè îáëàñòè V äâå òî÷êè � ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó
M0(x, y, z) è òåêóùóþ òî÷êó M(x, y, z). Ôóíêöèÿ

v(x, y, z) ≡ v(M) =
1

R
, ãäå R =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 ,

(4.25)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x, y, z,
êàê åãî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, âåçäå, êðîìå òî÷êè M0:

∆v = 0 (M 6= M0) .
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Ïóñòü u(M) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñ ïåðâû-
ìè ïðîèçâîäíûìè â îáëàñòè V + S è èìåþùàÿ íåïðåðûâíûå âòîðûå
ïðîèçâîäíûå âíóòðè îáëàñòè V . Ìû íå ìîæåì ïðèìåíèòü ê ýòèì
ôóíêöèÿì â îáëàñòè V âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà (4.23), ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ v èìååò ðàçðûâ â òî÷êå M0. Íî åñëè ìû âûðåæåì èç ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè ìàëóþ îêðåñòíîñòü Kε òî÷êè M0, íàïðèìåð,
øàð ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå M0, òî â îáëàñòè V − Kε âòîðàÿ
ôîðìóëà Ãðèíà ñòàíåò ïðèìåíèìîé. Çàïèøåì å¼, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî
ãðàíèöåé îáëàñòè V −Kε êðîìå âíåøíåé ïîâåðõíîñòè S áóäåò òàêæå
ñôåðà ðàäèóñà ε, Sε:

∫

V−Kε

(
u ∆

1

R
− 1

R
∆u

)
dV =

∮

S

(
u

∂

∂n

1

R
− 1

R

∂u

∂n

)
dS +

+

∮

Sε

u
∂

∂n

1

R
dS −

∮

Sε

1

R

∂u

∂n
dS . (4.26)

Âû÷èñëèì èíòåãðàëû ïî ñôåðå Sε. Ïîñêîëüêó âíåøíÿÿ ïî îòíîøå-
íèþ ê îáëàñòè V −Kε íîðìàëü íàïðàâëåíà âíóòðü ñôåðû, â ïåðâîì
èç èíòåãðàëîâ ïî Sε ïîëó÷àåì

∂

∂n

1

R

∣∣∣∣
Sε

= − d

dR

1

R

∣∣∣∣
R=ε

=
1

ε2 .

Âû÷èñëÿåì èíòåãðàë, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè:
∮

Sε

u
∂

∂n

1

R
dS =

1

ε2

∮

Sε

u dS =
1

ε2 u∗ 4π ε2 = 4π u∗ ,

ãäå u∗ � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè u(M) íà ñôåðå Sε. Àíàëîãè÷íî
äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà ïî Sε ïîëó÷àåì:

∮

Sε

1

R

∂u

∂n
dS =

1

ε

∮

Sε

∂u

∂n
dS =

1

ε

(
∂u

∂n

)∗
4π ε2 = 4π ε

(
∂u

∂n

)∗
,

ãäå (∂u/∂n)∗ � ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïî íîðìàëè
íà ñôåðå Sε.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîä èíòåãðàëîì â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4.26)
ðàâíî íóëþ, ∆(1/R) = 0.
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Óñòðåìèì ε → 0. Ïðè ýòîì

lim
ε→0

u∗ = u(M0),

ïîñêîëüêó u � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

lim
ε→0

ε

(
∂u

∂n

)∗
= 0,

ïîñêîëüêó ïåðâûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû. Äëÿ îñòàâøåãîñÿ èíòå-
ãðàëà â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4.26) ìîæåì çàïèñàòü

lim
ε→0

∫

V−Kε

1

R
∆u dV =

∫

V

1

R
∆u dV,

ïîñêîëüêó â îòáðîøåííîì èíòåãðàëå ïî îáëàñòè Kε ìàëîñòü â çíàìå-
íàòåëå îò 1/R → 1/ε êîìïåíñèðóåòñÿ ìàëîñòüþ îáú¼ìà â ÷èñëèòåëå
∼ ε3.

Â ðåçóëüòàòå, ñ ó÷¼òîì âûøåñêàçàííîãî, èç ôîðìóëû (4.26) ïîëó-
÷àåì

4π u(M0) = −
∮

S

[
u(P )

∂

∂n

1

RM0P
− 1

RM0P

∂u

∂n
(P )

]
dS −

∫

V

∆u

R
dV ,

(4.27)
ãäå P � òåêóùàÿ òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè S. Ôîðìóëà (4.27) íàçûâàåòñÿ
îñíîâíîé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé Ãðèíà.

Ïðîèçâîëüíîå ïîëîæåíèå òî÷êè M0

Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà M0 íàõîäèòñÿ âíóòðè ïî-
âåðõíîñòè S. Åñëè æå òî÷êà M0 íàõîäèòñÿ âíå ïîâåðõíîñòè S, ìîæíî
ñðàçó ïðèìåíÿòü âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà, ïðè ýòîì ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå âèäà (4.27), ãäå, îäíàêî, â ëåâîé ÷àñòè áóäåò ñòîÿòü íîëü.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà M0 ïðèíàäëåæèò ïîâåðõ-
íîñòè S, ïðè÷¼ì ïîâåðõíîñòü âáëèçè M0 ãëàäêàÿ. Äëÿ ïðèìåíèìîñòè
âòîðîé ôîðìóëû Ãðèíà (4.23) òàêæå íóæíî âûðåçàòü èç ðàññìàòðè-
âàåìîé îáëàñòè ìàëóþ îêðåñòíîñòü Kε òî÷êè M0, íî òåïåðü ýòî áóäåò
(â ïðåäåëå ε → 0) ïîëîâèíà øàðà ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå M0,
ñì. ðèñ. 4.1(a). Ïîâòîðÿÿ âñå ðàññóæäåíèÿ, ìû âíîâü ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå âèäà (4.27), íî â ëåâîé ÷àñòè âìåñòî 4π ïîÿâèòñÿ ìíîæèòåëü
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M
0

(a)

M
0

(b)

Ðèñ. 4.1: Âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè M0: (a) íà ãëàäêîé ãðàíèöå îáëàñòè;
(b) âíå îáëàñòè

2π. Îáúåäèíÿÿ ýòè òðè ñëó÷àÿ, ìîæåì çàïèñàòü

Ω u(M0) = −
∮

S

[
u(P )

∂

∂n

1

RM0P
− 1

RM0P

∂u

∂n
(P )

]
dS −

∫

V

∆u

R
dV ,

(4.28)
ãäå

Ω =





4π , åñëè M0 ∈ V ,
2π , åñëè M0 ∈ S (ïîâåðõíîñòü ãëàäêàÿ) ,

0 , åñëè M0 /∈ V + S .

(4.29)

Âåëè÷èíó Ω åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òåëåñíûé óãîë, îò-
êðûòûé èç òî÷êè M0 âíóòðü ïîâåðõíîñòè S. Åãî íóëåâîå çíà÷åíèå â
ñëó÷àå, åñëè òî÷êà M0 ëåæèò ñíàðóæè, ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ñóììó
äâóõ îäèíàêîâûõ ïî âåëè÷èíå òåëåñíûõ óãëîâ, ïîëîæèòåëüíîãî äëÿ
÷àñòè ïîâåðõíîñòè, îáðàù¼ííîé ê òî÷êå M0 âíóòðåííåé ñòîðîíîé,
è îòðèöàòåëüíîãî äëÿ òîé ÷àñòè, ÷òî îáðàùåíà ê òî÷êå M0 íàðóæ-
íîé ñòîðîíîé, ñì. ðèñ. 4.1(b). Ïðè ýòîì ôîðìóëà (4.29) î÷åâèäíî
îáîáùàåòñÿ íà íåãëàäêèå ïîâåðõíîñòè, è äëÿ òî÷êè M0, ëåæàùåé íà
ðåáðå èëè â âåðøèíå êîíè÷åñêîãî îñòðèÿ, Ω åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé
òåëåñíûé óãîë.
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Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:
Ôóíêöèÿ u(M), íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñ ïåðâûìè ïðîèçâîäíû-
ìè â îáëàñòè V +S, èìåþùàÿ íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîä-
íûå âíóòðè îáëàñòè V è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ Ëàïëà-
ñà, íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â îáëàñòè V .
Â òîì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ u(M) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, èç

ôîðìóëû (4.27) ïîëó÷àåì äëÿ òî÷êè M0, ëåæàùåé âíóòðè ïîâåðõíî-
ñòè

u(M0) = − 1

4π

∮

S

[
u(P )

∂

∂n

1

RM0P
− 1

RM0P

∂u

∂n
(P )

]
dS . (4.30)

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîé
òî÷êå îáëàñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è å¼ íîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé íà ïîâåðõíîñòè.

Èç ôîðìóëû (4.30) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ u(M0), ãàðìîíè÷åñêàÿ â
îáëàñòè V , äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé îáëàñòè áåñ÷èñëåííîå ìíîæå-
ñòâî ðàç, ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò òî÷êè M0 ñîäåðæèòñÿ
òîëüêî â ôóíêöèè 1/RM0P , êîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìà áåñ÷èñëåííîå
ìíîæåñòâî ðàç. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ
çäåñü çàêîííîé ïðîöåäóðîé, ïîñêîëüêó ïîä èíòåãðàëîì ñòîÿò òîëüêî
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Äâóìåðíûé ñëó÷àé

Îñíîâíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Ãðèíà äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðè ïîäñòàíîâ-
êå â ôîðìóëó (4.24) ôóíêöèè v â âèäå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ
äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:

v(x, y) = ln
1

R
, ãäå R =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 . (4.31)

Âûðåçàÿ èç îáëàñòè σ êðóã ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå M0, ïî-
ëó÷èì èç (4.24) äâóìåðíóþ ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ (4.26), ïðè ýòîì
ãðàíèöåé îáëàñòè áóäåò âíåøíÿÿ êðèâàÿ L è îêðóæíîñòü ðàäèóñà ε,
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Lε. Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû ïî îêðóæíîñòè Lε è ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ýòîé
îêðóæíîñòè

∂

∂ν
ln

1

R

∣∣∣∣
Lε

= − d

dR
ln

1

R

∣∣∣∣
R=ε

=
1

ε
,

òàê æå, êàê è â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì îò ñîîòâåòñòâóþùåãî
èíòåãðàëà êîíå÷íûé âêëàä â ïðåäåëå ε → 0:

∮

Lε

u
∂

∂ν
ln

1

R
d` =

1

ε

∮

Lε

u d` =
1

ε
u∗ 2π ε = 2π u∗ → 2π u(M0) .

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ òî÷êè M0 ìîæåì çà-
ïèñàòü îáùóþ ôîðìóëó

Φ u(M0) = −
∮

L

[
u(P )

∂

∂ν
ln

1

RM0P
− ln

1

RM0P

∂u

∂ν
(P )

]
d`−

−
∫

σ

∆2u ln
1

R
dσ , (4.32)

ãäå

Φ =





2π , åñëè M0 ∈ σ ,

π , åñëè M0 ∈ L (êðèâàÿ � ãëàäêàÿ) ,

0 , åñëè M0 /∈ σ + L ,

(4.33)

ñ î÷åâèäíûì îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé íåãëàäêîé êðèâîé.
Â òîì ñëó÷àå, åñëè äâóìåðíàÿ ôóíêöèÿ u(M) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè-

÷åñêîé, èç ôîðìóëû (4.32) ïîëó÷àåì äëÿ òî÷êè M0, ëåæàùåé âíóòðè
îáëàñòè σ

u(M0) = − 1

2π

∮

L

[
u(P )

∂

∂ν
ln

1

RM0P
− ln

1

RM0P

∂u

∂ν
(P )

]
d` . (4.34)

4.4 Ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííûå íà ñ. 90, èìåþò ðÿä çàìå-
÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ìû ñôîðìóëèðóåì â âèäå òð¼õ òåîðåì.
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Òåîðåìà îá îòñóòñòâèè èñòî÷íèêîâ

Åñëè u(M) � ôóíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè V , îãðàíè÷åííîé
ïîâåðõíîñòüþ S, òî ∮

σ

∂u

∂n
dσ = 0 , (4.35)

ãäå σ � ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, ëåæàùàÿ öåëèêîì âíóòðè
ïîâåðõíîñòè S.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî âî âòîðîé ôîðìóëå Ãðè-
íà (4.23) ïîëîæèòü v ≡ 1, è ñðàçó ïîëó÷àåì (4.35).

Ñëåäñòâèåì òåîðåìû (4.35) ÿâëÿåòñÿ òàêîå ïîíÿòèå, êàê ïðà-
âèëüíîñòü ïîñòàíîâêè âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëà-
ñà (4.10), êîòîðîå ìû ðàíåå ñôîðìóëèðîâàëè èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðà-
æåíèé, ñì. (4.11).

Ïî÷åìó ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ îòñóòñòâèåì èñòî÷íèêîâ, ìîæíî
ïîíÿòü íà ïðèìåðå ýëåêòðîñòàòèêè. Åñëè u � ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêîãî ïîëÿ, èíòåãðàë â ñîîòíîøåíèè (4.35) åñòü ïîòîê âåêòîðà
íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü. Ðàâåíñòâî íóëþ
ïîòîêà ÷åðåç ëþáóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî â îáëàñòè
V íåò çàðÿäîâ � èñòî÷íèêîâ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè

Åñëè u(M) � ôóíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè V , à M0 � òî÷êà
âíóòðè V , òî

u(M0) =
1

4πa2

∮

Σa

u dσ , (4.36)

ãäå Σa � ñôåðà ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå M0, ëåæàùàÿ öåëèêîì
â îáëàñòè V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ôîðìóëó (4.30) ê ñôåðå ðàäèóñà a.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1/RM0P = 1/a, ïîëó÷àåì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.35), ÷òî
âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.30) îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ñ ó÷¼òîì
ñîîòíîøåíèÿ

∂

∂n

1

RM0P

∣∣∣∣
Σa

=
d

dR

1

R

∣∣∣∣
R=a

= − 1

a2 (4.37)
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ïîëó÷àåì ôîðìóëó (4.36). Çíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè â öåí-
òðå ñôåðû âñåãäà ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû.

Òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è èíà÷å. Çà-
ïèñûâàÿ ôîðìóëó (4.36) äëÿ ñôåðû ìåíüøåãî ðàäèóñà ρ < a

4πρ2 u(M0) =

∮

Σρ

u dσ (4.38)

è èíòåãðèðóÿ ïî ρ îò 0 äî a, ïîëó÷èì
4

3
πa3 u(M0) =

∫

Va

u dV ,

èëè
u(M0) =

1

Va

∫

Va

u dV . (4.39)

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè â öåíòðå øàðà
ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì òàêæå è ïî îáú¼ìó øàðà.

Ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
Ôóíêöèÿ u(M), ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè V ñ ãðàíèöåé S, ìî-

æåò äîñòèãàòü ñâîèõ ìàêñèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé
òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè S.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîèçâîäèòñÿ îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìàêñèìóì ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå M0

îáëàñòè V , òàê ÷òî u(M0) > u(M), ãäå M � ëþáàÿ òî÷êà îáëàñòè V .
Îêðóæèì òî÷êó M0 ñôåðîé Σρ ðàäèóñà ρ, ëåæàùåé öåëèêîì âíóòðè
V . Èìååì u

∣∣
Σρ

6 u(M0). Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì çíà÷åíèè ïîëó÷àåì

u(M0) =
1

4πρ2

∮

Σρ

u(M) dσ 6 1

4πρ2

∮

Σρ

u(M0) dσ = u(M0) . (4.40)

Íî åñëè õîòÿ áû ãäå-òî íà ñôåðå u(M) < u(M0), íåðàâåíñòâî (4.40)
ñòàíîâèòñÿ ñòðîãèì, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
íà âñåé ïîâåðõíîñòè ñôåðû Σρ äîëæíî áûòü u(M) ≡ u(M0). Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî u(M) ≡ u(M0) âî âñåé îá-
ëàñòè V , à â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè u � è â îáëàñòè V + S,
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âêëþ÷àÿ ãðàíèöó. Èòàê, ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò äîñòèãàòü
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âíóòðè îáëàñòè, òîëüêî åñëè ýòî êîíñòàíòà.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó è äëÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèè u è U ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè â
îáëàñòè V , íåïðåðûâíû â çàìêíóòîé îáëàñòè V + S, è íà ïîâåðõíî-
ñòè S èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî u 6 U , òî îíî ñîõðàíÿåòñÿ âñþäó â
îáëàñòè V .

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ôóíêöèé, äëÿ êîòîðîé, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿ-
þòñÿ ñâîéñòâà ãàðìîíè÷íîñòè è íåïðåðûâíîñòè. Íà ïîâåðõíîñòè S

èìååì
U−u > 0. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî U−u > 0 âñþäó â îáëàñòè V , èíà÷å,
åñëè ãäå-òî áûëî áû U − u < 0, ôóíêöèÿ U − u äîëæíà áûëà áû
èìåòü ìèíèìóì âíóòðè V .

4.5 Åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ïåðâîé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

Âíóòðåííÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Ñôîðìóëèðóåì áîëåå òî÷íî ïåðâóþ âíóòðåííþþ êðàåâóþ çàäà÷ó
(4.9). Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x, y, z):

à) îïðåäåë¼ííóþ è íåïðåðûâíóþ â îáëàñòè V âìåñòå ñ ãðàíèöåé
S;

á) óäîâëåòâîðÿþùóþ âíóòðè V óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆u = 0;

â) ïðèíèìàþùóþ íà ãðàíèöå S çàäàííûå çíà÷åíèÿ f(x, y, z).

Èç äàííîé ôîðìóëèðîâêè ñëåäóåò, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ u(x, y, z) ÿâ-
ëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè V .

Äîêàæåì, ÷òî ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîèçâîäèòñÿ îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî
ñóùåñòâóþò äâå ôóíêöèè, u1(x, y, z) è u2(x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèå
ïîñòàâëåííûì óñëîâèÿì. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ýòèõ ôóíêöèé, u ≡
u1 − u2. Î÷åâèäíî, îíà òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà,
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∆u = 0, íî ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì: u
∣∣
S

= 0. Òîãäà èç ïðèí-
öèïà ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî u ≡ 0 âåçäå âíóò-
ðè îáëàñòè, èíà÷å ôóíêöèÿ èìåëà áû òàì ìàêñèìóì ïðè u > 0 èëè
ìèíèìóì ïðè u < 0, ÷òî çàïðåùåíî. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ u1 è
u2 ñîâïàäàþò.

Ëåãêî ïîêàçàòü òàêæå, ÷òî ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è ÿâ-
ëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, òî åñòü ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ, f1 → f2, èçìåíåíèå ðåøåíèÿ, u1 → u2, òàêæå ÿâëÿåò-
ñÿ ìàëûì.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäñòâèè èç ïðèíöèïà ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ. Äîïóñòèì, íà ïîâåðõíîñòè èìååò ìåñòî óñëîâèå
|f1 − f2| 6 ε. Òîãäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî âåçäå âíóòðè îáëàñòè
|u1 − u2| 6 ε.

Âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
Ïóñòü T � îáëàñòü, âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê çàìêíóòîé ïîâåðõ-

íîñòè S. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x, y, z):

à) íåïðåðûâíóþ âñþäó â îáëàñòè T âìåñòå ñ ãðàíèöåé S;

á) óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆u = 0 â íåîãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè T ;

â) ïðèíèìàþùóþ íà ãðàíèöå S çàäàííûå çíà÷åíèÿ u
∣∣
S

= f(x, y, z);

ã) ðàâíîìåðíî ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, u(M) → 0
ïðè M →∞.

Äîêàæåì, ÷òî ïåðâàÿ âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ,
u1 è u2. Òîãäà ðàçíîñòü ýòèõ ôóíêöèé, u ≡ u1−u2, òàêæå åñòü ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, íî ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì. Óñëîâèå
(ã) äëÿ ôóíêöèè u òàêæå âûïîëíåíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî,
ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè òàêîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå
R∗, ÷òî

|u(M)| < ε ïðè r > R∗ ,

çäåñü r � ìîäóëü ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè M .
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u â îáëàñòè T ′ ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ S è
ñôåðîé ðàäèóñà R∗, SR∗. Íà ãðàíèöàõ îáëàñòè T ′ èìååì: u

∣∣
S

= 0 è
|u|SR∗ < ε. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì èç ïðèíöèïà ìàê-
ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, |u(M)| < ε âî âñåé îáëàñòè T ′. Ïîñêîëüêó ε

ïðîèçâîëüíîå, èìååì u ≡ 0 âñþäó â T , òî åñòü ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò.

4.6 Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà

Âñïîìíèì îñíîâíóþ èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Ãðèíà (4.27)

u(M0) = − 1

4π

∮

S

[
u(P )

∂

∂n

1

RM0P
− 1

RM0P

∂u

∂n
(P )

]
dS− 1

4π

∫

V

∆u

R
dV .

(4.41)
Åñëè ôóíêöèÿ u ãàðìîíè÷åñêàÿ, ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íó-

ëþ. Åñëè æå ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà, ïîñëåä-
íèé èíòåãðàë åñòü èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Çíà÷åíèå ôóíêöèè u â òî÷êå
M0 îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì. ×òîáû åãî âû÷èñëèòü,
íóæíî çíàòü çíà÷åíèÿ íà ïîâåðõíîñòè êàê ôóíêöèè u(P ), òàê è å¼
íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ∂u/∂n(P ). Íî çàäàíà áûâàåò òîëüêî ëè-
áî u(P ) (ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à), ëèáî ∂u/∂n(P ) (âòîðàÿ êðàåâàÿ
çàäà÷à).

Ââåä¼ì íåêîòîðóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ w, ãàðìîíè÷åñêóþ
â îáëàñòè V . Âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà (4.23) äëÿ ôóíêöèé u è w, ñ
ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ∆w = 0, ïåðåïèøåì â âèäå

0 = −
∮

S

[
u

∂w

∂n
− w

∂u

∂n

]
dS −

∫

V

w ∆u dV . (4.42)

Ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî (4.41) è (4.42), âèäèì, ÷òî ìîæíî ââåñòè
äâóõòî÷å÷íóþ ôóíêöèþ

G(M, M0) =
1

4π RMM0

+ w(M, M0) , (4.43)

òàêóþ, ÷òî

u(M0) = −
∮

S

[
u

∂G

∂n
−G

∂u

∂n

]
dS −

∫

V

G ∆u dV . (4.44)
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À òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ïðîèçâîëîì ôóíêöèè w. Ïîäáåð¼ì å¼ òàê,
÷òîáû â ñëó÷àå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è, êîãäà çàäàíû çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè íà ïîâåðõíîñòè, u

∣∣
S

= f(x, y, z), ôóíêöèÿ G îáðàùàëàñü â íîëü
íà ýòîé ïîâåðõíîñòè, G

∣∣
S

= 0. Ñîîòâåòñòâåííî, â ñëó÷àå âòîðîé êðà-
åâîé çàäà÷è ôóíêöèÿ w ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû îáðàùàëàñü â íîëü
ïðîèçâîäíàÿ, (∂G/∂n)

∣∣
S

= 0.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â

ñëó÷àå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè:

1. Ôóíêöèÿ G(M, M0), êàê ôóíêöèÿ òî÷êè M(x, y, z), ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì ïîëîæåíèè òî÷êè M0(x0, y0, z0), óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ Ëàïëàñà ∆G = 0 ïðè M 6= M0.

2. Ïðè M → M0 ôóíêöèÿ G(M,M0) → ∞ è ïðåäñòàâèìà â âèäå
(4.43), ãäå w(M, M0) � ãàðìîíè÷åñêàÿ âñþäó â îáëàñòè V ôóíê-
öèÿ.

3. G(P,M0) = 0 , åñëè P ∈ S.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè

w
∣∣
S

= − 1

4π R
. (4.45)

Ñóùåñòâóåò êðàñèâàÿ âîçìîæíîñòü îáúåäèíèòü ïåðâûå äâà óñëî-
âèÿ, äîîïðåäåëÿÿ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè M = M0. Âñïîìíèì, ÷òî èìå-
åòñÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ âåçäå, êðîìå îäíîé òî÷êè, ãäå îíà îáðà-
ùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, ñì. ïàðàãðàô 3.6.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëàïëàñèàí îò ôóíêöèè èñòî÷íèêà ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

∆G = C δ3 (~r − ~r0) , (4.46)

ãäå ~r è ~r0 � ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷åê M è M0. Ïðåäïîëîæåíèå âåðíî,
åñëè èíòåãðàë îò ëåâîé ÷àñòè (4.46) ïî îáëàñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó
M0, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, ïðè ýòîì ìîæíî íàéòè êîíñòàíòó C. Ïîä-
ñòàâëÿÿ (4.43) â (4.46), èìååì, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ∆w = 0:

1

4π
∆

1

RMM0

= C δ3 (~r − ~r0) .
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Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî îáú¼ìó øàðà ðàäèóñà
a ñ öåíòðîì â òî÷êå M0, ïðè ýòîì â ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðàë îò äåëüòà-
ôóíêöèè äàñò åäèíèöó:

1

4π

∫

Va

div grad
1

R
dV = C

∫

Va

δ3 (~r − ~r0) dV = C .

Ïðåîáðàçóÿ èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ïî ôîðìóëå Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî
è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (4.37) íà ñôåðå, ïîëó÷àåì

1

4π

∫

Va

div grad
1

R
dV =

1

4π

∮

Σa

(
grad

1

R

)

n

dσ =
1

4π

∮

Σa

∂

∂n

1

R
dσ = −1 .

Òàêèì îáðàçîì, â ôîðìóëå (4.46) êîíñòàíòà C = −1.
Òàê îïðåäåëÿåòñÿ G � ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è

äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Èç ôîðìóëû (4.44) èìååì

u(M0) = −
∮

S

u
∂G

∂n
dS = −

∮

S

f
∂G

∂n
dS , (4.47)

åñëè u
∣∣
S

= f .
Èòàê, çàäà÷à ïîèñêà ôóíêöèè u ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèè

G, òî åñòü ôóíêöèè w, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ óðàâíåíèÿ ∆w = 0 ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (4.45). Î÷åâèäíî,
çàäà÷à óïðîñòèëàñü, ïîñêîëüêó âìåñòî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f íà
ïîâåðõíîñòè S èìååì çàäàííóþ � (4.45).

Çàäà÷à èìååò íàãëÿäíóþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ôóíê-
öèÿ èñòî÷íèêà G(M, M0) â ôîðìóëå (4.43) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî-
òåíöèàë â òî÷êå M ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ åäèíè÷íîãî òî÷å÷íîãî
çàðÿäà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå M0 âíóòðè çàçåìë¼ííîé (òî åñòü èìå-
þùåé íóëåâîé ïîòåíöèàë) ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòè S. Âîçìîæíà è
äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà: ñëàãàåìîå w â (4.43) åñòü ïîòåíöèàë ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ, òàêîé, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè
S ñóììàðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ ýòîé ñèñòåìû è çàðÿäà â òî÷êå M0

ðàâåí íóëþ.
Äîïîëíèòåëüíî ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè èñ-

òî÷íèêà:
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1. Ôóíêöèÿ G âñþäó ïîëîæèòåëüíà âíóòðè îáëàñòè V . Äåéñòâè-
òåëüíî, íà ãðàíèöå îáëàñòè G = 0, à íà äîñòàòî÷íî ìàëîé ñôå-
ðå âáëèçè òî÷êè M0 ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ èìååì G > 0 âåçäå
âíóòðè V . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∂G

∂n

∣∣∣∣
S

6 0 .

2. Ôóíêöèÿ G ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ñâîèõ àðãóìåíòîâ (áåç
äîêàçàòåëüñòâà)

G(M,M0) = G(M0,M) .

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó-
÷èì ôóíêöèþ èñòî÷íèêà â âèäå:

G(M,M0) =
1

2π
ln

1

RMM0

+ w(M,M0) , (4.48)

ãäå ôóíêöèÿ w â îáëàñòè σ ñ ãðàíèöåé L óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∆2w = 0, ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè

w
∣∣
L

= − 1

2π
ln

1

RMM0

. (4.49)

4.7 Ìåòîä ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé
è ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ñôåðû

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ôóíêöèè èñòî÷íèêà, âîçíèêàþùåé ïðè
ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà:

G(M,M0) =
1

4π RMM0

+ w (4.50)

ñëàãàåìîå w èìååò ñìûñë ïîëÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ, ðàñïîëîæåííûõ
òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

w
∣∣
S

= − 1

4π RMM0

. (4.51)
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Ðèñ. 4.2: Ïîèñê ôóíêöèè èñòî÷íèêà óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ñôåðû. Òî÷êà M1

� èçîáðàæåíèå òî÷êè M0

Ýòà ñèñòåìà çàðÿäîâ íàçûâàåòñÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì èçîáðàæåíèåì
åäèíè÷íîãî çàðÿäà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå M0 è ñîçäàþùåãî â îòñóò-
ñòâèå ïîâåðõíîñòè S ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì 1/(4πR).

Ðàññìîòðèì îäíó èç íåìíîãèõ çàäà÷, ãäå ïîèñê èçîáðàæåíèÿ, ñ
îäíîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, à ñ äðóãîé � ìîæåò áûòü
ïðîâåä¼í äî êîíöà.

Äàíà ñôåðà ðàäèóñà R0 ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ èñòî÷íèêà äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
Â òî÷êó M0 âíóòðè ñôåðû, íà ðàññòîÿíèè ρ0 îò å¼ öåíòðà, ïîìåñòèì
åäèíè÷íûé çàðÿä. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ñôåðå. Ðàññìîò-
ðèì òî÷êó M1, ëåæàùóþ íà ïðîäîëæåíèè ëó÷à OM0 íà ðàññòîÿíèè
ρ1 îò öåíòðà ñôåðû, ñì. ðèñ. 4.2, òàêóþ, ÷òî

ρ0 ρ1 = R2
0 , ρ0 = OM0 , ρ1 = OM1 . (4.52)

Òî÷êà M1 íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííîé ñ òî÷êîé M0, èëè � èçîáðàæå-
íèåì òî÷êè M0. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P ñôåðû
ðàññòîÿíèÿ îò íå¼ äî òî÷åê M0 è M1 ïðîïîðöèîíàëüíû:

PM0

PM1
= const ∀P .

Òðåóãîëüíèêè POM0 è M1OP � ïîäîáíû, ïîñêîëüêó óãîë ïðè âåð-
øèíå O îäèí è òîò æå, à äëèíû ïðèëåæàùèõ ñòîðîí ïðîïîðöèîíàëü-
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íû, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (4.52):

OM1

OP
=

OP

OM0
, èëè ρ1

R0
=

R0

ρ0
.

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò (çäåñü r0 = PM0, r1 = PM1)

r0

r1
=

R0

ρ1
=

ρ0

R0
= const ∀P , (4.53)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Èç ñîîòíîøåíèÿ (4.53) ñðàçó ïîëó÷àåì,
÷òî

1

r0
− R0

ρ0

1

r1
= 0 ∀P . (4.54)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

w = − 1

4π

R0

ρ0

1

r1
,

ãäå r1 åñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M1 äî íåêîòîðîé òåêóùåé òî÷êè
M âíóòðè ñôåðû. Ôóíêöèÿ w ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé âåçäå âíóò-
ðè ñôåðû, ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ∆w = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ
(4.54) ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò íà ñôåðå, êîãäà M = P , óñëîâèþ
(4.51). Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ w ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàë çàðÿäà
âåëè÷èíîé (−R0/ρ0) , ïîìåù¼ííîãî â òî÷êó M1.

Èòàê, ôóíêöèÿ

G(M, M0) =
1

4π

(
1

r0
− R0

ρ0

1

r1

)
, (4.55)

ãäå r0 è r1 åñòü ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê M0 è M1 äî íåêîòîðîé òåêóùåé
òî÷êè M , åñòü èñêîìàÿ ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà äëÿ ñôåðû. Äåéñòâè-
òåëüíî, ýòî ôóíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ âñþäó âíóòðè ñôåðû, êðîìå
òî÷êè M0, ãäå îíà èìååò îñîáåííîñòü âèäà 1/(4πr0). Íà ñôåðå ôóíê-
öèÿ (4.55) îáðàùàåòñÿ â íîëü, G(P, M0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà (u

∣∣
S

= f) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

u(M0) = −
∮

S

f
∂G

∂n
dS . (4.56)
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Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ïðè çàäàííîé ôóíêöèè f(x, y, z) òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ

∂G

∂n
=

1

4π

[
∂

∂n

(
1

r0

)
− R0

ρ0

∂

∂n

(
1

r1

)]
. (4.57)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé íóæíî ðàññìîòðåòü òî÷êó M , êîòîðàÿ
ñêîëüçèò ïî ðàäèàëüíîìó ëó÷ó, è åñëè ðàññòîÿíèå îò íå¼ äî öåíòðà
ñôåðû ðàâíî R (íå ïóòàòü ñ R0!), òî ïðîèçâîäíàÿ ∂/∂n åñòü ∂/∂R.
Ïîëó÷àåì
∂

∂n

1

r0
=

∂

∂n

1∣∣∣~R− ~ρ0

∣∣∣
=

∂

∂R

1√
R2 + ρ2

0 − 2Rρ0 cos α
= −R− ρ0 cos α

r3
0

.

Ïîñêîëüêó íàì íóæíà ïðîèçâîäíàÿ íà ñôåðå, òåïåðü ïîëàãàåì
R = R0.

Íàéä¼ì cos α ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç òðåóãîëüíèêà OPM0:

r2
0 = R2

0 + ρ2
0 − 2R0ρ0 cos α , cos α =

R2
0 + ρ2

0 − r2
0

2R0ρ0
,

à òàêæå, ïîïóòíî, è èç òðåóãîëüíèêà OPM1:

r2
1 = R2

0 + ρ2
1 − 2R0ρ1 cos α , cos α =

R2
0 + ρ2

1 − r2
1

2R0ρ1
.

Ïîäñòàâëÿÿ cos α â ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷àåì
∂

∂n

1

r0

∣∣∣∣
S

= −R2
0 − ρ2

0 + r2
0

2r3
0 R0

.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì
∂

∂n

1

r1
=

∂

∂n

1∣∣∣~ρ1 − ~R
∣∣∣

=
∂

∂R

1√
ρ2

1 + R2 − 2Rρ1 cos α
= −R− ρ1 cos α

r3
1

,

∂

∂n

1

r1

∣∣∣∣
S

= −R2
0 − ρ2

1 + r2
1

2r3
1 R0

.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â ôîðìóëó (4.57), ïîëó÷àåì ïî-
ñëå ïðåîáðàçîâàíèé, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (4.53), ñëåäóþ-
ùåå ïðîñòîå âûðàæåíèå

∂G

∂n

∣∣∣∣
S

= − 1

4πR0

R2
0 − ρ2

0

r3
0

. (4.58)
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Ïîäñòàâëÿÿ (4.58) â èíòåãðàë (4.56), ìîæåì çàïèñàòü:

u(M0) =
R2

0 − ρ2
0

4πR0

∮

S

f(P )

r3
0

dSP . (4.59)

Çäåñü óäîáíî ââåñòè ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Òîãäà
f(P ) = f(θ, ϕ), òî÷êà âíóòðè ñôåðû M0(ρ0, θ0, ϕ0), òåêóùàÿ òî÷êà íà
ñôåðå P (R0, θ, ϕ), ýëåìåíò ïëîùàäè dSP = R2

0 sin θ dθ dϕ. Èíòåãðàë
(4.59) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

u(ρ0, θ0, ϕ0) =
R0(R

2
0 − ρ2

0)

4π

2π∫

0

dϕ

π∫

0

sin θ dθ
f(θ, ϕ)

(R2
0 + ρ2

0 − 2R0ρ0 cos α)3/2 ,

(4.60)
ãäå

cos α = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ϕ− ϕ0) .

Ôîðìóëà (4.60) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà äëÿ ñôåðû.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ èñòî÷íèêà

äëÿ ïåðâîé âíåøíåé êðàåâîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:

G(M, M1) =
1

4π

(
1

r1
− R0

ρ1

1

r0

)
, (4.61)

ãäå r1 = MM1 � ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M äî ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êè M1, ëåæàùåé âíå ñôåðû íà ðàññòîÿíèè ρ1 äî å¼ öåíòðà,
r0 = MM0 � ðàññòîÿíèå îò M äî òî÷êè M0, ëåæàùåé âíóòðè ñôåðû
è ñîïðÿæåííîé ñ òî÷êîé M1.

4.8 Îñíîâíûå çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå
ê óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà

Êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû. Êàê ìû âèäåëè, ñì. ïàðàãðàô 2.2, ìàëûå
ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âíåøíåé ñèëû
îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

utt = a2 (uxx + uyy) . (4.62)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äîëæíû áûòü çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

u (x, y, 0) = ϕ (x, y) , ut (x, y, 0) = ψ (x, y) , (4.63)
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à òàêæå ãðàíè÷íîå óñëîâèå. Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (4.62) ñóùåñòâåí-
íî èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèå ïîïåðå÷íîñòè êîëåáàíèé ìåìáðàíû, ðåà-
ëèçóåìîå ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîì å¼ íàòÿæåíèè. Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì
íàèáîëåå åñòåñòâåííûì áóäåò óñëîâèå çàêðåïë¼ííîñòè íà ãðàíèöå

u
∣∣
L

= 0, (4.64)

ãäå L � êðèâàÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ ìåìáðàíó.
Êàê ìû âèäåëè, â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå

ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò-
íîé è âðåìåííîé ÷àñòåé:

u(x, y, t) = v(x, y) · T (t). (4.65)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ (4.65) â óðàâíåíèå êîëåáàíèé (4.62) è
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì, êàê îáû÷íî, ÷òî ðàâåíñòâî ôóíê-
öèé îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, â ëåâîé ÷àñòè � îò âðåìåíè t, à â
ïðàâîé ÷àñòè � îò êîîðäèíàò x, y èìååò ñìûñë òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè
îáå ýòè ôóíêöèè ðàâíû êîíñòàíòå:

T ′′

a2T
=

vxx + vyy

v
= −λ, (4.66)

ãäå λ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ êîîðäèíàò v(x, y) óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ âèäà

∆2v + λv = 0 . (4.67)

Îíî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëüöà äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è.
Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû. Óðàâíåíèå êîëåáà-

íèé ìåìáðàíû ïðè íàëè÷èè âíåøíåé ñèëû èìååò âèä

utt = a2 (uxx + uyy) + f(x, y, t) . (4.68)

Â ñëó÷àå, åñëè âíåøíÿÿ ñèëà çàâèñèò îò âðåìåíè ïî çàêîíó ñèíóñà
èëè êîñèíóñà, å¼ óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x, y, t) = a2F0(x, y) eiωt, (4.69)

çäåñü ω � öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé âíåøíåé ñèëû. Ðåøåíèå
äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ìåìáðàíû áóäåì èñêàòü â âèäå

u(x, y, t) = v(x, y) eiωt, (4.70)
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ãäå v(x, y) � àìïëèòóäà êîëåáàíèé â òî÷êå (x, y). Ïîäñòàâëÿÿ ðåøå-
íèå (4.70) â óðàâíåíèå (4.68), ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ v(x, y) óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆2v + k2v = −F0(x, y) , k =
ω

a
, (4.71)

òî åñòü äâóìåðíîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà, ñ åñòå-
ñòâåííûì óñëîâèåì çàêðåïë¼ííîñòè íà ãðàíèöå v|L = 0.

Âîëíû â ïðîñòðàíñòâå. Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïðî-
ñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

utt = a2∆u , (4.72)

ãäå ôóíêöèÿ u(x, y, z, t) èìååò ñìûñë äàâëåíèÿ èëè ïëîòíîñòè (äëÿ
àêóñòè÷åñêèõ âîëí), êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî èëè ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé (äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí), è ò.ä., a � ñêîðîñòü âîëíû. Îòûñ-
êèâàÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ êîîðäèíàòíîé è âðåìåííîé ÷àñòåé:

u(x, y, z, t) = v(x, y, z) · T (t) , (4.73)

ïîëó÷èì äëÿ êîîðäèíàòíîé ÷àñòè óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà

∆v + λv = 0 . (4.74)

Ôóíêöèÿ T (t), îïèñûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè, ïîä÷èíÿåòñÿ
óðàâíåíèþ

T ′′(t) + λ a2 T (t) = 0

è ïðè λ > 0 èìååò âèä

T (t) = C1 eiωt + C2 e−iωt = C̃1 cos ωt + C̃2 sin ωt , (4.75)

ãäå ω =
√

λ a èìååò ñìûñë ÷àñòîòû êîëåáàíèé.
Äèôôóçèÿ ãàçà ïðè íàëè÷èè ðåàêöèé ðàñïàäà èëè ðàç-

ìíîæåíèÿ. Ïðîöåññ äèôôóçèè ãàçà ñ ðàñïàäîì ìîëåêóë èëè àòî-
ìîâ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà (íàïðèìåð, ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä
ðàäîíà) ýêâèâàëåíòåí íàëè÷èþ îòðèöàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ. Â ïðî-
ñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü ðàñïàäà ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåí-
òðàöèè, â óðàâíåíèè äèôôóçèè

ut = D ∆u + f(x, y, z, t) (4.76)
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ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, èìåþùåå ñìûñë óäåëüíîé ìîùíîñòè èñòî÷íè-
êîâ, ïðèìåò âèä:

f(x, y, z, t) = k u(x, y, z, t) , (4.77)
ïðè÷¼ì k < 0 � çà ñ÷¼ò ðàñïàäà êîíöåíòðàöèÿ óáûâàåò ñî âðåìåíåì.

Åñëè óáûëü êîíöåíòðàöèè â êàæäîé òî÷êå êîìïåíñèðóåòñÿ çà
ñ÷¼ò ïðèòîêà äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà, âîçìîæíî ôîðìèðîâà-
íèå óñòàíîâèâøåãîñÿ ïðîöåññà, êîãäà êîíöåíòðàöèÿ íå ìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì, u = u(x, y, z). Óðàâíåíèå òàêîãî ïðîöåññà

∆u + λu = 0 , λ =
k

D
< 0 (4.78)

ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëüöà.
Ïðîöåññ äèôôóçèè, ïðîèñõîäÿùèé ñ ðàçìíîæåíèåì äèôôóíäèðó-

þùèõ ÷àñòèö (íàïðèìåð, äèôôóçèÿ íåéòðîíîâ ïðè öåïíîé ÿäåðíîé
ðåàêöèè), îïèñûâàåòñÿ òåìè æå óðàâíåíèÿìè (4.76) - (4.78), íî ïðè
ýòîì k > 0 è λ > 0.

4.9 Êðàåâûå çàäà÷è è ôóíäàìåíòàëüíûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè u(M),
íåïðåðûâíîé âìåñòå ñ ïåðâûìè è âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè â îáëà-
ñòè V ñ ãðàíèöåé S, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò â îáëàñòè V óðàâíåíèþ
Ãåëüìãîëüöà

∆u + λu = 0 , (4.79)
è íà ãðàíèöå îáëàñòè ïîä÷èíÿåòñÿ îïðåäåë¼ííîìó êðàåâîìó óñëî-
âèþ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è � óñëîâèþ
u
∣∣
S

= f(x, y, z).
Êàê è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ñì. ïàðàãðàô 4.5, åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (4.79), íî òîëüêî ïðè
λ < 0, îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèíöèïå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

Ôóíêöèÿ u(M), íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñ 1-é è 2-é ïðîèçâîäíûìè
â îáëàñòè V ñ ãðàíèöåé S è óäîâëåòâîðÿþùàÿ â îáëàñòè V óðàâ-
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íåíèþ Ãåëüìãîëüöà ∆u + λu = 0 ïðè
λ < 0, íå ìîæåò äîñòèãàòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè V ïî-
ëîæèòåëüíûõ ìàêñèìàëüíûõ èëè îòðèöàòåëüíûõ ìèíèìàëüíûõ
çíà÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîèçâîäèòñÿ îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî â
íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè M0 ∈ V ôóíêöèÿ äîñòèãàåò
ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ u(M0) > 0. Ïîñêîëüêó â
òî÷êå ìàêñèìóìà äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

∂2u

∂x2 6 0 ,
∂2u

∂y2 6 0 ,
∂2u

∂z2 6 0 ,

ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîé òî÷êå ∆u 6 0. Íî ïðè ýòîì u(M0) > 0 è λ < 0
� óðàâíåíèå (4.79) íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ!

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ìèíèìàëüíûõ çíà-
÷åíèé èìååì ∆u > 0, u(M0) < 0 è λ < 0, è òàêæå ïðèõîäèì ê
ïðîòèâîðå÷èþ.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

Ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∆u +
λu = 0 (λ < 0), îïðåäåë¼ííîå è íåïðåðûâíîå âìåñòå ñ 1-é è 2-é
ïðîèçâîäíûìè â çàìêíóòîé îáëàñòè V + S, ïðèíèìàþùåå íà ãðà-
íèöå S çàäàííîå çíà÷åíèå u

∣∣
S

= f .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ôóíêöèè,

u1(x, y, z) è u2(x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèå ïîñòàâëåííûì óñëîâèÿì.
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ýòèõ ôóíêöèé, u ≡ u1 − u2. Î÷åâèäíî, îíà
òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà, íî ñ íóëåâûì ãðàíè÷-
íûì óñëîâèåì: u

∣∣
S

= 0. Òîãäà èç ïðèíöèïà ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî u ≡ 0 âåçäå âíóòðè îáëàñòè, èíà÷å ôóíêöèÿ
èìåëà áû òàì ïîëîæèòåëüíûé ìàêñèìóì, u > 0, èëè îòðèöàòåëüíûé
ìèíèìóì, u < 0, ÷òî çàïðåùåíî. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ u1 è u2

ñîâïàäàþò.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (4.79) ïðè λ > 0 åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ ìîæåò íå èìåòü ìåñòà. Áîëåå òîãî, êàê ìû óâèäèì â ãëà-
âå 6, ïðè íóëåâîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè óðàâíåíèå âèäà (4.79) áóäåò
èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé (çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ).
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Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

Íàéä¼ì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ñôå-
ðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðè íàëè÷èè ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè,
u = u(r), óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä:

1

r2

d

dr

(
r2 du

dr

)
+ λu = 0 . (4.80)

Ââåä¼ì íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ v(r) = r u(r). Âûðàæàÿ ÷åðåç
íå¼ u(r) è ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (4.80), ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè v(r)
ïðîñòîå óðàâíåíèå

d2v

dr2 + λ v = 0 . (4.81)

Âèä åãî ðåøåíèé çàâèñèò îò çíàêà êîíñòàíòû λ. Ðàññìîòðèì îáå
âîçìîæíîñòè.

Ñëó÷àé λ < 0

Ïðè ýòîì óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèå: λ ≡ −κ2. Óðàâíåíèå

d2v

dr2 − κ2 v = 0

èìååò îáùåå ðåøåíèå âèäà

v(r) = C1 e−κr + C2 eκr,

òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (4.80) èìååò ïðè λ < 0 ñëåäóþùåå îáùåå
ðåøåíèå

u(r) = C1
e−κr

r
+ C2

eκr

r
. (4.82)

Â ñëó÷àå âíóòðåííåé êðàåâîé çàäà÷è, åñëè òî÷êà r = 0 ïðèíàä-
ëåæèò îáëàñòè V , äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå êîíå÷íîñòè ðåøåíèÿ
óñòàíàâëèâàåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîíñòàíòàìè: C1 = −C2, ÷òî ïðè-
âîäèò ê ðåøåíèþ âèäà sh(κr)/r.

Â ñëó÷àå âíåøíåé êðàåâîé çàäà÷è ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåå ïðè
r → ∞ âòîðîå ñëàãàåìîå â ðåøåíèè (4.82) íå èìååò ôèçè÷åñêîãî
ñìûñëà, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïîëîæèòü C2 = 0.
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Ñëó÷àé λ > 0

Çäåñü óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèå: λ ≡ k2. Óðàâíåíèå

d2v

dr2 + k2 v = 0

èìååò îáùåå ðåøåíèå âèäà

v(r) = C1 e−ikr + C2 eikr,

à óðàâíåíèå (4.80) èìååò ïðè λ > 0 ðåøåíèå

u(r) = C1
eikr

r
+ C2

e−ikr

r
, (4.83)

êîòîðîå ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(r) = C̃1
cos(kr)

r
+ C̃2

sin(kr)

r
. (4.84)

Òðåáîâàíèå êîíå÷íîñòè â òî÷êå r = 0 ïðèâîäèò ê óñëîâèþ C̃1 = 0 è
ðåøåíèþ âèäà sin(kr)/r.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñëàãàåìûõ â ðåøåíèè (4.83) ëåãêî ïîíÿòü, âåð-
íóâøèñü ê çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí (4.72). Âûáèðàÿ çàâèñè-
ìîñòü îò âðåìåíè âèäà T (t) = exp(−iωt), ïîëó÷àåì ðåøåíèå âîëíî-
âîãî óðàâíåíèÿ ïðè íàëè÷èè ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè â âèäå

u(r, t) = C1
e−i(ωt−kr)

r
+ C2

e−i(ωt+kr)

r
. (4.85)

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå, çàâèñÿùåå îò ôàçû (ωt− kr), ñîîòâåòñòâóåò
ðàñõîäÿùåéñÿ îò öåíòðà ñôåðè÷åñêîé âîëíå.

Âòîðîå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå ôàçó (ωt + kr), ñîîòâåòñòâóåò ñõî-
äÿùåéñÿ ñôåðè÷åñêîé âîëíå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå âíåø-
íåé êðàåâîé çàäà÷è âòîðîå ñëàãàåìîå â ðåøåíèè (4.85) òåðÿåò ñìûñë,
ïîñêîëüêó íå ìîæåò áûòü âîëíû, èäóùåé èç áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì
ñëó÷àå íóæíî ïîëàãàòü C2 = 0.

Ïðè âûáîðå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè âèäà T (t) = exp(iωt) (êîì-
ïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîãî ðåøåíèÿ) ñìûñë ñëàãàåìûõ â ðåøåíèè (4.83)
ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òåïåðü e−ikr/r áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
ðàñõîäÿùåéñÿ, à eikr/r � ñõîäÿùåéñÿ âîëíå.
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Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñëàãàåìûå â ðåøåíèÿõ (4.82) è (4.83):

e±κr

r
,

e±ikr

r

íàçûâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñîîòâåòñòâåííî ïðè λ < 0 è λ > 0.

4.10 Ôóíêöèÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà
äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

Àíàëèç óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, ïðîâîäèìûé â äàííîì ïàðàãðà-
ôå, âî ìíîãîì àíàëîãè÷åí òîìó, ÷òî ïðîâîäèëñÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà â ïàðàãðàôå 4.6. Äîïóñòèì, ÷òî ïîñòàâëåíà ïåðâàÿ êðàåâàÿ
çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà: íàéòè ôóíêöèþ u(x, y, z), íåïðå-
ðûâíóþ âìåñòå ñ ïåðâûìè è âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè â îáëàñòè V ñ
ãðàíèöåé S, óäîâëåòâîðÿþùóþ â ýòîé îáëàñòè óðàâíåíèþ

∆u + λu = −F (x, y, z) ,

ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè u
∣∣
S

= f1(x, y, z) .
Ââåäåì ñëåäóþùèé îïåðàòîð L, äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèþ u(x, y, z)

L(u) ≡ ∆u + λu .

Òîãäà óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà çàïèøåòñÿ â âèäå

L(u) = −F (x, y, z) .

Èñïîëüçóÿ âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà (4.23), ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøå-
íèå ∫

V

[uL(v)− vL(u)] dV =

∮

S

(
u

∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS . (4.86)

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè λ = −κ2. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè
v îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

v(R) =
e−κR

R
,

ãäå R � ðàññòîÿíèå ìåæäó ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé M0 è òåêóùåé
òî÷êîé M . Êîãäà òåêóùàÿ òî÷êà M ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå M0
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(R → 0), ôóíêöèÿ v âåäåò ñåáÿ ïðàêòè÷åñêè, êàê ôóíêöèÿ 1/R. Ñëå-
äîâàòåëüíî, çäåñü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Îêðóæàÿ òî÷êó M0 ìàëîé ñôåðîé Sε ðàäèóñà ε è
âûðåçàÿ èç îáëàñòè V âíóòðåííîñòü ýòîé ñôåðû, øàð Kε, ìû ìîæåì
èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå (4.86) â îáëàñòè V −Kε, ãäå L(v) = 0. Ãðà-
íèöà îáëàñòè V −Kε ñîñòîèò èç íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè S è ñôåðû
Sε. Ïðè ýòîì èíòåãðàëû ïî ñôåðå â ïðåäåëå ε → 0 áóäóò ñîâïàäàòü
ñ ïîëó÷åííûìè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ïîñêîëüêó exp(−κε) → 1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îñíîâíóþ èíòåãðàëüíóþ ôîð-
ìóëó Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

u(M0) = − 1

4π

∫

S

[
u(P )

∂

∂n

(
e−κR

R

)
− e−κR

R

∂u

∂n
(P )

]
dS −

− 1

4π

∫

V

L(u)
e−κR

R
dV . (4.87)

Äàëåå çàïèøåì ôîðìóëó (4.86) äëÿ òîé æå ôóíêöèè u è äëÿ âñïî-
ìîãàòåëüíîé ôóíêöèè w, êîòîðàÿ íå èìååò îñîáåííîñòåé âåçäå âíóò-
ðè îáëàñòè V , îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ S, è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñ òåì æå ïàðàìåòðîì λ:

L(w) = ∆w + λw = 0 , λ = −κ2 .

Ïðè ýòîì ñëàãàåìîå uL(w) â óðàâíåíèè âèäà (4.86), íî äëÿ ôóíêöèé
u è w, îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ïåðåïèñûâàÿ ýòî óðàâíåíèå â ôîðìå

0 = −
∮

S

[
u

∂w

∂n
− w

∂u

∂n

]
dS −

∫

V

wL(u)dV,

è ñêëàäûâàÿ åãî ïî÷ëåííî ñ ôîðìóëîé (4.87), èìååì

u(M0) = −
∮

S

[
u

∂

∂n

(
e−κR

4πR
+ w

)
−

(
e−κR

4πR
+ w

)
∂u

∂n

]
dS −

−
∫

V

L(u)

(
e−κR

4πR
+ w

)
dV . (4.88)

Ââåä¼ì ôóíêöèþ
G (M, M0) =

e−κR

4πR
+ w , (4.89)



112 Ãëàâà 4. Óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà äëÿ óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà. Èñïîëüçóÿ ïðîèçâîëüíîñòü ôóíêöèè w, âûáåðåì å¼ òà-
êîé, ÷òîáû ôóíêöèÿ G ïîä÷èíÿëàñü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Îíà äîëæíà âåñòè ñåáÿ, êàê 1/(4πR) ïðè M → M0, òî åñòü
ôóíêöèÿ w íå äîëæíà èìåòü îñîáåííîñòåé â òî÷êå M0.

2. Ôóíêöèÿ G äîëæíà ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà L(G) =
0 âñþäó, êðîìå òî÷êè M0 (ïîñêîëüêó ñàìî óðàâíåíèå â äàííîé
òî÷êå íå èìååò ñìûñëà).

3. Íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ôóíêöèÿ G äîëæíà îáðàùàòüñÿ â
íîëü

G (P,M0) = 0 , P ∈ S .

Èç óñëîâèÿ 3) ñëåäóåò, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè S ôóíêöèÿ w äîëæíà
èìåòü âèä

w(P, M0)
∣∣
P∈S

= −e−κR

4πR
.

Åñëè ôóíêöèÿ w íàéäåíà, òî ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà L(u) = −F (M) áóäåò èìåòü
âèä

u(M0) = −
∮

S

u(P )
∂

∂n
G (P, M0) dS+

∫

V

G (M,M0) F (M)dV . (4.90)

Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ ê ãëàâå 4
1. Íàéäèòå óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè ïîñòàíîâêè âòîðîé êðàåâîé çà-

äà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.

2. Íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå íà ñôåðå ðàäèóñà a ôóíêöèè u, êî-
òîðàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì
òðåòüåãî òèïà (4.12).

3. Âûâåäèòå ôîðìóëó (4.48) äëÿ ôóíêöèè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà
äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.



Ãëàâà 5

Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Â íàñòîÿùåé ãëàâå äàíî êðàòêîå ââåäåíèå â î÷åíü îáøèðíóþ îá-
ëàñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè � òåîðèþ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé �
êîòîðàÿ íàèáîëåå èíòåíñèâíî ðàçâèâàëàñü âî âòîðîé ïîëîâèíå XX
âåêà. Èçëàãàþòñÿ îñíîâû àíàëèçà ñèñòåì êâàçèëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê, çàòåì òàêîé àíàëèç ïðîâîäèòñÿ äëÿ
íåñêîëüêèõ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ, ïîäðîáíî àíàëèçèðóåòñÿ ìîäåëü
îäíîìåðíîãî àäèàáàòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ãàçà. Èçëàãàåòñÿ àëãîðèòì
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì õà-
ðàêòåðèñòèê.

Ïîñëåäíèé ïàðàãðàô ãëàâû ïîñâÿù¼í èíòåðåñíåéøåé ñòðàíèöå
íàóêè î íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè � òåîðèè
óåäèí¼ííûõ íåëèíåéíûõ âîëí. Äàíà èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà îá îòêðû-
òèè óåäèí¼ííîé âîëíû. Ñôîðìóëèðîâàíî óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå
Ôðèñà (ÊäÔ), ïðîàíàëèçèðîâàí ôèçè÷åñêèé ñìûñë åãî ñëàãàåìûõ,
îïèñûâàþùèõ ýôôåêòû äèñïåðñèè è íåëèíåéíîñòè. Íàéäåíî ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ ÊäÔ, îïèñûâàþùåå óñòîé÷èâóþ óåäèí¼ííóþ âîëíó.
Ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïðèìåðû óåäèí¼ííûõ âîëí â ïðèðîäå.

5.1 Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Âñïîìíèì ñàìîå íà÷àëî êóðñà, ñì. ïàðàãðàô 1.1, êîãäà ïðè ïåðå-
÷èñëåíèè îñíîâíûõ òèïîâ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áûëî
âûäåëåíî êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè

113
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äâóõ ïåðåìåííûõ, çàïèñàííîå â ñëåäóþùåì âèäå:

a11(x, y, u, ux, uy) uxx+2a12(. . . ) uxy +a22(. . . ) uyy +g(. . . ) = 0 , (5.1)

ãäå ìíîãîòî÷èå îçíà÷àåò òîò æå íàáîð àðãóìåíòîâ, ÷òî è ó ïåðâîãî
êîýôôèöèåíòà. Íà ïåðâûé âçãëÿä, óðàâíåíèå èìååò ñëèøêîì îáùèé
âèä, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîâåñòè êàêîå-ëèáî åãî ðàññìîòðåíèå. Òåì
íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (5.1), ïîçâîëÿþùèé
ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå â åãî àíàëèçå, èñïîëüçóÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê.
Ýòî ñëó÷àé, êîãäà ñðåäè àðãóìåíòîâ ôóíêöèé a11, . . . , g íåò ñàì�îé èñ-
êîìîé ôóíêöèè u(x, y). Ïðè ýòîì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ux, uy îáú-
ÿâëÿþòñÿ íîâûìè íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè v(x, y), w(x, y):

ux ≡ v, uy ≡ w , (5.2)

è óðàâíåíèå (5.1) çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
äëÿ ýòèõ ôóíêöèé

{
vy − wx = 0 ,

a11vx + a12vy + a12wx + a22wy + g = 0 ,
(5.3)

ãäå a11 = a11(x, y, v, w), è ò.ä. Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ, î÷å-
âèäíî, ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû

{
A1vx + B1vy + C1wx + D1wy = E1 ,

A2vx + B2vy + C2wx + D2wy = E2 ,
(5.4)

ãäå A1 = A1(x, y, v, w), è ò.ä. Ñèñòåìû âèäà (5.4) íàçûâàþòñÿ êâàçè-
ëèíåéíûìè.

Âñïîìíèì ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ. Â õîäå ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ê êà-
íîíè÷åñêîìó âèäó, ñì. ïàðàãðàô 1.1, ìû àíàëèçèðîâàëè ëèíåéíîå
óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëåäóþùåãî âèäà

A(x, y) vx + B(x, y) vy = 0 . (5.5)

Ñðàâíèâàÿ åãî ñ îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè v = v(x, y) â
òî÷êå (x, y) ïî íàïðàâëåíèþ åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~τ = {cos α, sin α}:

∂v

∂τ
= cos α

∂v

∂x
+ sin α

∂v

∂y
,
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âèäèì, ÷òî åãî ëåâóþ ÷àñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ïðîèçâîäíóþ
ôóíêöèè v(x, y) â òî÷êå (x, y) ïî íàïðàâëåíèþ åäèíè÷íîãî âåêòîðà
ñ êîìïîíåíòàìè {A/N, B/N}, ãäå N =

√
A2 + B2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.5), ôóíêöèÿ v = v(x, y),
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè. Ëèíèÿ óðîâíÿ L äëÿ
ýòîé ïîâåðõíîñòè, v(x, y)

∣∣
L

= const, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì dv
∣∣
L

=
0, èëè

vx dx + vy dy = 0 . (5.6)
Èç (5.5) è (5.6) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèêè, òî åñòü ëèíèè
íà ïëîñêîñòè (x, y), â êîòîðóþ ïðîåêòèðóåòñÿ ëèíèÿ óðîâíÿ L:

dy

dx
= −vx

vy
=

B(x, y)

A(x, y)
. (5.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê õàðàêòåðèñòèêå â òî÷êå (x, y) ñîâïàäà-
åò ïî íàïðàâëåíèþ ñ âåêòîðîì {A/N, B/N}. Íàõîäÿ ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (5.7) y = y(x,C), ñîäåðæàùåå îäíó ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ
C, ìû òåì ñàìûì íàõîäèì ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòèê v(x, y) = C,
òî åñòü ñåìåéñòâî ëèíèé óðîâíÿ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùåå ïîâåðõ-
íîñòü v = v(x, y).

Àíàëîãè÷íûé õîä ðàññóæäåíèé ïðèìåíèì è â ñëó÷àå, êîãäà óðàâ-
íåíèå âèäà (5.5) ÿâëÿåòñÿ êâàçèëèíåéíûì:

A(x, y, v) vx + B(x, y, v) vy = 0 . (5.8)

Ââåä¼ì êâàçèëèíåéíûé îïåðàòîð

h[v] = A(x, y, v) vx + B(x, y, v) vy . (5.9)

Íàïðàâëåíèå ~τ = {A/N, B/N}, N =
√

A2 + B2, íàçûâàåòñÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì íàïðàâëåíèåì îïåðàòîðà h[v] â òî÷êå (x, y). Çàìå-
òèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, âõîäèâøåãî â óðàâíå-
íèå (5.5), êâàçèëèíåéíûé îïåðàòîð (5.9) áóäåò èìåòü õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ, çàâèñÿùèå îò ôóíêöèè v.

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè v(x, y) ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòèê y(x), ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

dy

dx
=

B(x, y, v)

A(x, y, v)
, (5.10)
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ëèíèé L, íà êîòîðûõ v(x, y)
∣∣
L

= const, à
îïåðàòîð h[v] = 0.

Êâàçèëèíåéíûé îïåðàòîð îò äâóõ ôóíêöèé

H[v, w] = h1[v] + h2[w] = Avx + B vy + C wx + D wy , (5.11)

ãäå A = A(x, y, v, w), è ò.ä., íå áóäåò â îáùåì ñëó÷àå èìåòü õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé è õàðàêòåðèñòèê, åñëè îïåðàòîðû h1 è
h2 ñîîòâåòñòâóþò ïðîèçâîäíûì ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì, òî åñòü
âåêòîðû ~τ1 = {A/N1, B/N1}, N1 =

√
A2 + B2, è ~τ2 = {C/N2, D/N2},

N2 =
√

C2 + D2, íå ñîâïàäàþò.
Óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ íàïðàâëåíèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ~τ1 è ~τ2, òî

åñòü íàëè÷èÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé è õàðàêòåðèñòèê ó
îïåðàòîðà H[v, w], èìååò âèä

C

A
=

D

B
, èëè

∣∣∣∣
A B
C D

∣∣∣∣ = 0 . (5.12)

Óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê èìååò òîò æå âèä dy/dx = B/A, èëè
dy/dx = D/C.

Òàêîé îïåðàòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì âèäå:

H[v, w] =
∂v

∂τ
+ k

∂w

∂τ
, (5.13)

ãäå ∂/∂τ åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ êàñàòåëüíîé ê õàðàêòå-
ðèñòèêå:

∂

∂τ
= A

∂

∂x
+ B

∂

∂y
, (5.14)

à êîýôôèöèåíò
k = k(x, y, v, w) =

C

A
=

D

B
. (5.15)

Åñëè èìååòñÿ äâà êâàçèëèíåéíûõ îïåðàòîðà îò äâóõ ôóíêöèé:

H1[v, w] = A1 vx + B1vy + C1 wx + D1wy ,

H2[v, w] = A2 vx + B2vy + C2 wx + D2wy , (5.16)

äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ óñëîâèÿ âèäà (5.12), âîîáùå ãîâîðÿ, îòñóò-
ñòâóþò, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû H1, H2 íå èìåþò õàðàêòåðèñòèê,
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òî èç íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãèå äâà îïåðàòîðà, êîòîðûå áóäóò
èìåòü õàðàêòåðèñòèêè:

H̃1[v, w] = H1[v, w] + λ1 H2[v, w] ,

H̃2[v, w] = H1[v, w] + λ2 H2[v, w] . (5.17)

Âåëè÷�èíû λi = λi(x, y, v, w), íàçûâàåìûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè çíà-
÷åíèÿìè ïàðû îïåðàòîðîâ H1, H2, îïðåäåëÿþòñÿ, êàê êîðíè êâàä-
ðàòíîãî óðàâíåíèÿ

∣∣∣∣
A1 + λA2 B1 + λB2

C1 + λC2 D1 + λD2

∣∣∣∣ = 0 . (5.18)

Äëÿ êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ H̃1, H̃2 èìååòñÿ ñâî¼ ñåìåéñòâî õàðàêòå-
ðèñòèê, îïðåäåëÿåìîå ñîîòâåòñòâåííî èç óðàâíåíèÿ:

dy

dx
=

B1 + λ1 B2

A1 + λ1 A2
,

dy

dx
=

B1 + λ2 B2

A1 + λ2 A2
. (5.19)

Îïåðàòîðû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì âèäå:

H̃1[v, w] =
∂v

∂τ1
+ k1

∂w

∂τ1
, H̃2[v, w] =

∂v

∂τ2
+ k2

∂w

∂τ2
, (5.20)

ãäå ∂/∂τ1,2 åñòü ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì êàñàòåëüíûõ ê õà-
ðàêòåðèñòèêàì:

∂

∂τ1
= (A1 + λ1 A2)

∂

∂x
+ (B1 + λ1 B2)

∂

∂y
,

∂

∂τ2
= (A1 + λ2 A2)

∂

∂x
+ (B1 + λ2 B2)

∂

∂y
, (5.21)

à êîýôôèöèåíòû

ki = ki(x, y, v, w) =
C1 + λi C2

A1 + λi A2
=

D1 + λi D2

B1 + λi B2
(i = 1, 2) . (5.22)

Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñóùåñòâóåò ñëå-
äóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïàð îïåðàòîðîâ H1, H2:

1) åñëè âåëè÷�èíû λ1 è λ2 âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû, ïàðà îïåðàòî-
ðîâ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé;

2) åñëè âåëè÷�èíû λ1 è λ2 êîìïëåêñíûå, ïàðà îïåðàòîðîâ íàçûâà-
åòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé;
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3) åñëè λ1 = λ2, ïàðà îïåðàòîðîâ íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé.

Âåðí¼ìñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (5.4), êîòîðàÿ ñ ó÷¼òîì (5.16) ìî-
æåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå:

H1[v, w] = E1 , H2[v, w] = E2 . (5.23)

Äëÿ ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ òî æå íàçâàíèå, ÷òî è äëÿ ïàðû îïåðàòî-
ðîâ: ãèïåðáîëè÷åñêàÿ, ýëëèïòè÷åñêàÿ ëèáî ïàðàáîëè÷åñêàÿ.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.17)�(5.22), ìîæíî çàìåíèòü ñèñòåìó
(5.23) íà ýêâèâàëåíòíóþ åé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôîðìîé ñèñòåìû

∂v

∂τ1
+ k1

∂w

∂τ1
= E1 + λ1E2 ,

∂v

∂τ2
+ k2

∂w

∂τ2
= E1 + λ2E2 . (5.24)

Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëÿåò, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé (5.4) ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìå (5.24):

• îáíàðóæèâàòü ñóùåñòâåííî íîâûå, ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûìè
óðàâíåíèÿìè, ÿâëåíèÿ, íàïðèìåð, îáðàçîâàíèå ðàçðûâîâ â ðå-
øåíèÿõ;

• ðàçðàáîòàòü ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ ñèñòåì êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

5.2 Ïðèìåðû îáðàçîâàíèÿ ðàçðûâîâ
â ðåøåíèÿõ

Ðàññìîòðèì äâà ïðîñòûõ ïðèìåðà îáðàçîâàíèÿ ðàçðûâîâ â ðåøå-
íèÿõ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçóÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê,
ýòè ðàçðûâû ìîæíî îáíàðóæèòü, íå íàõîäÿ ñàì�èõ ðåøåíèé.

Ïðèìåð 1
Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ u(x, t) èìååò âèä:

ut + uux = 0 . (5.25)
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0 x x x

xϕ (  )

1 2

Ðèñ. 5.1: Íà÷àëüíîå óñëîâèå ϕ(x) äëÿ ôóíêöèè u(x, t)

Â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä òàêîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ñâîáîäíîå
îäíîìåðíîå äâèæåíèå ñðåäû, çäåñü t � âðåìÿ, x � êîîðäèíàòà, u(x, t)
� ïîëå ñêîðîñòåé ñïëîøíîé ñðåäû. Ñðàâíèâàÿ (5.25) ñ óðàâíåíè-
åì (5.8), íàõîäèì êîýôôèöèåíòû: A(x, t, u) = 1, B(x, t, u) = u. Óðàâ-
íåíèå õàðàêòåðèñòèê (5.10) èìååò âèä: dx/dt = u. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ êàñàòåëüíîé ê õàðàêòåðèñòèêå, ñîãëàñ-
íî (5.14), ðàâíà

∂

∂τ
u =

∂

∂t
u + u

∂

∂x
u = 0 , (5.26)

ãäå ðàâåíñòâî íóëþ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìû ïî-
ëó÷èëè çäåñü ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.25). Òàêèì îáðàçîì, u =
const âäîëü õàðàêòåðèñòèêè, è óðàâíåíèå dx/dt = u = const îçíà÷à-
åò, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè.

Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (5.25) ïîñòàâëåíà çàäà÷à Êîøè, òî åñòü çà-
äàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

u(x, 0) = ϕ(x) , (5.27)
ãäå ôóíêöèÿ ϕ(x) èìååò âèä, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 5.1. Ñåìåéñòâî
õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (5.25) ïîñòðîåíî íà ðèñ. 5.2. Õàðàêòåðèñòèêè,
âûõîäÿùèå èç òî÷åê íà îñè t = 0 ïðè x 6 0 è x > x2, ãäå ôóíêöèÿ
ϕ(x) = 0, î÷åâèäíî, åñòü ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñè t. Õàðàêòåðè-
ñòèêè, âûõîäÿùèå èç òî÷åê 0 < x 6 x1, åñòü ðàñõîäÿùèåñÿ ëó÷è,
ïîñêîëüêó èõ íàêëîí dx/dt = u = ϕ(x) âîçðàñòàåò íà ýòîì èíòåðâà-
ëå. Ñàìîå èíòåðåñíîå ïðîèñõîäèò ñ õàðàêòåðèñòèêàìè, âûõîäÿùèìè
èç òî÷åê x1 < x < x2. Íà ýòîì èíòåðâàëå ôóíêöèÿ ϕ(x) óáûâàåò,
è íàêëîí õàðàêòåðèñòèê óìåíüøàåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îíè áóäóò ïå-
ðåñåêàòüñÿ! Â íåêîòîðîé òî÷êå (xc, tc), ãäå ïðîèçîéäåò ïåðåñå÷åíèå
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0 x x x1 2

t

Ðèñ. 5.2: Ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (5.25) ïðè íà÷àëüíîì óñëî-
âèè (5.27)

õàðàêòåðèñòèê (ñëåäóåò áðàòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå tc), ôóíêöèÿ
u(x, t) áóäåò èìåòü äâà çíà÷åíèÿ. Íî ïðè ýòîì

∂u

∂x
= lim

∆x→0

∆u

∆x

∣∣∣∣
t=const

= lim
∆x→0

u1 − u2

∆x
→∞ , (5.28)

à ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (5.25), ∂u/∂t → ∞.
Ýòà ñèòóàöèÿ íîñèò íàçâàíèå ãðàäèåíòíàÿ êàòàñòðîôà, èëè ðàçðûâ
â ðåøåíèè.

Ïðèìåð 2

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé
{

ut + (α u + β v) ux = 0 ,

vt + (α v + β u) vx = 0 ,
(5.29)

ãäå α = const, β = const, α > β. Ýòà ñèñòåìà èìååò âèä (5.4), ñî
çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ: A1 = 1, B1 = α u + β v, C1 = D1 =
E1 = 0, A2 = B2 = 0, C2 = 1, D2 = α v + β u, E2 = 0. Ïîñêîëüêó
óñëîâèÿ (5.12) âûïîëíÿþòñÿ, ó ñèñòåìû (5.29) ñóùåñòâóþò õàðàêòå-
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Ðèñ. 5.3: Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ϕ1,2(x) äëÿ ôóíêöèé u(x, t), v(x, t)

ðèñòèêè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
dx

dt
= α u + β v (1-å ñåìåéñòâî),

dx

dt
= α v + β u (2-å ñåìåéñòâî). (5.30)

Ïðåîáðàçóÿ ñèñòåìó (5.29) ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó âèäó:
∂u

∂τ1
= 0 ,

∂

∂τ1
=

∂

∂t
+ (α u + β v)

∂

∂x
,

∂v

∂τ2
= 0 ,

∂

∂τ2
=

∂

∂t
+ (α v + β u)

∂

∂x
, (5.31)

çàìå÷àåì, ÷òî âäîëü õàðàêòåðèñòèê 1-ãî ñåìåéñòâà u = const, à
âäîëü õàðàêòåðèñòèê 2-ãî ñåìåéñòâà v = const.

Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (5.29) ïîñòàâëåíà çàäà÷à Êîøè, òî åñòü çàäàíû
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

u(x, 0) = ϕ1(x), v(x, 0) = ϕ2(x), (5.32)
ãäå ôóíêöèè ϕ1,2(x) èìåþò âèä, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 5.3.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèê 1-ãî ñåìåéñòâà, ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ α > β, èìå-
åì äëÿ ëþáîãî x:

dx

dt

∣∣∣∣
t=0

= α ϕ1(x) + β ϕ2(x) > 0 , (5.33)

ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ôóíêöèè u(x, t) ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ âïðàâî. Äëÿ õàðàêòåðèñòèê 2-ãî ñåìåéñòâà èìååì:

dx

dt

∣∣∣∣
t=0

= α ϕ2(x) + β ϕ1(x) , (5.34)
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ïðè ýòîì çà ïðåäåëàìè èíòåðâàëà (x0, x2) ïðîèçâîäíàÿ â (5.34) îòðè-
öàòåëüíà, òî åñòü õàðàêòåðèñòèêè 2-ãî ñåìåéñòâà ïðè t = 0 èìåþò íà-
êëîí âëåâî. Âíóòðè èíòåðâàëà (x0, x2) çíàê ïðîèçâîäíîé çàâèñèò îò
ñîîòíîøåíèÿ âåëè÷èí u0 è ϕ1(x) âáëèçè ìàêñèìóìà, òàê, ïðè ñîîòíî-
øåíèè ϕ1(x1) > (α/β) u0 ÷àñòü õàðàêòåðèñòèê, íà÷èíàþùèõñÿ îêîëî
òî÷êè x1, áóäåò èìåòü íàêëîí âïðàâî. Îäíàêî, ïîñêîëüêó íà âñåõ õà-
ðàêòåðèñòèêàõ 2-ãî ñåìåéñòâà v(x, t) = const, à íà÷àëüíîå óñëîâèå
äëÿ ýòîé ôóíêöèè v(x, 0) = −u0, ïîëó÷àåì, ÷òî v(x, t) = −u0 âåç-
äå. Òàêèì îáðàçîì, âîçâðàùàÿñü ê õàðàêòåðèñòèêàì 1-ãî ñåìåéñòâà,
ïîëó÷àåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè:

dx

dt
= α u− β u0 = const . (5.35)

Ïðè ýòîì õàðàêòåðèñòèêè, íà÷èíàþùèåñÿ íà îòðåçêå (x0, x1), ãäå
ôóíêöèÿ ϕ1(x) âîçðàñòàåò, åñòü ðàñõîäÿùèåñÿ ëó÷è, à òå, ÷òî íà-
÷èíàþòñÿ íà îòðåçêå (x1, x2), ãäå ôóíêöèÿ ϕ1(x) óáûâàåò, áóäóò
ñõîäÿùèìèñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ. Â òî÷êå (xc, tc),
ñ ìèíèìàëüíûì tc, ãäå ïðîèçîéäåò ïåðåñå÷åíèå õàðàêòåðèñòèê, ïðî-
èçâîäíûå ux è ut, êàê è â Ïðèìåðå 1, îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü,
òî åñòü ïðîèñõîäèò ãðàäèåíòíàÿ êàòàñòðîôà. Ñ ýòîãî ìîìåíòà â ðå-
øåíèè îáðàçóåòñÿ ðàçðûâ.

5.3 Îäíîìåðíûå àäèàáàòè÷åñêèå òå÷åíèÿ
ãàçà

Ê óðàâíåíèÿì äèíàìèêè îäíîìåðíîãî àäèàáàòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ
ãàçà îòíîñÿòñÿ: óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, èëè çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàñ-
ñû â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

ρt + v ρx + ρ vx = 0 , (5.36)

óðàâíåíèå Ýéëåðà, îáîáùàþùåå 2-é çàêîí Íüþòîíà íà íåïðåðûâíûå
ñðåäû:

vt + v vx +
1

ρ
px = 0 , (5.37)

à òàêæå óðàâíåíèå àäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåññà:
p

ργ
= const ≡ k , (5.38)
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ãäå v(x, t), ρ(x, t), p(x, t) � ñîîòâåòñòâåííî ïîë�ÿ ñêîðîñòåé, ïëîòíî-
ñòåé è äàâëåíèé ñðåäû, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû. Óäîáíî ïåðåéòè
ê äâóì íåçàâèñèìûì ôóíêöèÿì v(x, t), c(x, t), îïèñûâàþùèì ïîë�ÿ
ñêîðîñòåé ñðåäû è ñêîðîñòåé çâóêà â ñðåäå. Ñêîðîñòü çâóêà c ïðè
àäèàáàòè÷åñêîì (èçîýíòðîïè÷åñêîì) ïðîöåññå îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-
æåíèåì

dp

dρ
= γ k ργ−1 ≡ c2 . (5.39)

Âû÷èñëÿÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò (5.39) ïî t è ïî x, ïîëó÷àåì

γ (γ − 1) k ργ−2 ∂ρ

∂t
= 2 c

∂c

∂t
, γ (γ − 1) k ργ−2 ∂ρ

∂x
= 2 c

∂c

∂x
,

îòêóäà äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (5.37) èìååì
1

ρ

∂p

∂x
=

1

ρ
k

∂

∂x
ργ =

2

γ − 1
c

∂c

∂x
.

Ñ ó÷¼òîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïðåîá-
ðàçóþòñÿ ê âèäó

vt + v vx +
2

γ − 1
c cx = 0 ,

ct + v cx +
γ − 1

2
c vx = 0 . (5.40)

Âèäíî, ÷òî óñëîâèå (5.12) çäåñü íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü ñèñòåìà
íå èìååò õàðàêòåðèñòèê. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ å¼ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó
âèäó ðåøèì óðàâíåíèå (5.18), èìåþùåå â äàííîì ñëó÷àå âèä:

∣∣∣∣
1 v + λ (γ − 1) c/2
λ 2 c/(γ − 1) + λ v

∣∣∣∣ = 0 , (5.41)

îòêóäà íàõîäèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ: λ1,2 = ±2/(γ−1). Èç
(5.21) - (5.22) ïîëó÷àåì, ÷òî k1,2 = λ1,2 = ±2/(γ − 1),

∂

∂τ1
=

∂

∂t
+ (v + c)

∂

∂x
,

∂

∂τ2
=

∂

∂t
+ (v − c)

∂

∂x
, (5.42)

è óðàâíåíèÿ (5.24) ïðèîáðåòàþò âèä:
∂v

∂τ1
+

2

γ − 1

∂c

∂τ1
= 0 ,

∂v

∂τ2
− 2

γ − 1

∂c

∂τ2
= 0 . (5.43)
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Èòàê, âäîëü êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè 1-ãî ñåìåéñòâà èìååì:

v +
2

γ − 1
c = const ,

à âäîëü êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè 2-ãî ñåìåéñòâà:

v − 2

γ − 1
c = const .

Ââåä¼ì âìåñòî ôóíêöèé v(x, t) è c(x, t) íîâûå ôóíêöèè, ïîñòîÿííûå
âäîëü õàðàêòåðèñòèê:

r = v +
2

γ − 1
c , s = v − 2

γ − 1
c . (5.44)

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ ∂r/∂τ1 = 0 è ∂s/∂τ2 = 0 ïðîèçâîäíûå (5.42)
è âûðàæàÿ v ± c ÷åðåç r è s: v = (r + s)/2, c = (γ − 1)(r − s)/4:

v + c =

(
1

2
+

γ − 1

4

)
r +

(
1

2
− γ − 1

4

)
s ,

v − c =

(
1

2
− γ − 1

4

)
r +

(
1

2
+

γ − 1

4

)
s , (5.45)

ïîëó÷àåì ñèñòåìó
{

rt + (α r + β s) rx = 0 ,

st + (α s + β r) sx = 0 ,
(5.46)

ãäå
α =

1

2
+

γ − 1

4
, β =

1

2
− γ − 1

4
.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê ñèñòåìå (5.29), èññëåäîâàííîé
íàìè â Ïðèìåðå 2 ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. Ïóñòü äëÿ èëëþñòðà-
öèè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ r(x, t), s(x, t) åñòü ôóíêöèè ϕ1,2(x), ñì.
ðèñ. 5.3. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ s(x, t) îñòà¼òñÿ êîíñòàíòîé, s(x, t) =
−u0, à â ðåøåíèè äëÿ r(x, t) íàñòóïèò ðàçðûâ â ìîìåíò tc. Ñëåäîâà-
òåëüíî, è ôóíêöèÿ v = (r + s)/2 áóäåò ðàçðûâíîé.

Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òàêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ âèäíà èç
ôîðìóëû v = (r − u0)/2, à èìåííî, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè âîëí�û ñ
á�îëüøèìè çíà÷åíèÿìè àìïëèòóäû r áóäóò äâèãàòüñÿ áûñòðåå, ÷åì
òî÷êè ñ ìåíüøèìè r. Ïåðåäíèé ôðîíò âîëíû ñòàíîâèòñÿ êðó÷å, ñì.
ðèñ. 5.4. Â ìîìåíò t = tc ïîëó÷àåì ∂r/∂x → ∞, è ïåðåäíèé ôðîíò
ñòàíîâèòñÿ âåðòèêàëüíûì. Ýòî è åñòü ãðàäèåíòíàÿ êàòàñòðîôà.
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r (x,t)

x

t=0 0<t<t t=tc c

Ðèñ. 5.4: Óêðó÷åíèå ïåðåäíåãî ôðîíòà âîëíû è ãðàäèåíòíàÿ êàòàñòðîôà â ìî-
ìåíò t = tc

5.4 ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåì
êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê

Ðàññìîòðèì îäèí êëàññ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, ãäå êîýôôèöèåíòû íå çàâèñÿò îò x, y:
{

A1(u, v) ux + B1(u, v) uy + C1(u, v) vx + D1(u, v) vy = 0 ,

A2(u, v) ux + B2(u, v) uy + C2(u, v) vx + D2(u, v) vy = 0 .
(5.47)

Ïî ðàçðàáîòàííîé ðàíåå ñõåìå ïðèâåä¼ì ñèñòåìó ê õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîìó âèäó

∂u

∂τ1
+ k1(u, v)

∂v

∂τ1
= 0 ,

∂u

∂τ2
+ k2(u, v)

∂v

∂τ2
= 0 . (5.48)

Âûáåðåì íà îñè x äèñêðåòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê � óçëîâûå
òî÷êè íóëåâîãî ñëîÿ. Ïóñòü ïåðåìåííàÿ y åñòü âðåìÿ, è çàäàíû íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ, òîãäà â óçëîâûõ òî÷êàõ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèé u è v. Â êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê ìîæíî îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèÿ
õàðàêòåðèñòèê îáîèõ ñåìåéñòâ:

dx

dy
=

A1 + λ1 A2

B1 + λ1 B2
,

dx

dy
=

A1 + λ2 A2

B1 + λ2 B2
. (5.49)

×åðåç êàæäóþ óçëîâóþ òî÷êó íóëåâîãî ñëîÿ ïðîâîäèì â íàïðàâëå-
íèÿõ (5.49) ïðÿìûå äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ñîñåäíèìè, ñì. ðèñ. 5.5. Ýòî
ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü íàáîð óçëîâûõ òî÷åê ïåðâîãî ñëîÿ. Ïðè
ýòîì èç ñèñòåìû (5.48) ìîæíî ïðèáëèæåííî íàéòè çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèé u è v â ýòèõ òî÷êàõ. Ïóñòü ïðÿìûå èç ñîñåäíèõ òî÷åê 1 è 2 íó-
ëåâîãî ñëîÿ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå 3, ïðèíàäëåæàùåé ïåðâîìó ñëîþ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ui, vi (i = 1, 2, 3) çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â ýòèõ òî÷êàõ.
Çíà÷åíèÿ u1,2 è v1,2 èçâåñòíû.
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x

y

1 2

3

Ðèñ. 5.5: Ïîñòðîåíèå ìàññèâà óçëîâûõ òî÷åê ïåðâîãî ñëîÿ (ñâåòëûå êðóæêè) íà
îñíîâå ìàññèâà óçëîâûõ òî÷åê íóëåâîãî ñëîÿ (÷¼ðíûå êðóæêè)

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.48) ìîæíî çàìåíèòü íà òàêóþ:

du + k1(u, v) dv = 0 (âäîëü õàðàêòåðèñòèê 1-ãî ñåìåéñòâà),
du + k2(u, v) dv = 0 (âäîëü õàðàêòåðèñòèê 2-ãî ñåìåéñòâà).

Çàìåíèì äèôôåðåíöèàëû êîíå÷íûìè ïðèðàùåíèÿìè:

du ' u3 − u1 , dv ' v3 − v1 (íà ëèíèè 1-3) ,

du ' u3 − u2 , dv ' v3 − v2 (íà ëèíèè 2-3) ,

ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ñèñòåìó
{

u3 + k1(u1, v1) v3 = u1 + k1(u1, v1) v1 ,

u3 + k2(u2, v2) v3 = u2 + k2(u2, v2) v2 .
(5.50)

Îòñþäà íàõîäèì u3 è v3, è òàê äëÿ êàæäîé óçëîâîé òî÷êè ïåðâîãî
ñëîÿ. Çàòåì òàê æå ðàññ÷èòûâàåì âòîðîé ñëîé, è ò.ä.

5.5 Óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Ôðèñà.
Ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ

Ïî-âèäèìîìó, èíòåðåñíåéøåé ñòðàíèöåé íàóêè î íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ óåäèí¼ííûõ íåëè-
íåéíûõ âîëí. Íàèáîëåå èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå ýòà òåîðèÿ ïîëó÷èëà
âî âòîðîé ïîëîâèíå XX âåêà, îäíàêî íà÷àëî èñòîðèè îòíîñèòñÿ åù¼ ê
ïåðâîé ïîëîâèíå XIX âåêà. Òî÷íî èçâåñòíû êàê âðåìÿ è ìåñòî ïåðâî-
ãî çàôèêñèðîâàííîãî íàáëþäåíèÿ óåäèí¼ííîé âîëíû, òàê è ÷åëîâåê,
óâèäåâøèé è îïèñàâøèé å¼.

Øîòëàíäñêèé èíæåíåð-êîðàáëåñòðîèòåëü Äæîí Ñêîòò Ðàññåë
(1808�1882) â àâãóñòå 1834 ã. çàíèìàëñÿ èññëåäîâàíèåì äâèæåíèÿ
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áàðæ ïî êàíàëó, ñîåäèíÿþùåìó Ýäèíáóðã è Ãëàçãî, ñ öåëüþ ïåðåõîäà
ñ ëîøàäèíîé òÿãè íà ïàðîâóþ. Ïî îïèñàíèþ Ðàññåëà, êîãäà áàðæà,
êîòîðóþ òÿíóëà ïàðà ëîøàäåé, ðåçêî îñòàíîâèëàñü, âîäÿíîé õîëì
ïåðåä å¼ íîñîì îòîðâàëñÿ îò áàðæè è ïðîäîëæèë áûñòðîå äâèæå-
íèå âïåð¼ä â âèäå óñòîé÷èâîé âîëíû íåèçìåííîãî ïðîôèëÿ. Ðàññåë
ïðåñëåäîâàë ýòó âîëíó, ïðîñêàêàâ íà ëîøàäè îêîëî äâóõ êèëîìåò-
ðîâ, è óáåäèëñÿ, ÷òî îíà äâèãàëàñü, ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿÿ ñêîðîñòè
è îêðóãëîé ôîðìû, î÷åíü ìåäëåííî óìåíüøàÿñü ïî âûñîòå, ïîêà íå
ïîòåðÿëàñü â èçãèáàõ êàíàëà.

Ðàññåë ñåðü¼çíî çàèíòåðåñîâàëñÿ îáíàðóæåííûì ÿâëåíèåì, îí ïðî-
äîëæàë íàáëþäåíèÿ è äàæå ñòàâèë ýêñïåðèìåíòû íà óìåíüøåííûõ
ìîäåëÿõ êàíàëîâ. Â 1844 ã. áûëà îïóáëèêîâàíà ðàáîòà Ðàññåëà �Äî-
êëàä î âîëíàõ�, â êîòîðîé îí äàë ïîäðîáíîå îïèñàíèå îòêðûòîé èì
áîëüøîé óåäèí¼ííîé âîëíû (great solitary wave). Îäíàêî ýòà ðàáî-
òà íå âûçâàëà èíòåðåñà ó ñïåöèàëèñòîâ ïî ôèçèêå âîëí, ïîñêîëüêó
óåäèí¼ííàÿ âîëíà íèêàê íå ñëåäîâàëà èç ëèíåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíå-
íèé, êîòîðûìè òîãäà çàíèìàëèñü ó÷¼íûå. Ýéðè è Ñòîêñ ïîäâåðãëè
ñîìíåíèþ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ Ðàññåëà è êðèòè÷åñêè îòíåñ-
ëèñü ê âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîé óåäèí¼ííîé âîëíû.

Ïðîøëî áîëåå 60 ëåò ïîñëå îòêðûòèÿ óåäèí¼ííîé âîëíû, êîãäà
íàêîíåö â 1895 ã. èçâåñòíûé ãîëëàíäñêèé ôèçèê è ìåõàíèê Äèäåðèê
Èîõàííåñ Êîðòåâåã (1848�1941) è åãî ó÷åíèê Ãóñòàâ äå Ôðèñ ñôîð-
ìóëèðîâàëè óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå òàêóþ âîëíó íà ïîâåðõíîñòè
âîäû â ìåëêîì êàíàëå. Åñëè h � ãëóáèíà êàíàëà, à óðîâåíü ïîâåðõ-
íîñòè âîäû íàä äíîì â òî÷êå x â ìîìåíò t çàïèñàòü, êàê h + u(x, t),
òî óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Ôðèñà (ÊäÔ�óðàâíåíèå) äëÿ ôóíêöèè
u(x, t) èìååò âèä:

∂u

∂t
+ v0

∂

∂x

(
u +

3

4h
u2 +

h2

6

∂2u

∂x2

)
= 0 , (5.51)

ãäå v0 =
√

g h, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Âòîðîé ÷ëåí â
ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì. Êàê ìû âèäåëè â ðàçäåëàõ 5.2 è 5.3,
íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè âîëíû îò àìïëèòó-
äû è ê óêðó÷åíèþ å¼ ïåðåäíåãî ôðîíòà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåä-
íèé ÷ëåí â ñêîáêàõ îáóñëîâëèâàåò äèñïåðñèþ, òî åñòü çàâèñèìîñòü
ñêîðîñòè âîëíû îò å¼ äëèíû.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèòóàöèþ, êîãäà îáà ýòè ôàêòîðà, è íåëè-
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íåéíîñòü è äèñïåðñèÿ, íåñóùåñòâåííû. Èç óðàâíåíèÿ (5.51) âèäíî,
÷òî ýôôåêò íåëèíåéíîñòè ìàë (âòîðîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ ìíîãî
ìåíüøå ïåðâîãî), åñëè âûñîòà âîëí çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ãëóáèíû
êàíàëà, u/h ¿ 1. Â ñâîþ î÷åðåäü äèñïåðñèÿ íåñóùåñòâåííà, åñ-
ëè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì. Äëÿ âîëí ñ äëèíîé
λ ìîæíî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû îöåíèòü ïðîèçâîäíóþ âûðàæåíèåì:
∂2u/∂x2 ∼ u/λ2. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ìàëîñòè ýôôåêòîâ äèñïåð-
ñèè èìååò âèä: h2/λ2 ¿ 1, òî åñòü âîëíû äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî
äëèííûìè. Åñëè îáà ýòè ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ, íåâûñîêèõ è äëèííûõ
âîëí, ðåàëèçóþòñÿ, òî óðàâíåíèå (5.51) óïðîùàåòñÿ:

∂u

∂t
+ v0

∂u

∂x
= 0 . (5.52)

Åãî îáùåå ðåøåíèå î÷åâèäíî:
u(x, t) = f(x− v0 t) ,

ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü óðàâíåíèå (5.52) îïèñûâàåò
âîëíó, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
îñè x. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð v0 â óðàâíåíèè (5.51) åñòü ñêîðîñòü
âîëíû, êîòîðóþ áû îíà èìåëà ïðè îòñóòñòâèè ýôôåêòîâ íåëèíåéíî-
ñòè è äèñïåðñèè.

Â ñëó÷àå, åñëè èç ýòèõ äâóõ ýôôåêòîâ ñóùåñòâåííà òîëüêî íåëè-
íåéíîñòü, óðàâíåíèå (5.51) ïðèîáðåòàåò âèä

ut +

(
3v0

2h
u + v0

)
ux = 0 . (5.53)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå (5.53) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû
(5.29) èç ðàçä. 5.2, êîãäà âòîðàÿ ôóíêöèÿ � êîíñòàíòà, ÷òî ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ ðàññìîòðåííûìè òàì íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Òàêèì îáðà-
çîì, íåëèíåéíîñòü ïðèâåä¼ò ê óêðó÷åíèþ ïåðåäíåãî ôðîíòà âîëí�û
è ãðàäèåíòíîé êàòàñòðîôå, ñì. ðèñ. 5.4. Ìû ïðîàíàëèçèðóåì òàêæå
ýôôåêò äèñïåðñèè áåç íåëèíåéíîñòè, íî ýòî óäîáíåå ñäåëàòü ïîçäíåå.

Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ (5.51). Îòìåòèì, ÷òî åãî èíîãäà çàïèñûâà-
þò â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, äâèæóùåéñÿ âïðàâî ñî ñêîðîñòüþ v0. Â ýòîé
ñèñòåìå â óðàâíåíèè îòñóòñòâóåò ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.51) â ôîðìå óñòîé÷èâîé óåäè-
í¼ííîé âîëíû Ðàññåëà âèäà:

u = u(ξ) , ξ =
x− v t

`
, (5.54)
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ãäå v � ñêîðîñòü âîëíû (âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ v0), ` �
íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äëèíû. Èç óñëîâèÿ óåäè-
í¼ííîñòè âîëíû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî u, u′, u′′|x→±∞ −→ 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (5.54) â óðàâíåíèå (5.51):

−v

`
u′ +

v0

`

d

dξ

(
u +

3

4h
u2 +

h2

6 `2 u′′
)

= 0 ,

ãäå øòðèõàìè îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííîé ξ, âèäèì, ÷òî
â óðàâíåíèè âûäåëÿåòñÿ ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

d

dξ

[
−

(
v

v0
− 1

)
u +

3

4h
u2 +

h2

6 `2 u′′
]

= 0 . (5.55)

Îáîçíà÷èì
v

v0
− 1 ≡ a

2h
. (5.56)

Çíàê ïàðàìåòðà a ïîêà íå îïðåäåë¼í, ïîñêîëüêó íåèçâåñòíî ñîîòíî-
øåíèå ìåæäó v è v0. Èòàê, èç (5.55) âûäåëÿåòñÿ ïåðâûé èíòåãðàë
ÊäÔ�óðàâíåíèÿ (5.51):

2 h3

3 `2 u′′ + 3 u2 − 2 a u = const . (5.57)

Èç óñëîâèÿ, ÷òî ôóíêöèÿ è å¼ ïðîèçâîäíûå çàíóëÿþòñÿ íà áåñêîíå÷-
íîñòè, ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî êîíñòàíòà â (5.57) ðàâíà íóëþ.

Âîò òåïåðü óäîáíî âåðíóòüñÿ ê óïîìèíàâøåìóñÿ ñëó÷àþ, êîãäà
ñóùåñòâåííà òîëüêî äèñïåðñèÿ. Ïðåíåáðåãàÿ íåëèíåéíûì ÷ëåíîì â
óðàâíåíèè (5.51), ïîïðîáóåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå óñòîé÷è-
âîé óåäèí¼ííîé âîëíû (5.54), ïðè ýòîì ìû òàêæå ïðèä¼ì ê óðàâ-
íåíèþ (5.57), íî áåç âòîðîãî, íåëèíåéíîãî ÷ëåíà. Ïåðåõîäÿ èç íåïî-
äâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà K â ñèñòåìó K ′, äâèæóùóþñÿ âïðàâî ñî
ñêîðîñòüþ v (x′ = x−v t = `ξ), ïåðåïèøåì ïîëó÷àþùååñÿ óðàâíåíèå
â âèäå:

∂2u

∂x′2
+

6

h2

(
1− v

v0

)
u = 0 . (5.58)

Ïðåæäå âñåãî âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (5.58) áóäåò èìåòü îãðàíè÷åííûå
ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè v < v0. Ââîäÿ âîëíîâîå ÷èñëî k:

6

h2

(
1− v

v0

)
≡ k2 =

(
2π

λ

)2

, (5.59)
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Ðèñ. 5.6: Íàáîð ñôàçèðîâàííûõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí

ìîæåì çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.58) â âèäå

u(x′) = C1 cos kx′ + C2 sin kx′ . (5.60)

Òàêèì îáðàçîì, êàê âèäíî èç (5.59), âîëíû, îïèñûâàåìûå óðàâíå-
íèåì (5.58), äåéñòâèòåëüíî îáëàäàþò äèñïåðñèåé � ñêîðîñòü âîëíû
îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà K çàâèñèò îò äëèíû
âîëíû:

v = v0

(
1− 2π2

3

h2

λ2

)
. (5.61)

Íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü èìåþò äëèííûå âîëíû, ïðè÷¼ì v → v0 ïðè
λ →∞.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ (5.58) â âèäå óñòîé÷èâîé óåäèí¼ííîé âîëíû. Ïîñêîëüêó â ðåøå-
íèè (5.54) v ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì, ìîæíî âçÿòü íàáîð
ðåøåíèé ñ ðàçíûìè v, ïîëó÷àÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû (5.60) ñ
ðàçíûìè λ. Èç ýòèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ðåøåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü
ëîêàëèçîâàííóþ âîëíó, òàê íàçûâàåìûé âîëíîâîé ïàêåò. Äëÿ ýòîãî
íóæíî âçÿòü ñóïåðïîçèöèþ âîëí (5.60) ñî çíà÷åíèÿìè âîëíîâûõ ÷è-
ñåë, ëåæàùèìè â íåêîòîðîì èíòåðâàëå k ÷ k + ∆k, ñëåäîâàòåëüíî,
äëèíû âîëí áóäóò ëåæàòü â èíòåðâàëå λ ÷ λ + ∆λ. Âîëíû äîëæíû
áûòü ñôàçèðîâàíû òàê, ÷òîáû â îäíîé òî÷êå èõ ìàêñèìóìû ñîâïàäà-
ëè, ñì. ðèñ. 5.6. Â òî÷êå ñîâïàäåíèÿ x0 âîëíû óñèëèâàþò äðóã äðóãà,
è ðåçóëüòèðóþùàÿ âîëíà áóäåò èìåòü ìàêñèìóì. ×åì äàëüøå îò x0,
òåì ñèëüíåå âîëíû âçàèìíî ãàñÿò äðóã äðóãà, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåò-
ñÿ âîëíà, ïðàêòè÷åñêè öåëèêîì ñîñðåäîòî÷åííàÿ â îãðàíè÷åííîé îá-
ëàñòè � âîëíîâîé ïàêåò, ñì. ðèñ. 5.7. Îäíàêî ïðè íàëè÷èè äèñïåðñèè
âèäà (5.61) ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû (5.60) ñ ðàçíûìè λ äâèæóòñÿ
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Ðèñ. 5.7: Âîëíîâîé ïàêåò

ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè, ÷òî íåèçáåæíî ïðèâåäåò ê ðàñïëûâàíèþ
ïàêåòà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè äèñïåðñèè áåç íåëèíåéíîñòè
ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîé óåäèí¼ííîé âîëíû íåâîçìîæíî.

Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ (5.57). Óäîáíî ïåðåéòè ê îáåçðàçìåðåííîé
ôóíêöèè

y(ξ) =
u(ξ)

a
, (5.62)

òîãäà âñå êîíñòàíòû â óðàâíåíèè îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí áåçðàçìåð-
íûé ïàðàìåòð, êîòîðûé óäîáíî îïðåäåëèòü òàê:

2h3

3 `2a
≡ 1

2 s
, (5.63)

ïðè÷¼ì çíàê ïàðàìåòðà s, êàê è çíàê a, ïîêà íå îïðåäåë¼í. Óðàâíå-
íèå ïðèíèìàåò âèä:

1

2s
y′′ + 3 y2 − 2 y = 0 . (5.64)

Äîìíîæàÿ íà y′, åù¼ ðàç âûäåëÿåì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ, òî åñòü
íàõîäèì âòîðîé èíòåãðàë ÊäÔ�óðàâíåíèÿ (5.51):

1

2s
y′ y′′ + 3 y2 y′ − 2 y y′ =

d

dξ

(
1

4s
y′2 + y3 − y2

)
= 0 ,

1

4s
y′2 + y3 − y2 = const , (5.65)

ãäå êîíñòàíòà âíîâü çàíóëÿåòñÿ â ñèëó òðåáîâàíèÿ óåäèí¼ííîñòè
ðåøåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
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Ðèñ. 5.8: Ðåøåíèå ÊäÔ�óðàâíåíèÿ â âèäå óñòîé÷èâîé óåäèí¼ííîé âîëíû

óðàâíåíèå:
(

dy

dξ

)2

= 4 s y2(1− y) , (5.66)

ãäå èç ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñðàçó âèäèì, ÷òî s > 0, ñëåäî-
âàòåëüíî, a > 0 è v > v0, òî åñòü ñêîðîñòü ïîëó÷àåìîé óåäèí¼ííîé
âîëíû âñåãäà áîëüøå, ÷åì â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå (5.52). Èç ïîëîæè-
òåëüíîñòè s òàêæå ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà y 6 1, òî åñòü u 6 a. Çàìåòèì,
÷òî âåëè÷èíà ` äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì. Çàôèê-
ñèðóåì å¼, ïîëîæèâ s = 1, è ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (5.66) ê âèäó:

dy

dξ
= −2 y

√
1− y , (5.67)

ãäå çíàê ìèíóñ òàêæå ñëåäóåò èç ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, à
èìåííî, ïîñêîëüêó y(ξ → ∞) → 0, òî ïðè y > 0 äîëæíî áûòü
y′ < 0, ñîîòâåòñòâåííî ïðè y < 0 äîëæíî áûòü y′ > 0.

Óðàâíåíèå (5.67) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ, ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ èí-
òåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåò íà÷àëî îòñ÷¼òà ïî îñè x. Îêîí÷àòåëüíî
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.51) äëÿ óñòîé÷èâîé óåäèí¼ííîé âîëíû Ðàññå-
ëà (5.54) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

u(x, t) = a ch−2 x− v t− x0

`
, (5.68)

ñì. ðèñ. 5.8. Ïàðàìåòðû âîëíû � âûñîòà a, ñêîðîñòü v è ïàðàìåòð `,
îïðåäåëÿþùèé øèðèíó, ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé:

v = v0

(
1 +

a

2h

)
, ` =

√
4h3

3a
. (5.69)
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Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ ñòðàííûì, ÷òî îòêðûòèå Ðàññåëà è
ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå óåäèí¼ííîé âîëíû, äàííîå Êîðòåâåãîì è
äå Ôðèñîì, íå ïîëó÷èëè çàìåòíîãî ðåçîíàíñà â íàóêå. Ïîñëå âûõîäà
ñòàòüè î ÊäÔ�óðàâíåíèè ýòè ðåçóëüòàòû âíîâü îêàçàëèñü çàáûòû
ïî÷òè íà 70 ëåò. Êîãäà â 1949 ã. íàó÷íàÿ îáùåñòâåííîñòü îòìå÷àëà
100-ëåòèå ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Êîðòåâåãà, â ñïèñêå ëó÷øèõ ïóáëèêàöèé
ðàáîòà, âûïîëíåííàÿ èì ñ äå Ôðèñîì, äàæå íå çíà÷èëàñü. Òîëüêî
ñïóñòÿ åù¼ ÷åòâåðòü âåêà èìåííî ýòà ðàáîòà ñòàëà ñ÷èòàòüñÿ ãëàâ-
íûì íàó÷íûì äîñòèæåíèåì Êîðòåâåãà. Ïðè÷èíó òàêîãî íåâíèìàíèÿ
ê óåäèí¼ííîé âîëíå ìîæíî ïîíÿòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî äîëãîå âðåìÿ
ôèçè÷åñêèé ìèð êàçàëñÿ ëèíåéíûì. Ïîýòîìó èññëåäîâàòåëè íå ïðè-
äàâàëè îòêðûòèþ ýêçîòè÷åñêîé âîëíû íà âîäå ñåðü¼çíîãî çíà÷åíèÿ.

Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû XX âåêà ðîëü íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé
â ôèçèêå ïîëó÷èëà äîëæíóþ îöåíêó. Íàïðèìåð, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
èîííî�çâóêîâûå âîëíû â ïëàçìå îïèñûâàþòñÿ ÊäÔ�óðàâíåíèåì, çà-
òåì áûëè îáíàðóæåíû è äðóãèå ôèçè÷åñêèå (è íå òîëüêî) ïðîöåñ-
ñû, â êîòîðûõ âîçíèêàþò óñòîé÷èâûå óåäèí¼ííûå íåëèíåéíûå âîë-
íû, òàêèå, êàê ïåðåìåùåíèå äèñëîêàöèè â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêå,
ýôôåêò ñàìîíàâåä¼ííîé ïðîçðà÷íîñòè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè óëüòðà-
êîðîòêèõ ñâåòîâûõ èìïóëüñîâ â îïòè÷åñêèõ ñðåäàõ, ðàñïðîñòðàíèå
íåðâíîãî èìïóëüñà è äàæå îáðàçîâàíèå àâòîìîáèëüíûõ ïðîáîê íà
äîðîãàõ.

Â 1965 ã. àìåðèêàíñêèå ôèçèêè�òåîðåòèêè Ìàðòèí Äýâèä Êðóñ-
êàë è Íîðìàí Çàáóñêè, ïðîâîäÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñòîëêíî-
âåíèé óåäèí¼ííûõ âîëí, îáíàðóæèëè áîëüøîå ñõîäñòâî ýòîãî ïðî-
öåññà è ñîóäàðåíèÿ óïðóãèõ øàðîâ, òî åñòü âîëíû Ðàññåëà îêàçà-
ëèñü âî ìíîãîì ïîäîáíû ÷àñòèöàì. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü ýòî ïîäîáèå,
Êðóñêàë è Çàáóñêè ïðåäëîæèëè äëÿ òàêîé âîëíû òåðìèí �ñîëèòîí�,
îáðàçîâàííûé îò ñëîâà solitary � óåäèí¼ííàÿ, è ñîçâó÷íûé íàçâà-
íèÿì ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ïîçäíåå áûëè èññëåäîâàíû è äðóãèå
íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, èìåþùèå ñîëèòîíî-
ïîäîáíûå ðåøåíèÿ, òàêèå, êàê íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà,
óðàâíåíèå ñèíóñ�Ãîðäîíà.

Íî, ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå âïå÷àòëÿþùèì ïðèìåðîì óñòîé÷èâîé
óåäèí¼ííîé âîëíû ÿâëÿþòñÿ äëèííûå âîëíû, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ
íà ïîâåðõíîñòè îêåàíà ïîñëå ïîäâîäíûõ çåìëåòðÿñåíèé è èçâåðæå-
íèé âóëêàíîâ. Âäàëè îò ýïèöåíòðà îíè ïðèíèìàþò âèä îäíîìåðíîé
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óåäèí¼ííîé âîëíû (5.68) ñ ïàðàìåòðàìè h ∼ 1 êì, a ∼ 10 ì, ` ∼ 10
êì, v ∼ v0 =

√
g h ∼ 100 ì/ñ. Òàêàÿ âîëíà èìååò óñòîé÷èâóþ ôîðìó,

äâèãàÿñü âäàëè îò áåðåãà, îäíàêî ïðè ïîäõîäå ê áåðåãó è óìåíüøåíèè
ãëóáèíû h ðîëü ýôôåêòà íåëèíåéíîñòè, êàê âèäíî èç ÊäÔ�óðàâíå-
íèÿ (5.51), âîçðàñòàåò, ïåðåäíèé ôðîíò âîëíû ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå
êðóòûì, è íà áåðåã îáðóøèâàåòñÿ ìíîãîìåòðîâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòå-
íà âîäû � öóíàìè.

Äî ñèõ ïîð ìû ãîâîðèëè îá îäíîìåðíûõ óñòîé÷èâûõ âîëíàõ. Îò-
äåëüíóþ ãëàâó â ôèçèêå íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé îáðàçóåò èçó÷åíèå
òð¼õìåðíûõ óñòîé÷èâûõ îáúåêòîâ, èìåþùèõ ôîðìó âèõðåé. Çäåñü
òàêæå âåñüìà øèðîê êðóã èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé, îò âèõðåé Àáðèêîñî-
âà â ñâåðõïðîâîäíèêàõ è ñìåð÷åé â àòìîñôåðå äî ñïèðàëüíûõ ãàëàê-
òèê âî Âñåëåííîé. Îäíàêî ýòè âîïðîñû âûõîäÿò çà ðàìêè äàííîãî
êóðñà.

Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ ê ãëàâå 5
1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, äàííîå â òåêñòå, ïîëó÷èòå ôîðìóëó äëÿ

âîëíîâîãî ïàêåòà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 5.7.

2. Íàéäèòå èç óðàâíåíèÿ (5.67) ðåøåíèå äëÿ óñòîé÷èâîé óåäèí¼í-
íîé âîëíû (5.68).
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Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå êëàññû ñïåöèàëü-
íûõ ôóíêöèé, âîçíèêàþùèå â øèðîêîì êðóãå çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè.

Ñíà÷àëà ðåøàþòñÿ çàäà÷è ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â öèëèíäðè÷å-
ñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, è ðàññìàòðèâàþòñÿ âîçíèêàþùèå
â íèõ öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè, ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, ïðèñîåäèí¼í-
íûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà è ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè. Çàòåì ñôîðìóëè-
ðîâàíî îáùåå óðàâíåíèå äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, îïèñûâàþùåå, â
÷àñòíîñòè, âñå ðàññìîòðåííûå ðàíåå ñåìåéñòâà òàêèõ ôóíêöèé. Ïðè-
âåäåíû íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé. Äàëåå,
êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ðåøåíèé îáùåãî óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïîëèíîìû ×åáûø¼âà � Ýðìèòà è ×åáûø¼âà � Ëàãåððà. Â êà÷åñòâå
èëëþñòðàöèè èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ïîëèíîìîâ ïðèâåäåíû çàäà÷è îá
îñöèëëÿòîðå è àòîìå âîäîðîäà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

6.1 Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ
â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.
Óðàâíåíèå Áåññåëÿ

Àíàëèçèðóÿ çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ ìåìáðàíû, ñì. ïàðàãðàô 4.8, ìû
ïðèøëè ê äâóìåðíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà:

∆2 v + λ v = 0 , (6.1)

ðåøåíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì íà ãðàíèöå îáëàñòè. Â ñëó-
÷àå ìåìáðàíû åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà çàêðåïëåíà íà ãðàíèöå,

135
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è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì áóäåò

v
∣∣
L

= 0 , (6.2)

ãäå L � êðèâàÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ ìåìáðàíó. Èç ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñëåäóåò, ÷òî λ ìîæåò áûòü òîëüêî
ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, λ > 0, èíà÷å óðàâíåíèå (6.1) áóäåò èìåòü
ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïðè òàêîì óñëîâèè çàäà÷à, êîòîðàÿ çäåñü
âîçíèêàåò, ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, èëè çà-
äà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ôîðìóëèðîâêà åå ñëåäóþùàÿ: íàäî
íàéòè òàêèå ÷èñëà λ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (6.1) èìååò íåòðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå ïðè îäíîðîäíîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè.

Âèä ðåøåíèÿ çàâèñèò îò ôîðìû êîíòóðà � êðèâîé L. Åñëè L îáðà-
çóåò ïðÿìîóãîëüíèê, òî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòû, îíè âûðàæàþò-
ñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ñëîæíåå çàäà÷à (ðåøèòü êîòîðóþ
íàì è ïðåäñòîèò), êîãäà L � îêðóæíîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî
èñïîëüçîâàòü ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû:

x = ρ cos ϕ , y = ρ sin ϕ ,

ρ =
√

x2 + y2 , ϕ = arctg
y

x
. (6.3)

Óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà (6.1), ïåðåïèñàííîå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-
òàõ, ïðèîáðåòàåò âèä:

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ

∂v

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2v

∂ϕ2 + λ v = 0 , (6.4)

ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè:

v (ρ0, ϕ) = 0 , (6.5)

ρ0 � ðàäèóñ îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó è óðàâíåíèå (6.4), è ãðàíè÷-
íîå óñëîâèå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè, ìîæíî ðàçäåëÿòü ïåðåìåííûå.
Èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå v(ρ, ϕ) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé

v (ρ, ϕ) = R(ρ) Φ(ϕ). (6.6)

Ïîäñòàâëÿÿ (6.6) â (6.4) è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷àåì

1

R
ρ

d

dρ

(
ρ

dR

dρ

)
+ λρ2 = − 1

Φ

d2Φ

dϕ2 = µ = const .
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Ðàçáåð¼ìñÿ ñíà÷àëà ñ óãëîâîé çàâèñèìîñòüþ. Èìååì ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Φ(ϕ):

Φ′′ + µΦ = 0 .

Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò çíàêà µ: ýòî áóäóò
ýêñïîíåíòû ëèáî ñ âåùåñòâåííûìè, ëèáî ñ ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè.
Íî çäåñü ìîæíî ñêàçàòü áîëåå îïðåäåëåííî è î çíàêå, è î ðåøåíèè.
Ôóíêöèÿ Φ(ϕ) äîëæíà áûòü îäíîçíà÷íîé, à ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèî-
äè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2π:

Φ(ϕ + 2π) = Φ(ϕ) .

Ýòî âîçìîæíî, âî-ïåðâûõ, åñëè µ > 0, âî-âòîðûõ, ïðè óñëîâèè µ =
n2, ãäå n = 0, 1, 2, . . . .

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå äëÿ óãëîâîé ÷àñòè ïðèíèìàåò âèä:

Φ(ϕ) = C1 cos nϕ + C2 sin nϕ . (6.7)

Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè:

1

ρ

d

dρ

(
ρ

dR

dρ

)
+

(
λ− n2

ρ2

)
R = 0 , (6.8)

ãäå ãðàíè÷íûì óñëîâèåì áóäåò

R (ρ0) = 0 .

Îäèí èç äâóõ ïàðàìåòðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â óðàâíåíèè (6.8), à èìåííî
� ïàðàìåòð λ ìîæíî óñòðàíèòü ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ââåäÿ
íîâóþ áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ ξ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ó÷èòûâàÿ,
÷òî λ > 0):

1

ρ2 = λ
1

ξ2 .

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (6.8) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

1

ξ

d

dξ

(
ξ

dR

dξ

)
+

(
1− n2

ξ2

)
R = 0 . (6.9)

Óðàâíåíèå (6.9) íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Åãî ðåøåíè-
ÿìè ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ôóíêöèè Áåññåëÿ, èëè öèëèíäðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè.
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6.2 Ôóíêöèè Áåññåëÿ

Óðàâíåíèå Áåññåëÿ (6.9) âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ çàäà-
÷àõ, ãäå èìååò ìåñòî îñåâàÿ ñèììåòðèÿ. Ïðè ýòîì ïàðàìåòð n â ðÿäå
çàäà÷ íå ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì. Ââîäÿ äëÿ íåãî îáîçíà÷åíèå ν

(äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ν > 0) è ïåðåõîäÿ ê êà-
íîíè÷åñêîìó îáîçíà÷åíèþ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ � J(x), ïåðåïèøåì
óðàâíåíèå (6.9) â âèäå:

J ′′ +
1

x
J ′ +

(
1− ν2

x2

)
J = 0 . (6.10)

Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ðàäèàëüíóþ ôóíêöèþ èìååì:

J
(√

λ ρ0

)
= 0 . (6.11)

Óðàâíåíèå (6.10) åñòü óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Îñíîâíîé ìåòîä ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé � ïîèñê ðåøåíèé
â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà. Ïîñêîëüêó x = 0 � îñîáàÿ òî÷êà, òàê êàê êî-
ýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (6.10) îáðàùàþòñÿ â íåé â áåñêîíå÷íîñòü, â
ðåøåíèè íåîáõîäèìî âûäåëèòü ñòåïåííîé ìíîæèòåëü. Áóäåì èñêàòü
ôóíêöèþ J(x) â ñëåäóþùåì âèäå:

J(x) = xσ
(
a0 + a1 x + a2 x2 + · · ·+ ak xk + · · ·) , (6.12)

ãäå σ � íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.
Ïîäñòàâëÿåì ðåøåíèå (6.12) â (6.10). Â ðåçóëüòàòå â ëåâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ îáðàçóåòñÿ ðÿä ïî ñòåïåíÿì x, êîòîðûé ìîæåò áûòü ðàâåí
íóëþ òîëüêî ïðè ðàâåíñòâå íóëþ êîýôôèöèåíòîâ ïðè êàæäîé ñòåïå-
íè xk (k = 0, 1, 2, . . .). Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ak:

[
σ2 − ν2] a0 = 0 , (6.13)[
(σ + 1)2 − ν2

]
a1 = 0 , (6.14)

[
(σ + k)2 − ν2

]
ak + ak−2 = 0 , k = 2, 3, . . . . (6.15)

Êàê âèäíî èç (6.12), ñëó÷àé a0 = 0 ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó ïåðåîïðå-
äåëåíèþ σ, òàê ÷òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a0 6= 0. Èç óðàâíåíèÿ (6.13)
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ñëåäóåò, ÷òî σ2 = ν2, òî åñòü σ = ±ν. Ïîäñòàâëÿÿ σ â óðàâíåíèå
(6.14), ïîëó÷àåì:

[±2ν + 1] a1 = 0 .

Âèäíî, ÷òî çäåñü åñòü îñîáûé ñëó÷àé. Åñëè ν = ±1/2, òî êîýôôè-
öèåíò a1 ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ. Ýòó âîçìîæíîñòü ìû áóäåì
àíàëèçèðîâàòü ïîçæå, êàê ìû óâèäèì, â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (6.10) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ïîêà ÷òî
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ν 6= ±1/2, òîãäà êîýôôèöèåíò a1 = 0. Ýòî ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî a3 = a5 = . . . = a2k+1 = 0, â ñèëó ðåêóððåíòíî-
ãî ñîîòíîøåíèÿ (6.15). Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (6.12) ñîäåðæèò âíóòðè
ñêîáîê òîëüêî ÷ëåíû ñ ÷¼òíûìè ñòåïåíÿìè x, êîýôôèöèåíòû ïðè
êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî:

ak = − ak−2

(σ + k + ν)(σ + k − ν)
. (6.16)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé σ = +ν, òîãäà

ak = − ak−2

k(k + 2ν)
,

ãäå k � ÷¼òíîå. Îáîçíà÷èì k = 2m, òîãäà, ïðèìåíÿÿ ðàç çà ðàçîì
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì:

a2m = − a2m−2

2m(2m + 2ν)
=

a2m−4

2m(2m− 2)(2m + 2ν)(2m + 2ν − 2)
=

= (−1)m a0

22m m! (m + ν)(m + ν − 1) . . . (1 + ν)
. (6.17)

Êîýôôèöèåíò a0 îñòà¼òñÿ ïðîèçâîëüíûì. Äîîïðåäåëèì åãî ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

a0 =
1

2ν Γ(1 + ν)
,

ãäå ââåäåíà ãàììà-ôóíêöèÿ Γ(s), îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèÿìè:

Γ(s) =

∞∫

0

xs−1e−xdx , Γ(n+1) = n! (n−öåëîå), s Γ(s) = Γ(s+1) .

(6.18)
Áëàãîäàðÿ ïîñëåäíåìó ñâîéñòâó ãàììà-ôóíêöèè ïðîèçâåäåíèå ñêî-
áîê â çíàìåíàòåëå êîýôôèöèåíòà a2m ïîñëåäîâàòåëüíî ñîáèðàåòñÿ â
ôóíêöèþ:

(m + ν)(m + ν − 1) . . . (1 + ν) Γ(1 + ν) = Γ(m + 1 + ν) ,
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÷òî äà¼ò:
a2m =

(−1)m

22m+ν Γ(m + 1) Γ(m + 1 + ν)
.

Îêîí÷àòåëüíî ðÿä äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ (6.12) ïðè σ = +ν ïðèíè-
ìàåò âèä:

Jν(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

Γ(m + 1)Γ(m + 1 + ν)

(x

2

)2m+ν

, (6.19)

èëè

Jν(x) =
xν

2ν Γ(ν + 1)

[
1− x2

22 1! (ν + 1)
+

x4

24 2! (ν + 1)(ν + 2)
− · · ·

]
.

(6.20)
Å¼ äðóãîå íàçâàíèå � öèëèíäðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 1-ãî ðîäà. Òàêîé ðÿä
ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ x.

Äëÿ ñëó÷àÿ σ = −ν, ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íî
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ν íå öåëîå ÷èñëî, ïîëó÷èì âòîðîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Áåññåëÿ (6.10):

J−ν(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

Γ(m + 1)Γ(m + 1− ν)

(x

2

)2m−ν

, (6.21)

èëè

J−ν(x) =
2ν

xν Γ(−ν + 1)

[
1− x2

22 1! (−ν + 1)
+ · · ·

]
. (6.22)

Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ Jν(x) èìååò íîëü ïîðÿäêà
ν, à ôóíêöèÿ J−ν(x) � ïîëþñ ïîðÿäêà ν (ïðè íåöåëûõ ν), òî åñòü
îíè ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ
Áåññåëÿ (6.10). Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ yν(x) ïðè íåöåëîì ν èìååò
âèä

yν(x) = C1 Jν(x) + C2 J−ν(x) , (6.23)
ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Åñëè â êîíêðåòíîé çàäà÷å
èùåòñÿ îãðàíè÷åííîå â íóëå ðåøåíèå, òî ñëåäóåò áðàòü òîëüêî ïåðâîå
ñëàãàåìîå.

Îäíàêî ýòè ðàññóæäåíèÿ, êàê è ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ
J−ν(x), íåñïðàâåäëèâû ïðè öåëî÷èñëåííûõ ν. Äåëî â òîì, ÷òî ãàììà-
ôóíêöèÿ ïðè öåëûõ íåïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà îáðà-
ùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, Γ(0), Γ(−1), Γ(−2) · · · → ∞. Ñëåäîâàòåëü-
íî, è ñîîòíîøåíèå (6.17), è äîîïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà a0 òåðÿþò
ñìûñë ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ ν.
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Ðèñ. 6.1: Ãðàôèêè ôóíêöèé Áåññåëÿ J0(x) (òîëñòàÿ ëèíèÿ), J1(x) (òîíêàÿ ñïëîø-
íàÿ ëèíèÿ), J−1/3(x) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ)

Òåì íå ìåíåå, ôîðìóëà (6.21) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ îòðèöàòåëüíûì öåëûì èíäåêñîì, åñëè
ñîâåðøèòü â íåé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ν → n. Ó÷ò¼ì, ÷òî ïðè ýòîì
ñëàãàåìûå, ãäå â çíàìåíàòåëå áóäóò âîçíèêàòü Γ(0), Γ(−1), Γ(−2) . . . ,
îáðàòÿòñÿ â íîëü, è ñóììèðîâàíèå îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ áóäåò íà÷è-
íàòüñÿ ñ m = n. Ñäâèãàÿ èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì:

J−n(x) =
∞∑

m=n

(−1)m

Γ(m + 1)Γ(m + 1− n)

(x

2

)2m−n

∣∣∣∣∣
m−n=m′

=

=
∞∑

m′=0

(−1)m′+n

Γ(m′ + n + 1)Γ(m′ + 1)

(x

2

)2m′+n

,

òî åñòü, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêîâîãî ìíîæèòåëÿ, çäåñü âîñïðîèçâîäèò-
ñÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ Jn(x). Òàêèì îáðàçîì, ïðè öåëûõ ν = n äâà
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (6.23) îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìû-
ìè:

J−n(x) = (−1)n Jn(x) . (6.24)

Îäíàêî, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Áåññåëÿ (6.10) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèåì 2-ãî ïîðÿäêà, åãî âòîðîå íåçàâèñèìîå ðåøåíèå
ïðè ν = n äîëæíî ñóùåñòâîâàòü. Îíî áóäåò íàéäåíî â ñëåäóþùåì
ïàðàãðàôå.

Íà ðèñ. 6.1 èçîáðàæåíû ãðàôèêè íåñêîëüêèõ ôóíêöèé Áåññåëÿ.
Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ëþáîãî ïîðÿäêà èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé,
Jν(µ

(ν)
i ) = 0, i = 1, 2, . . . . Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (6.11) îïðåäåëÿåò,
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òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà λ, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íóëè ôóíêöèè Áåññåëÿ: λi =
(µi/ρ0)

2.
Ìåæäó ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ ñóùåñòâóþò ðåêóð-

ðåíòíûå ôîðìóëû, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè â ïðàêòè÷å-
ñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Ðàçäåëèì Jν(x) íà xν è ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x, â ïîëó÷åííîé
ñóììå ñäâèíåì èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ íà 1 è ïîñëå ýòîãî äîìíîæèì
è ðàçäåëèì íà xν:

d

dx

Jν(x)

xν
=

1

2ν

∞∑
m=1

(−1)m m

Γ(m + 1)Γ(m + 1 + ν)

(x

2

)2m−1
∣∣∣∣∣
m−1=m′

=

=
1

2ν

∞∑

m′=0

(−1)m′+1

Γ(m′ + 1)Γ(m′ + 2 + ν)

(x

2

)2m′+1
= −Jν+1(x)

xν
.

Óäîáíåå ïåðåïèñàòü ýòî ñîîòíîøåíèå èíà÷å:
1

x

d

dx

Jν(x)

xν
= −Jν+1(x)

xν+1 . (6.25)

Ïîâòîðÿÿ ìíîãîêðàòíî ïðîöåäóðó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è äåëåíèÿ íà
x, âèäèì, ÷òî êàæäûé ðàç ïîðÿäîê ôóíêöèè Áåññåëÿ è ñòåïåíü x â
çíàìåíàòåëå áóäóò óâåëè÷èâàòüñÿ íà 1:

(
1

x

d

dx

)n
Jν(x)

xν
= (−1)n Jν+n(x)

xν+n
. (6.26)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû
1

x

d

dx
[xνJν(x)] = xν−1Jν−1(x) , (6.27)

(
1

x

d

dx

)n

[xνJν(x)] = xν−nJν−n(x) . (6.28)

Ðàñêðîåì ïðîèçâîäíóþ â ôîðìóëå (6.25):
1

x

[
J ′ν(x)

xν
− ν

Jν(x)

xν+1

]
= −Jν+1(x)

xν+1 ,

îòêóäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùå ôóíêöèþ
Áåññåëÿ è å¼ ïðîèçâîäíóþ:

J ′ν(x) = −Jν+1(x) + ν
Jν(x)

x
. (6.29)
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè ν = 0 îòñþäà ïîëó÷àåì J ′0(x) = −J1(x).
Ðàñêðîåì ïðîèçâîäíóþ (6.27):

1

x

[
xνJ ′ν(x) + ν xν−1Jν(x)

]
= xν−1Jν−1(x) ,

îòêóäà ïîëó÷àåì
J ′ν(x) = Jν−1 − ν

Jν(x)

x
. (6.30)

Êîìáèíèðóÿ ôîðìóëû (6.29) è (6.30), íàõîäèì åù¼ äâà ñîîòíîøåíèÿ:

Jν−1(x)− Jν+1(x) = 2J ′ν(x) , (6.31)

Jν−1(x) + Jν+1(x) = 2ν
Jν(x)

x
. (6.32)

Ñîîòíîøåíèå (6.32) ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, çíàÿ ôóíêöèè J0(x) è
J1(x) (êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû ñóììèðîâàíèåì ðÿäîâ (6.19) ),
íàõîäèòü ôóíêöèè Áåññåëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî ïîðÿäêà ïðîñòû-
ìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè.

Äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ öåëî÷èñëåííîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóþò ñîîò-
íîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè:

1∫

0

Jn(µ
(n)
i x) Jn(µ

(n)
j x) x dx = δij

1

2

[
Jn+1(µ

(n)
j )

]2
, (6.33)

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêêåðà, µ
(n)
i , µ

(n)
j � äâà íóëÿ ôóíêöèè Jn(x).

6.3 Ôóíêöèè Íåéìàíà, Õàíêåëÿ,
Ìàêäîíàëüäà

Êàê âèäíî èç (6.24), äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ Jν(x) è
J−ν(x) ïåðåñòàþò áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ïðè öåëî÷èñëåííûõ
èíäåêñàõ ν = n. Îäíàêî, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå èìååò âòîðîé ïîðÿ-
äîê, åãî âòîðîå ðåøåíèå, íåçàâèñèìîå îò Jn(x), ïðè ýòîì äîëæíî
ñóùåñòâîâàòü. Êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, ìû íå ìîãëè åãî íàéòè, çà-
ïèñûâàÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà. Ñó-
ùåñòâóåò èíîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî íåçàâèñèìîãî ðåøåíèÿ. Â
îáùåì ðåøåíèè (6.23) âûáåðåì êîýôôèöèåíòû â âèäå:

C1 =
cos νπ

sin νπ
, C2 = − 1

sin νπ
, (6.34)
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ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì ôóíêöèþ

Nν(x) =
Jν(x) cos νπ − J−ν(x)

sin νπ
, (6.35)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Íåéìàíà, èëè öèëèíäðè÷åñêîé ôóíê-
öèåé 2-ãî ðîäà.

Ïðè ν, ðàâíîì öåëîìó ÷èñëó, â âûðàæåíèè (6.35) âîçíèêàåò íåîïðå-
äåë¼ííîñòü òèïà 0/0. Óñòðåìëÿÿ ν → n è ðàñêðûâàÿ íåîïðåäåë¼í-
íîñòü ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷àåì:

Nn(x) = lim
ν→n

Jν(x) cos νπ − J−ν(x)

sin νπ
=

= lim
ν→n

∂
∂ν [Jν(x) cos νπ − J−ν(x)]

∂
∂ν [sin νπ]

=

=
1

π

[
∂

∂ν
Jν(x)

∣∣∣∣
ν=n

− (−1)n ∂

∂ν
J−ν(x)

∣∣∣∣
ν=n

]
. (6.36)

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé Áåññåëÿ ïî èíäåêñó íàéä¼ì, äèôôåðåíöèðóÿ
ðÿäû (6.19) è (6.21):

∂

∂ν
Jν(x)

∣∣∣∣
ν=n

=
∞∑

m=0

(−1)m

Γ(m + 1)

(x

2

)2m

×

× ∂

∂ν

[(x

2

)ν 1

Γ(m + ν + 1)

]∣∣∣∣
ν=n

= Jn(x) ln
x

2
−Rn(x) ,(6.37)

∂

∂ν
J−ν(x)

∣∣∣∣
ν=n

= −J−n(x) ln
x

2
+ R−n(x) , (6.38)

ãäå îáîçíà÷åíî

Rn(x) =
∞∑

m=0

(−1)m Γ′(m + n + 1)

Γ(m + 1) [Γ(m + n + 1)]2

(x

2

)2m+n

.

Ïîäñòàâëÿÿ (6.37) è (6.38) â (6.36) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
J−n(x) = (−1)n Jn(x), ïîëó÷àåì

Nn(x) =
1

π

[
2 Jn(x) ln

x

2
−Rn(x)− (−1)nR−n(x)

]
. (6.39)

Ôîðìóëà (6.39) åñòü âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Íåéìàíà öåëî÷èñëåí-
íîãî èíäåêñà. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïî÷åìó äàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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Áåññåëÿ íå áûëî âûÿâëåíî ðàíåå, ïðè ïîäñòàíîâêå ñòåïåííîãî ðÿäà?
Îòâåò ïðîñò: ôóíêöèÿ ln(x/2) íå ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïðè ìàëûõ x,
òî åñòü ðåøåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ
ñàìûì îáùèì.

Èòàê, êîãäà ïàðàìåòð ν â óðàâíåíèè Áåññåëÿ öåëî÷èñëåííûé, ν =
n, åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä

yn(x) = C1Jn(x) + C2Nn(x) .

Ôóíêöèè Õàíêåëÿ
Èíîãäà îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì âìåñòî ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà

èñïîëüçîâàòü äðóãèå, êîìïëåêñíûå ôóíêöèè � ôóíêöèè Õàíêåëÿ:
H(1)

ν (x) ≡ Jν(x) + i Nν(x) ,

H(2)
ν (x) ≡ Jν(x)− i Nν(x) , (6.40)

ãäå H
(1)
ν (x), H

(2)
ν (x) íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè Õàíêåëÿ ïåðâîãî è âòî-

ðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî, ν � ïðîèçâîëüíûé âåùåñòâåííûé èíäåêñ.
Â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ôóíêöèè Õàíêåëÿ óäîáíåå ôóíêöèé Áåñ-

ñåëÿ òåì, ÷òî ôîðìóëû (6.40) íå òðåáóþò äîîïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ
ëè èíäåêñ öåëûì èëè íåöåëûì. Ïðè íåöåëûõ ν èç (6.40) è (6.35)
èìååì:

H(1)
ν (x) =

J−ν(x)− Jν(x) e−iνπ

i sin νπ
, (6.41)

H(2)
ν (x) =

J−ν(x)− Jν(x) eiνπ

−i sin νπ
. (6.42)

Ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà
Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ âîçíèêàåò óðàâíåíèå, î÷åíü ïîõîæåå íà óðàâ-

íåíèå Áåññåëÿ, à èìåííî:

y′′ +
1

x
y′ −

(
1 +

ν2

x2

)
y = 0 . (6.43)

Îíî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ìàêäîíàëüäà. Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî
åãî ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ, åñëè ñ÷èòàòü x ÷èñòî ìíè-
ìîé âåëè÷èíîé è ïðîèçâåñòè çàìåíó x → ix, ãäå íîâîå x � óæå âå-
ùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.43)
èìåþò âèä y(x) = Jν(ix).
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Ïðåîáðàçóåì Jν(ix):

Jν(ix) =
∞∑

n=0

(−1)n

Γ(n + 1)Γ(n + ν + 1)

(
ix

2

)2n+ν

=

= iν
∞∑

n=0

1

Γ(n + 1)Γ(n + ν + 1)

(x

2

)2n+ν

≡

≡ iν Iν(x) .

Ôóíêöèÿ Iν(x) íàçûâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèåé Áåññåëÿ:

Iν(x) =
∞∑

n=0

1

Γ(n + 1)Γ(n + ν + 1)

(x

2

)2n+ν

. (6.44)

Òî÷íî òàê æå ââîäèòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ îòðè-
öàòåëüíîãî èíäåêñà

I−ν(x) =
∞∑

n=0

1

Γ(n + 1)Γ(n− ν + 1)

(x

2

)2n−ν

. (6.45)

Ôóíêöèè Iν(x) è I−ν(x) îáðàçóþò ïðè íåöåëûõ ν äâà íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìàêäîíàëüäà (6.43), à îáùåå ðåøåíèå � èõ ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, îäíàêî, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåñ-
ñåëÿ ñ öåëî÷èñëåííûì èíäåêñîì n è −n ñîâïàäàþò

I−n(x) = In(x) ,

òî åñòü ñíîâà íóæíî èñêàòü âòîðîå íåçàâèñèìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ìàêäîíàëüäà. Êàê è â ñëó÷àå ñ óðàâíåíèåì Áåññåëÿ, ñòðîèòñÿ ôóíê-
öèÿ, êîòîðàÿ ïðè öåëîì èíäåêñå ν = n îáðàùàåòñÿ â íåîïðåäåëåí-
íîñòü òèïà 0/0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
Ìàêäîíàëüäà è èìååò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå

Kν(x) ≡ π

2 sin νπ
[I−ν(x)− Iν(x)] . (6.46)

Â ñëó÷àå öåëî÷èñëåííîãî èíäåêñà îíà ïðèíèìàåò âèä

Kn(x) =
(−1)n

2

[
∂

∂ν
I−ν(x)− ∂

∂ν
Iν(x)

]∣∣∣∣
ν=n

. (6.47)

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ è ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà íà-
çûâàþòñÿ òàêæå öèëèíäðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ìíèìîãî àðãóìåíòà
.
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6.4 Èíòåãðàë Áåññåëÿ
Íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè Áåññåëÿ â âèäå ðÿäà (6.19),

ñóùåñòâóåò òàêæå å¼ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëà. ×òîáû íàéòè
åãî, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(θ, x) = eix cos θ, ãäå θ áóäåì ñ÷èòàòü àð-
ãóìåíòîì ôóíêöèè, à x � ïàðàìåòðîì. Âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(θ, x)
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé è ïåðèîäè÷åñêîé, ïîýòîìó å¼ ìîæíî ðàçëîæèòü â
ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì:

eix cos θ =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos nθ, −π 6 θ 6 π . (6.48)

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ an èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

an =
1

π

π∫

−π

eix cos θ cos nθ dθ, n = 0, 1, 2, . . . . (6.49)

Èíòåãðàë (6.49) íå âû÷èñëÿåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Äëÿ
åãî íàõîæäåíèÿ ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óðàâíåíèå (6.48) ñî-
äåðæèò cos θ è cos nθ. Ïðåîáðàçóåì èõ ïî ôîðìóëå Ýéëåðà:

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
; cos nθ =

einθ + e−inθ

2
.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ τ ≡ eiθ. Âûðàçèì êîñèíóñû â óðàâíåíèè
(6.48) ÷åðåç ïåðåìåííóþ τ

exp

[
ix

2

(
τ +

1

τ

)]
=

a0

2
+

∞∑
n=1

an

2

(
τn +

1

τn

)
=

+∞∑
n=−∞

an

2
τn, (6.50)

ãäå a−n = an. Òåïåðü ïðåäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà òàêæå
â âèäå ðÿäà ïî ïåðåìåííîé τ , èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ýêñïîíåíò â
ñòåïåííîé ðÿä

exp

(
ixτ

2

)
exp

(
ix

2τ

)
=

∞∑

l=0

ilxlτ l

2ll!

∞∑
m=0

imxm

2m τm m!
=

=
∞∑

l=0

∞∑
m=0

il+mxl+mτ l−m

2l+m l! m!
.
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Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðÿäîâ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (6.50),
ïðîèçâåäåì ñäâèã ïåðåìåííîé ñóììèðîâàíèÿ, ââîäÿ âìåñòî l íîâóþ
ïåðåìåííóþ n ñëåäóþùèì îáðàçîì: n = l −m. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò
çíàêîìûé ðÿä äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ:

+∞∑
n=−∞

inτn
∞∑

m=0

(−1)m

m!(m + n)!

(x

2

)2m+n

=
+∞∑

n=−∞
inτnJn(x) .

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû an âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Áåñ-
ñåëÿ

an

2
= inJn(x) . (6.51)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòîâ an ÷å-
ðåç èíòåãðàë (6.49), ìû ïîëó÷àåì íîâîå, èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèé Áåññåëÿ:

Jn(x) =
i−n

2π

π∫

−π

eix cos θ cos nθ dθ =
i−n

2π

π∫

−π

eix cos θe−inθ dθ .

Çäåñü ìû äîáàâèëè èíòåãðàë îò íå÷åòíîé ôóíêöèè eix cos θ sin nθ, ðàâ-
íûé íóëþ â ñèììåòðè÷íûõ ïðåäåëàõ.

Ïîäñòàâëÿÿ i−n = e−inπ/2, ïåðåéäåì îò ïåðåìåííîé θ ê ïåðåìåííîé
ϕ ñëåäóþùèì îáðàçîì: θ + π/2 = ϕ. Ó÷èòûâàÿ,÷òî cos

(
ϕ− π

2

)
=

sin ϕ, èìååì

Jn(x) =
1

2π

3π/2∫

−π/2

ei(x sinϕ−nϕ) dϕ .

Çäåñü çàïèñàí èíòåãðàë ïî ïîëíîìó óãëó 2π, íî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ
ei(x sin ϕ−nϕ) ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ϕ ñ ïåðèîäîì 2π, ìîæíî ïåðåäâèíóòü
ïðåäåëû:

Jn(x) =
1

2π

π∫

−π

ei(x sinϕ−nϕ) dϕ .

Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ � âåùåñòâåííàÿ, ïîýòîìó ìíèìàÿ ÷àñòü èíòå-
ãðàëà îáÿçàíà îáðàòèòüñÿ â íîëü. Ýòî óñëîâèå àâòîìàòè÷åñêè âûïîë-
íÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ sin (x sin ϕ− nϕ) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ.
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Îêîí÷àòåëüíî èìååì:

Jn(x) =
1

π

π∫

0

cos (x sin ϕ− nϕ) dϕ . (6.52)

Ýòî è åñòü èíòåãðàë Áåññåëÿ.
Ñóùåñòâóåò îáîáùåíèå ôîðìóëû (6.52) äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ íåöå-

ëî÷èñëåííîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåä¼ì åãî áåç âûâîäà:

Jν(x) =
1

π

π∫

0

cos (x sin ϕ− νϕ) dϕ− sin νπ

π

∞∫

0

e−xshϕ−νϕ dϕ . (6.53)

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà an ÷åðåç ôóíêöèþ Áåñ-

ñåëÿ (6.51) â ôîðìóëó (6.50):

exp

[
ix

2

(
τ +

1

τ

)]
=

+∞∑
n=−∞

inJn(x)τn. (6.54)

Ïåðåéä¼ì îò ïåðåìåííîé τ ê íîâîé ïåðåìåííîé t: iτ ≡ t. Óðàâíåíèå
(6.54) ïðèíèìàåò âèä:

exp

[
x

2

(
t− 1

t

)]
=

+∞∑
n=−∞

Jn(x) tn . (6.55)

Çäåñü óìåñòíî ïðèâåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: ïóñòü èìååòñÿ
ñåìåéñòâî ôóíêöèé {yn(x)}, òîãäà ôóíêöèÿ Ψ(t, x) íàçûâàåòñÿ ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèåé ýòîãî ñåìåéñòâà, åñëè

Ψ(t, x) =
∑

n

yn(x) tn. (6.56)

Åñëè â ôîðìóëå (6.56) ñóììèðîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ, n =
0, 1, 2, . . . (ðÿä Òýéëîðà), òîãäà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà èìååì:

yn(x) =
1

n!

∂n

∂tn
Ψ(t, x)

∣∣∣∣
t=0

, n = 0, 1, 2, . . . , (6.57)

òî åñòü çíàíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ñåìåéñòâà ôóíêöèé ïîç-
âîëÿåò îïðåäåëèòü êàæäóþ èç íèõ. Ïî ôîðìóëå Êîøè ïðîèçâîäíóþ
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ìîæíî ñâåñòè ê èíòåãðàëó ïî êîíòóðó C â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
z, îêðóæàþùåìó òî÷êó z = 0 :

yn(x) =
1

2πi

∮

C

Ψ(z, x)

zn+1 dz . (6.58)

Äàííàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðÿä (6.56) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä Ëîðàíà, òî åñòü ñóììèðîâàíèå â í¼ì íà÷èíàåòñÿ
ñ n = −∞.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñåìåéñòâà ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ öåëî÷èñëåííû-
ìè èíäåêñàìè ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Ψ(t, x) èìååò âèä:

Ψ(t, x) = exp

[
x

2

(
t− 1

t

)]
. (6.59)

6.5 Ôóíêöèè Áåññåëÿ ïîëóöåëîãî ïîðÿäêà
Ïðåäñòàâëÿÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿ-

äà, ìû îòìåòèëè îñîáûé ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòð ν = ±1/2. Áûëî
ñäåëàíî óòâåðæäåíèå, ÷òî ïðè ýòîì ôóíêöèè Áåññåëÿ âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè Áåññåëÿ ëþ-
áîãî ïîëóöåëîãî ïîðÿäêà ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå
ôóíêöèè.

Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè Áåññåëÿ ïîðÿäêà 1/2 â âèäå
ñòåïåííîãî ðÿäà:

J1/2(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

Γ(m + 1) Γ(m + 3/2)

(x

2

)2m+1/2
. (6.60)

Îïèðàÿñü íà èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ãàììà-ôóíêöèè

Γ(s + 1) = s Γ(s) ,

ïîëó÷àåì

Γ

(
2m + 3

2

)
=

(
2m + 1

2

)
Γ

(
2m + 1

2

)
= . . . =

=

(
2m + 1

2

)(
2m− 1

2

)(
2m− 3

2

)
. . .

1

2
Γ

(
1

2

)
. (6.61)
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Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ãàììà-ôóíêöèè (6.18) íàõîäèì

Γ

(
1

2

)
=

∞∫

0

1√
t
e−t dt =

√
π .

Âûðàæåíèå (6.61) ìîæíî óïðîñòèòü. Çàìåòèì, ÷òî â ÷èñëèòåëå â
(6.61) ñòîÿò íå÷åòíûå ÷èñëà, óìåíüøàÿñü îò 2m+1 äî 1. Äîìíîæèì
÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 2m(2m − 2) . . . 2. Âèäíî, ÷òî â òàêîì
ñëó÷àå â ÷èñëèòåëå ôîðìèðóåòñÿ (2m+1)!, òîãäà êàê â çíàìåíàòåëå
îáðàçóåòñÿ 22m+1 m!.

Òàêèì îáðàçîì:

Γ

(
2m + 3

2

)
=

(2m + 1)!

22m+1 m!

√
π .

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (6.60), âèäèì, ÷òî â í¼ì îáðàçó-
åòñÿ ñòåïåííîé ðÿä äëÿ ñèíóñà:

J1/2(x) =

√
2

πx

∞∑
m=0

(−1)mx2m+1

(2m + 1)!
=

√
2

πx
sin x . (6.62)

Ôóíêöèè Áåññåëÿ áîëåå âûñîêèõ ïîëóöåëûõ ïîðÿäêîâ ìîæíî íàé-
òè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (6.26) ïðè ν = 1/2:

Jn+1/2(x) = (−1)n xn

√
2x

π

(
1

x

d

dx

)n
sin x

x
, (6.63)

îòêóäà âèäíî, ÷òî ýòî òàêæå áóäóò ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.
Àíàëîãè÷íî íàéäåì ôóíêöèþ Áåññåëÿ ïðè ν = −1/2:

J−1/2(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

Γ(m + 1) Γ(m + 1/2)

(x

2

)2m−1/2
.

Ãàììà-ôóíêöèÿ â çíàìåíàòåëå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

Γ

(
2m + 1

2

)
=

(2m)!

22m m!

√
π ,

÷òî âåä¼ò ê ôîðìèðîâàíèþ ñòåïåííîãî ðÿäà äëÿ êîñèíóñà:

J−1/2(x) =

√
2

πx

∞∑
m=0

(−1)mx2m

(2m)!
=

√
2

πx
cos x . (6.64)
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Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (6.28) ïðè ν = −1/2, ïîëó÷àåì îáùóþ ôîð-
ìóëó äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ îòðèöàòåëüíîãî ïîëóöåëîãî ïîðÿäêà

J−n−1/2(x) = xn

√
2x

π

(
1

x

d

dx

)n
cos x

x
. (6.65)

6.6 Àñèìïòîòèêà ôóíêöèé Áåññåëÿ
Êîãäà ìû ðàáîòàåì ñî ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè, ìû èõ çàïèñû-

âàåì â âèäå ðÿäà èëè â âèäå èíòåãðàëà � ýòî, êàê ïðàâèëî, äîâîëüíî
ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ. Â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ ÷àñòî áûâàþò ñëó-
÷àè, êîãäà äîñòàòî÷íî çíàòü ôóíêöèþ ïðè íåêîòîðîì ïðåäåëüíîì,
íàïðèìåð, î÷åíü áîëüøîì èëè î÷åíü ìàëîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà. Ïðè
ýòîì ìîæíî îáîéòèñü áîëåå ïðîñòûì, àñèìïòîòè÷åñêèì âûðàæåíèåì
äëÿ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Áåññåëÿ Jν(x) (ν > 0) ïðè ìà-
ëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà (x ¿ 1). Ïðè ýòîì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
ïåðâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä (6.20):

Jν(x)

∣∣∣∣
x→0

=
1

Γ(1 + ν)

(x

2

)ν

+ O
(
xν+2) , ν > 0 . (6.66)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ôóíêöèÿ Áåññåëÿ Jν(x) (ν > 0) èìååò ïðè
x → 0 íîëü ïîðÿäêà ν.

Äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ îòðèöàòåëüíîãî ïîðÿäêà ïîâåäåíèå â íóëå
ñîâåðøåííî èíîå:

J−ν(x)

∣∣∣∣
x→0

=
1

Γ(1− ν)

(
2

x

)ν

+ O

(
x2

xν

)
, ν > 0 . (6.67)

Ôóíêöèÿ J−ν(x) èìååò ïðè x → 0 ïîëþñ ïîðÿäêà ν.
Ïóñòü òåïåðü àðãóìåíò ôóíêöèè Áåññåëÿ � î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå â ðÿä íåóäîá-
íî. ×ëåíû òàêîãî ðÿäà ñíà÷àëà áóäóò áûñòðî íàðàñòàòü çà ñ÷åò áîëü-
øîãî x, íî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íîìåðà, ñõî-
äèìîñòü áóäåò îáåñïå÷èâàòüñÿ áîëåå áûñòðûì ðîñòîì ãàììà-ôóíêöèè
â çíàìåíàòåëå. Íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü áîëüøîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà.

Îäíàêî ñóùåñòâóåò äðóãîé ïóòü. Ðàññìîòðèì àñèìïòîòèêó ôóíê-
öèè Áåññåëÿ ïîëóöåëîãî ïîðÿäêà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà

Jn+1/2(x)

∣∣∣∣
x→∞

= (−1)nxn+ 1
2

√
2

π

(
1

x

d

dx

)n
sin x

x

∣∣∣∣
x→∞

.
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Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ
d

dx

(
sin x

x

)
=

cos x

x
− sin x

x2 ,

âèäèì, ÷òî âòîðûì ñëàãàåìûì â ýòîé ôîðìóëå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
ïðè áîëüøèõ x, ïîñêîëüêó îíî èìååò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìà-
ëîñòè, ÷åì ïåðâîå. Âèäíî òàêæå, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñëåäóþùèõ
ïðîèçâîäíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèå ñòåïåííîé ôóíêöèè x â çíàìåíà-
òåëå óâåëè÷èâàåò îòðèöàòåëüíóþ ñòåïåíü x, òî åñòü äà¼ò ÷ëåíû áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, òîãäà êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå sin x èëè
cos x â ÷èñëèòåëå íå ìåíÿåò ñòåïåíü x. Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì
ýòàïå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå òîëüêî
îò sin x è cos x, íå äèôôåðåíöèðóÿ ñòåïåííóþ ôóíêöèþ x â çíàìå-
íàòåëå.

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
d

dx
sin x = cos x = − sin

(
x− π

2

)

óäîáíî ïðåäñòàâèòü ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n â âèäå
dn

dxn
sin x = (−1)n sin

(
x− n

π

2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå áóäåì èìåòü:

Jn+1/2(x)

∣∣∣∣
x→∞

=

√
2

πx
sin

(
x− n

π

2

)
+ O

(
1

x3/2

)
=

=

√
2

πx
cos

(
x− (n +

1

2
)
π

2
− π

4

)
+ O

(
1

x3/2

)
. (6.68)

Ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî, ñì. íàïðèìåð [1], ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå (6.68) ñïðàâåäëèâî äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà:

Jν(x)

∣∣∣∣
x→∞

=

√
2

πx
cos

(
x− ν

π

2
− π

4

)
+ O

(
1

x3/2

)
, (6.69)

è àíàëîãè÷íî

J−ν(x)

∣∣∣∣
x→∞

=

√
2

πx
cos

(
x + ν

π

2
− π

4

)
+ O

(
1

x3/2

)
. (6.70)
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Ðèñ. 6.2: Ãðàôèêè ôóíêöèè Áåññåëÿ J2/3(x) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è å¼ àñèìïòî-
òèê ïðè ìàëûõ (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è áîëüøèõ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) çíà÷åíèÿõ
àðãóìåíòà

Èç âûðàæåíèÿ (6.35) íàõîäèì àñèìïòîòèêó ôóíêöèè Íåéìàíà:

Nν(x)

∣∣∣∣
x→∞

=

√
2

πx
sin

(
x− ν

π

2
− π

4

)
+ O

(
1

x3/2

)
, (6.71)

à èç ôîðìóë (6.40) � àñèìïòîòèêè ôóíêöèé Õàíêåëÿ:

H(1)
ν (x)

∣∣∣∣
x→∞

=

√
2

πx
exp

[
i
(
x− ν

π

2
− π

4

)]
+ O

(
1

x3/2

)
,

(6.72)

H(2)
ν (x)

∣∣∣∣
x→∞

=

√
2

πx
exp

[
−i

(
x− ν

π

2
− π

4

)]
+ O

(
1

x3/2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Áåññå-
ëÿ, Íåéìàíà è Õàíêåëÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ôîðìóëàìè Ýéëåðà.

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü îïðàâäàííîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó-
÷åííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë, íà ðèñ. 6.2 èçîáðàæåíû ãðàôèêè
ôóíêöèè Áåññåëÿ J2/3(x) è å¼ àñèìïòîòèê ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, îïðåäåëÿåìûõ ëèäèðóþùèìè ÷ëåíàìè â ôîð-
ìóëàõ (6.66) è (6.69) ñîîòâåòñòâåííî. Âèäíî, ÷òî ôîðìóëà (6.66), ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ïðåäåëó x → 0, â äåéñòâèòåëüíîñòè õîðîøî ðàáîòàåò
óæå ïðè x . 0.5, à ôîðìóëà (6.69), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåäåëó x →∞
� ïðè x & 2.

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèé öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíèìîãî àðãó-
ìåíòà, íåñëîæíî íàéòè èõ àñèìïòîòèêè, ëèäèðóþùèå ÷ëåíû êîòî-
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ðûõ îêàçûâàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò ïîðÿäêà ôóíêöèè:

Iν(x)

∣∣∣∣
x→∞

= ex

[
1√
2πx

+ O

(
1

x3/2

)]
,

Kν(x)

∣∣∣∣
x→∞

= e−x

[√
π

2x
+ O

(
1

x3/2

)]
. (6.73)

6.7 Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ

Ðàññìîòðèì òð¼õìåðíîå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà:

∆ v + λ v = 0 , (6.74)

ñ îäíîðîäíûì óñëîâèåì íà ãðàíèöå îáëàñòè � ïîâåðõíîñòè S:

v
∣∣
S

= 0 . (6.75)

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, ñì. ïàðàãðàô
4.9 ñëåäóåò, ÷òî λ ìîæåò áûòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, λ > 0,
èíà÷å óðàâíåíèå (6.74) áóäåò èìåòü ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Áóäåì àíàëèçèðîâàòü ñëó÷àé, êîãäà âíåøíåé ãðàíèöåé îáëàñòè
ÿâëÿåòñÿ ñôåðà ðàäèóñà r0. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñôå-
ðè÷åñêèå êîîðäèíàòû 0 6 r 6 r0, 0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ < 2π. Îïåðàòîð
Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

∆ v =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂v

∂r

)
+

1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂v

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2v

∂ϕ2

]
.

(6.76)
Ïîñêîëüêó ãðàíè÷íîå óñëîâèå îäíîðîäíîå, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ìå-
òîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ñíà÷àëà îòäåëèì ðàäèàëüíóþ ÷àñòü,
çàïèñûâàÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå:

v(r, θ, ϕ) = R(r) Y (θ, ϕ) , (6.77)

ãäå äëÿ ôóíêöèè R(r) èìååòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå R(r0) = 0. Ââåäÿ
îáîçíà÷åíèå äëÿ óãëîâîé ÷àñòè ëàïëàñèàíà:

∆θ,ϕ Y =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2 ,
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ïîäñòàâèì ðåøåíèå (6.77) â óðàâíåíèå è ðàçäåëèì ïåðåìåííûå. Êàê
îáû÷íî, ïîñêîëüêó â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ôóíêöèÿ òîëüêî ðàäèàëüíîé
ïåðåìåííîé, à ñïðàâà � ôóíêöèÿ òîëüêî óãëîâ, òî â ñèëó íåçàâèñè-
ìîñòè ïåðåìåííûõ ðàâåíñòâî èìååò ñìûñë, òîëüêî åñëè îáå ÷àñòè
ðàâíû êîíñòàíòå:

1

R(r)

d

dr

(
r2 dR(r)

dr

)
+ λ r2 = − 1

Y (θ, ϕ)
∆θ,ϕ Y (θ, ϕ) = µ = const ,

îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè óãëîâ:

∆θ,ϕ Y + µY = 0 , (6.78)

è óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè:
1

r2

(
r2 R′)′ +

(
λ− µ

r2

)
R = 0 , R(r0) = 0 . (6.79)

Êàê è ïðè àíàëèçå óðàâíåíèÿ (6.8), ïàðàìåòð λ ìîæíî óñòðàíèòü
ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ââåäÿ íîâóþ áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåí-
íóþ z ñëåäóþùèì îáðàçîì (λ > 0):

1

r2 = λ
1

z2 .

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (6.79) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:
1

z2

(
z2 R′)′ +

(
1− µ

z2

)
R = 0 . (6.80)

Ââåä¼ì íîâóþ ôóíêöèþ
√

z R(z) ≡ J(z) ,

äëÿ êîòîðîé ïîëó÷èì ñëåäóþùåå çíàêîìîå óðàâíåíèå (çäåñü ââåäåíî
îáîçíà÷åíèå µ + 1/4 ≡ ν2):

J ′′ +
1

z
J ′ +

(
1− ν2

z2

)
J = 0 , (6.81)

òî åñòü óðàâíåíèå Áåññåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé
ôóíêöèè íàéäåíî:

R(r) = C1
1√
r

Jν(
√

λ r) + C2
1√
r

J−ν(
√

λ r) , (6.82)
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ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ (6.78) äëÿ ôóíêöèè óãëîâ Y (θ, ϕ):

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2 + µY = 0 . (6.83)

Åù¼ ðàç ðàçäåëèì ïåðåìåííûå, áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (6.83) â âèäå:

Y (θ, ϕ) = w(θ) Φ(ϕ) . (6.84)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè è ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïî èçâåñòíîé ñõåìå ïî-
ÿâëÿåòñÿ åù¼ îäíà ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ:

1

w(θ)
sin θ

d

dθ

(
sin θ

dw(θ)

dθ

)
+µ sin2 θ = − 1

Φ(ϕ)

d2Φ(ϕ)

dϕ2 = σ = const .

Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè àçèìóòàëüíîãî óãëà Φ(ϕ),

Φ′′ + σ Φ = 0 ,

êàê è â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, äîëæíî èìåòü îäíîçíà÷-
íûå ðåøåíèÿ, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ïðè óñëîâèè σ = m2, ãäå m = 0, 1, 2, . . . .
Ïîëó÷àåì:

Φ(ϕ) = C1 cos mϕ + C2 sin mϕ = Ameimϕ + A−me−imϕ . (6.85)

Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ïîëÿðíîãî óãëà θ çàìåòíî ñëîæíåå:

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dw(θ)

dθ

)
+

(
µ− m2

sin2 θ

)
w(θ) = 0 .

Ïðîèçâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííîé: cos θ ≡ x , dx = − sin θ dθ, ïðåîáðà-
çóåì óðàâíåíèå ê âèäó:

d

dx

(
(1− x2)

dw

dx

)
+

(
µ− m2

1− x2

)
w = 0 , (6.86)

ãäå −1 6 x 6 1. Àíàëèç ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåïðîñòóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ ìû áóäåì ðåøàòü â äâà ýòàïà.
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6.8 Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà
Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ÷àñòíûé, áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ

(6.86), êîãäà m = 0, ïðè ýòîì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè èñ-
÷åçàåò. Î÷åâèäíî, ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò àçèìóòàëüíî ñèììåò-
ðè÷íîìó ðåøåíèþ Φ(ϕ) = const. Óðàâíåíèå, êîòîðîå ïðè ýòîì âîç-
íèêàåò:

d

dx

(
(1− x2)

dw

dx

)
+ µw = 0 , (6.87)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëåæàíäðà. Ýòî óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà:

w(x) =
∞∑

n=0

an xn . (6.88)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå (6.87), ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (6.88):

an+2 =
n(n + 1)− µ

(n + 1)(n + 2)
an . (6.89)

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû a0 è a1 îñòàþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè, à âñå
îñòàëüíûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ. Âûáèðàÿ a0 6= 0 , a1 = 0, ïîëó÷èì
ðÿä (6.88) òîëüêî èç ÷¼òíûõ ñòåïåíåé, åñëè æå a0 = 0 , a1 6= 0 �
òîëüêî èç íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé.

Àíàëèç ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà (6.88) ñ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøå-
íèåì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (6.89) ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå ñõîäèìîñòè
ýòîãî ðÿäà ïðè x = 1 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå θ = 0 íà ñôåðå �
�ñåâåðíîìó ïîëþñó�). Äåëî â òîì, ÷òî âîçíèêàþùèé ïðè ýòîì ÷èñëî-
âîé ðÿä, ñîñòîÿùèé èç êîýôôèöèåíòîâ an, ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå
ðàñõîäÿùèìñÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà:

an+2

an

∣∣∣∣
n→∞

−→ 1 ,

÷òî äà¼ò áåñêîíå÷íûé ðÿä èç åäèíèö. Îäíàêî ýòà áåñêîíå÷íîñòü íå
èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà � òî÷êà θ = 0 íà ñôåðå íè÷åì íå âûäåëå-
íà è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âûáîðîì íàïðàâëåíèÿ îñè z. Ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü îãðàíè÷åííîå â òî÷êå x = 1 ðå-
øåíèå � ïàðàìåòð µ, äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà ïðîèçâîëüíûé, äîëæåí
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áûòü öåëûì ÷èñëîì âèäà

µ = `(` + 1) , ` = 0 , 1 , 2 . . . . (6.90)

Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä îáðûâàåòñÿ, òàê êàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.89), êî-
ýôôèöèåíò a`+2, à çíà÷èò, è âñå ïîñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû îá-
ðàùàþòñÿ â íîëü, è âìåñòî áåñêîíå÷íîãî ðÿäà âîçíèêàåò ïîëèíîì
ñòåïåíè `. Òàêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.87) ïðè µ = `(` + 1) íà-
çûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà ñòåïåíè ` è îáîçíà÷àþòñÿ P`(x).
Ðåøåíèÿ ïðè µ 6= `(`+1), òàê æå êàê è âòîðîå íåçàâèñèìîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (6.87) ïðè µ = `(` + 1), ñîäåðæàò ñèíãóëÿðíîñòü â òî÷êå
x = 1, è ïîýòîìó íå èìåþò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Îíè íàçûâàþòñÿ
ôóíêöèÿìè Ëåæàíäðà.

Ôîðìóëà Ðîäðèãà
Äàëüíåéøèé àíàëèç ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà óäîáíî ïðîâî-

äèòü, ñîâåðøèâ íåêîòîðûé ëîãè÷åñêèé ñêà÷îê è âûïèñàâ ïðîèçâîäÿ-
ùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà:

Ψ(t, x) =
∞∑

`=0

P`(x) t` =
1√

1− 2xt + t2
. (6.91)

Ïîçäíåå ìû çàïîëíèì îáðàçîâàâøèéñÿ ëîãè÷åñêèé ïðîáåë, ïîêàçàâ,
÷òî ôóíêöèè P`(x), îïðåäåëÿåìûå âûðàæåíèåì (6.91), äåéñòâèòåëü-
íî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (6.87) ïðè µ = `(` + 1).

Íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû (6.91) ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ ïîëè-
íîìîâ Ëåæàíäðà â òî÷êàõ x = ±1. Ïîëàãàÿ x = 1, ïîëó÷àåì

∞∑

`=0

P`(1) t` =
1

1− t
= 1 + t + t2 + · · · ,

òî åñòü P`(1) = 1. Ïîñêîëüêó ïîëèíîìû ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè ëèáî
íå÷¼òíûìè ôóíêöèÿìè, ïîëó÷àåì P`(−1) = (−1)`.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (6.57) è (6.58), ëþáîé èç ïîëèíî-
ìîâ Ëåæàíäðà ìîæíî ïîëó÷èòü ëèáî äèôôåðåíöèðîâàíèåì ôóíê-
öèè Ψ(t, x), ëèáî âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëà ïî ôîðìóëå Êîøè:

P`(x) =
1

`!

∂`

∂t`
Ψ(t, x)

∣∣∣∣
t=0

=
1

2πi

∮

C

Ψ(ζ, x)

ζ`+1 dζ , (6.92)
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ãäå C � çàìêíóòûé êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ζ âîêðóã òî÷êè
ζ = 0.

Èç (6.92) ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå óäîáíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ïîëèíîìîâ. Ïåðåéä¼ì â èíòåãðàëå (6.92) ê íîâîé êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé, ζ → z, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

√
1− 2xζ + ζ2 = 1− ζ z ,

ïðè ýòîì
ζ =

2(z − x)

z2 − 1
, dζ =

2(1− ζz)

z2 − 1
dz ,

è èíòåãðàë â ôîðìóëå (6.92) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

P`(x) =
1

2πi

1

2`

∮

C ′

(z2 − 1)`

(z − x)`+1 dz ,

ãäå C ′ � çàìêíóòûé êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z âîêðóã òî÷êè
z = x. Åù¼ ðàç èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êîøè, âûðàçèì èíòåãðàë ÷åðåç
ïðîèçâîäíóþ, ïðè ýòîì âàæíî, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàòü íóæíî íå â
íóëå, êàê â ôîðìóëå (6.92), à â òî÷êå z = x. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
âûðàæåíèå äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà:

P`(x) =
1

2` `!

d`

dx`
(x2 − 1)` , ` = 0 , 1 , 2 . . . . (6.93)

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ðîäðèãà.
Âûïèøåì íåñêîëüêî ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà:

P0(x) = 1 , P1(x) = x , P2(x) =
3

2
x2 − 1

2
, P3(x) =

5

2
x3 − 3

2
x ,

P4(x) =
35

8
x4 − 30

8
x2 +

3

8
.

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
Çíàÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, ìîæíî íàéòè ðåêóððåíòíûå ñîîò-

íîøåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà. Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèè Ψ(t, x):

Ψt =
x− t

(1− 2xt + t2)3/2 , Ψx =
t

(1− 2xt + t2)3/2 .
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Ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä ôóíêöèè Ψ(t, x), ìîæíî çàïèñàòü äâà òîæäå-
ñòâà:

(1− 2xt + t2) Ψt − (x− t) Ψ = 0 , (6.94)
t Ψt − (x− t) Ψx = 0 . (6.95)

Ïîäñòàâèì â íèõ âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè Ψ(t, x) â
âèäå ðÿäà (6.91). Òîæäåñòâî (6.94) ïðèíèìàåò âèä

∞∑

`=0

` P`(x) t`−1 − 2x
∞∑

`=0

` P`(x) t` +
∞∑

`=0

` P`(x) t`+1−

− x

∞∑

`=0

P`(x) t` +
∞∑

`=0

P`(x) t`+1 = 0 .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü ýòî âûðàæåíèå â âèäå åäèíîãî ñòåïåííîãî
ðÿäà, ñäâèíåì â ïåðâîì, òðåòüåì è ïÿòîì ðÿäàõ ïåðåìåííóþ ñóì-
ìèðîâàíèÿ, ââîäÿ â ïåðâîé ñóììå ` − 1 ≡ `′, à â òðåòüåé è ïÿòîé
` + 1 ≡ `′. Ïîëó÷àåì:

∞∑

`′=−1

(`′ + 1) P`′+1(x) t`
′ − 2x

∞∑

`=0

` P`(x) t` +
∞∑

`′=1

(`′ − 1) P`′−1(x) t`
′−

− x
∞∑

`=0

P`(x) t` +
∞∑

`′=1

P`′−1(x) t`
′
= 0 .

Ïåðåîáîçíà÷àÿ `′ → `, âèäèì, ÷òî â êàæäîì èç ðÿäîâ ìîæíî ïîä-
ñòàâèòü íèæíèé ïðåäåë ` = 0. Â ñàìîì äåëå, �ëèøíèé� ÷ëåí ïðè
`′ = −1 â ïåðâîì ðÿäå â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàâåí íóëþ. Îáúåäèíÿÿ
òðåòèé è ïÿòûé ðÿäû, ìîæåì äîáàâèòü ðàâíûé íóëþ ÷ëåí ïðè ` = 0.
Èòàê, âñå ðÿäû ìîæíî ñîåäèíèòü â îäèí, òîãäà âñå êîýôôèöèåíòû
ïðè ñòåïåíÿõ t ðàâíû íóëþ, ÷òî äà¼ò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå,
ñâÿçûâàþùåå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà òð¼õ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ:

(` + 1) P`+1(x)− x (2` + 1) P`(x) + ` P`−1(x) = 0 . (6.96)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò, çíàÿ P0(x) = 1 è P1(x) = x, ïîñëåäî-
âàòåëüíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé
ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ëþáîé ñòåïåíè.
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Ñîâåðøàÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ òîæäåñòâîì (6.95), ïî-
ëó÷èì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïîëèíîìû Ëåæàí-
äðà è èõ ïðîèçâîäíûå:

` P`(x)− xP ′
`(x) + P ′

`−1(x) = 0 . (6.97)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (6.96) è (6.97), ìîæíî ïîêàçàòü, êàê ýòî è
áûëî íàìå÷åíî, ÷òî ïîëèíîìû Ëåæàíäðà óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
(6.87). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (6.96) ïî x è ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå P ′

`−1(x) èç (6.97), ïîëó÷àåì:

(` + 1) P ′
`+1(x)− x (` + 1) P ′

`(x)− (` + 1)2 P`(x) = 0 .

Ñîêðàùàÿ íà (` + 1) è çàìåíÿÿ ` + 1 íà `, ïîëó÷èì:

P ′
`(x)− ` P`−1(x)− xP ′

`−1(x) = 0 . (6.98)

Åù¼ ðàç ïîäñòàâëÿÿ P ′
`−1(x) èç (6.97), çàïèøåì ïîëó÷àþùååñÿ âû-

ðàæåíèå â âèäå:

(1− x2) P ′
`(x) = −x ` P`(x) + ` P`−1(x) .

Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî x, â òðåòèé ðàç ïîäñòàâèì P ′
`−1(x) èç (6.97).

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:
[
(1− x2) P ′

`(x)
]′

= −` (` + 1) P`(x) ,

òî åñòü èìåííî óðàâíåíèå (6.87).

Îðòîãîíàëüíîñòü è íîðìà
Äâà ïîëèíîìà Ëåæàíäðà ðàçíîé ñòåïåíè îðòîãîíàëüíû íà èíòåð-

âàëå −1 6 x 6 1, òî åñòü:
1∫

−1

P`(x) Pn(x) dx = 0 (` 6= n) .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûïèøåì óðàâíåíèå (6.87) äëÿ êàæäîãî èç ïî-
ëèíîìîâ:

[
(1− x2) P ′

`(x)
]′

+ ` (` + 1) P`(x) = 0 ,[
(1− x2) P ′

n(x)
]′

+ n (n + 1) Pn(x) = 0 .
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Äîìíîæèì ïåðâîå èç óðàâíåíèé íà Pn(x), âòîðîå íà P`(x), ïðîèíòå-
ãðèðóåì îò -1 äî 1 è âû÷òåì èç ïåðâîãî âòîðîå:

1∫

−1

{
Pn(x)

[
(1− x2) P ′

`(x)
]′ − P`(x)

[
(1− x2) P ′

n(x)
]′}

dx +

+ [` (` + 1)− n (n + 1)]

1∫

−1

P`(x) Pn(x) dx = 0 .

Ëåãêî ïîêàçàòü, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë ðàâåí
íóëþ. Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïåðåä âòîðûì èíòåãðàëîì îáðàùàåòñÿ
â íîëü ïðè ` = n è ` = −n − 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî `, n > 0, ïîëó÷àåì,
÷òî ïðè ` 6= n èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ïîëèíîìîâ äîëæåí áûòü
ðàâåí íóëþ � îðòîãîíàëüíîñòü äîêàçàíà.

Íîðìà ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ‖P`‖ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

‖P`‖2 =

1∫

−1

P 2
` (x) dx .

Äëÿ å¼ âû÷èñëåíèÿ ïðèìåíèì äâàæäû ôîðìóëó (6.96). Ñíà÷àëà çà-
ìåíèì â íåé ` + 1 → ` è ïîäñòàâèì â èíòåãðàë îäèí èç ïîëèíîìîâ
P`(x):

‖P`‖2 =
1

`

1∫

−1

P`(x) [x (2`− 1) P`−1(x)− (`− 1) P`−2(x)] dx .

Âèäíî, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå çäåñü çàíóëÿåòñÿ èç-çà îðòîãîíàëüíîñòè
ïîëèíîìîâ. Òåïåðü ïîäñòàâèì èç (6.96) xP`(x), è ñ ó÷¼òîì îðòîãî-
íàëüíîñòè ïîëèíîìîâ ñòåïåíè `− 1 è ` + 1 ïîëó÷àåì:

‖P`‖2 =
2`− 1

2` + 1
‖P`−1‖2 .

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äà¼ò:

‖P`‖2 =
2`− 1

2` + 1

2`− 3

2`− 1
· · · 3

5

1

3
‖P0‖2 =

2

2` + 1
,

ïîñêîëüêó ‖P0‖2 = 2.
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü îáùåå ñîîòíîøåíèå îðòîíîðìè-
ðîâàííîñòè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà:

1∫

−1

P`(x) Pn(x) dx =
2

2` + 1
δ`n . (6.99)

Ïðèìåð èç ýëåêòðîñòàòèêè

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ôèçè÷åñêîé çàäà÷è, ãäå íåïîñðåäñòâåííî âîç-
íèêàþò ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Ïóñòü èçó÷àåòñÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå
ïîëå ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò íå¼. Â
òî÷êå A, îïðåäåëÿåìîé ðàäèóñ-âåêòîðîì ~ri îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
òî÷êè O, íàõîäèòñÿ i-òûé çàðÿä qi. Ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ýòèì çàðÿäîì â íåêîòîðîé óäàë¼ííîé �òî÷êå íà-
áëþäåíèÿ� M ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì ~r (r À ri), îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé
1/Ri, ~Ri = ~r − ~ri:

1

Ri
=

1

|~r − ~ri| =
1√

r2 − 2r ri cos θi + r2
i

=

=
1

r

1√
1− 2xt + t2

, t =
ri

r
, x = cos θi .

Òàêèì îáðàçîì, çäåñü âîçíèêëà çíàêîìàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
(6.91), ñëåäîâàòåëüíî:

1

Ri
=

1

r

∞∑

`=0

(ri

r

)`

P`(cos θi) .

R

iθ

i

i
r

r
O

A

M
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Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ñóììàðíûé ïîòåíöèàë ñèñòåìû çàðÿäîâ áóäåò ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé òàê íàçûâàåìîå ðàçëîæåíèå ïî ìóëüòèïîëüíûì ìî-
ìåíòàì:

ϕ =
∑

i

qi

Ri
=

∑

i

qi

(
1

r
+

ri

r2 P1(cos θi) +
r2
i

r3 P2(cos θi) + · · ·
)

=

=
1

r

∑

i

qi +
1

r2

∑

i

qi ri cos θi +
1

r3

∑

i

qi r
2
i P2(cos θi) + · · · =

=
Q

r
+

(~d~n )

r2 +
Dαβ nα nβ

2 r3 + · · · ,

ãäå ~n = ~r/r � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè òî÷êè íàáëþäåíèÿ,
α, β = 1, 2, 3 � èíäåêñû äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò. Çäåñü ïåðâîå ñëàãàå-
ìîå ñîîòâåòñòâóåò ìîíîïîëüíîìó, èëè êóëîíîâñêîìó ïðèáëèæåíèþ,
òî åñòü ïîëþ, ñîçäàâàåìîìó òî÷å÷íûì çàðÿäîì Q =

∑
i qi; âòîðîå

� äèïîëüíîìó ïðèáëèæåíèþ, îïðåäåëÿåìîìó äèïîëüíûì ìîìåíòîì
ñèñòåìû ~d =

∑
i qi~ri, òðåòüå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò êâàäðóïîëüíî-

ìó ïðèáëèæåíèþ (òåíçîð Dαβ íàçûâàåòñÿ êâàäðóïîëüíûì ìîìåíòîì
ñèñòåìû çàðÿäîâ), è ò.ä.

6.9 Ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà.
Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè

Âåðí¼ìñÿ ê îáùåìó óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè ïîëÿðíîãî óãëà (6.86)
ïðè ïðîèçâîëüíîì m, ãäå òåïåðü ñëåäóåò ó÷åñòü óñëîâèå îãðàíè÷åí-
íîñòè ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîå ïðè m = 0, à èìåííî µ = `(` + 1):

d

dx

(
(1− x2)

dw

dx

)
+

(
`(` + 1)− m2

1− x2

)
w = 0 . (6.100)

Î÷åâèäíî, ÷òî èç-çà ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî òî÷êè x = ±1 ÿâëÿþòñÿ
îñîáûìè òî÷êàìè óðàâíåíèÿ, ãäå ôóíêöèÿ w(x) äîëæíà îáðàùàòüñÿ
â íîëü. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå:

w(x) = (1− x2)σ u(x) ,

ãäå σ > 0, u(±1) 6= 0. Ïîäñòàâèì ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå (6.100) è
èññëåäóåì ïîâåäåíèå âáëèçè òî÷åê x = ±1. Íàïðèìåð, èìååì:
(

`(` + 1)− m2

1− x2

)
(1− x2)σ = `(` + 1) (1− x2)σ −m2 (1− x2)σ−1 .
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Âáëèçè òî÷åê x = ±1 ïåðâîå ñëàãàåìîå èìååò áîëåå âûñîêèé ïî-
ðÿäîê ìàëîñòè è ìîæåò áûòü îòáðîøåíî. Àíàëîãè÷íî, óäåðæèâàÿ â
óðàâíåíèè (6.100) òîëüêî ëèäèðóþùèå ÷ëåíû, ïîëó÷èì:

4 σ2 (1− x2)σ−1 −m2 (1− x2)σ−1 = 0 ,

îòêóäà σ = |m|/2. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m > 0.
Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå

w(x) = (1− x2)m/2 u(x) (6.101)

â óðàâíåíèå (6.100), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñëå-
äóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè u(x):

(1− x2) u′′ − 2 (m + 1) xu′ + [`(` + 1)−m(m + 1)] u = 0 , (6.102)

êîòîðîå â ÷àñòíîì ñëó÷àå m = 0 ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ äëÿ ïîëèíî-
ìîâ Ëåæàíäðà (6.87):

d

dx

(
(1− x2)

dP`(x)

dx

)
+ ` (` + 1) P`(x) = 0 . (6.103)

Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.102) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî-
ðÿäêà m îò ïîëèíîìà Ëåæàíäðà ñòåïåíè `. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì m

ðàç óðàâíåíèå (6.103). Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèç-
âîäíîé ïîðÿäêà m îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé:

dm

dxm
(f g) =

dmf

dxm
g + m

dm−1f

dxm−1

dg

dx
+

m(m− 1)

2

dm−2f

dxm−2

d2g

dx2 + · · ·

+
m!

k!(m− k)!

dm−kf

dxm−k

dkg

dxk
+ · · · + f

dmg

dxm
,

ðàñêðîåì ïðîèçâîäíóþ

dm+1

dxm+1

(
dP`

dx
(1− x2)

)
=

=
dm+2P`

dxm+2 (1− x2)− 2 (m + 1) x
dm+1P`

dxm+1 −m (m + 1)
dmP`

dxm
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà m îò óðàâíåíèÿ (6.103),
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (6.102), ãäå u(x) = dmP`/dxm.



6.9. Ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà 167

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.100) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

P
(m)
` (x) = (1− x2)m/2 dmP`(x)

dxm
. (6.104)

Îíà íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèí¼ííîé ôóíêöèåé Ëåæàíäðà ñòåïåíè ` ïî-
ðÿäêà m. Î÷åâèäíî, ÷òî P

(0)
` (x) = P`(x), è ÷òî P

(m)
` (x) ≡ 0 ïðè

m > `.
Ïðèâåä¼ì äëÿ èëëþñòðàöèè íåñêîëüêî ôóíêöèé:

P
(0)
1 (cos θ) = cos θ , P

(1)
1 (cos θ) = sin θ ;

P
(0)
2 (cos θ) =

3

2
cos2 θ − 1

2
, P

(1)
2 (cos θ) = 3 sin θ cos θ ,

P
(2)
2 (cos θ) = 3 sin2 θ .

Ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà îäíîãî ïîðÿäêà, íî ðàçíîé
ñòåïåíè îðòîãîíàëüíû íà èíòåðâàëå −1 6 x 6 1. Ïðèâåä¼ì áåç
âûâîäà îáùåå ñîîòíîøåíèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè ïðèñîåäèí¼ííûõ
ôóíêöèé Ëåæàíäðà îäíîãî ïîðÿäêà:

1∫

−1

P
(m)
` (x) P (m)

n (x) dx =
2

2` + 1

(` + m)!

(`−m)!
δ`n . (6.105)

Òåïåðü ìû èìååì âîçìîæíîñòü ñîáðàòü âîåäèíî ôóíêöèè ñôå-
ðè÷åñêèõ óãëîâ Y (θ, ϕ), ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (6.78).
Ïðè ýòîì óäîáíåå ïîëàãàòü, ÷òî öåëîå ÷èñëî m ìîæåò ïðèíèìàòü
êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òîãäà â ôîðìó-
ëàõ (6.101)�(6.105) ïîä m íàäî ïîíèìàòü |m|. Ïåðåìíîæàÿ ôóíêöèè
àçèìóòàëüíîãî óãëà (6.85) è ïîëÿðíîãî óãëà (6.104), ïîëó÷àåì:

Y`m(θ, ϕ) = A`m eimϕ P
(|m|)
` (cos θ) , (6.106)

` = 0, 1, 2 . . . , m = 0,±1,±2 · · · ± ` .

Íàáîð ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì íà ñôå-
ðå, 0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ < 2π, ñ åäèíè÷íîé íîðìîé, ‖Y`m‖ = 1, òî
åñòü:

2π∫

0

dϕ

π∫

0

sin θ dθ Y ∗
`m(θ, ϕ) Y`′m′(θ, ϕ) = δ``′ δmm′ . (6.107)
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Îòñþäà îïðåäåëÿþòñÿ íîðìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû ñôåðè÷åñêèõ
ôóíêöèé (6.106):

A`m =
1√
2π

√
2` + 1

2

(`− |m|)!
(` + |m|)! .

6.10 Îáùåå óðàâíåíèå äëÿ ñïåöèàëüíûõ
ôóíêöèé

Òðè ðàññìîòðåííûõ êëàññà ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé: ôóíêöèè Áåñ-
ñåëÿ, ïîëèíîìû Ëåæàíäðà è ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûå ñëó÷àè ñåìåéñòâ ñïåöèàëüíûõ ôóíê-
öèé. Êàê ðàññìîòðåííûå, òàê è ðÿä äðóãèõ ñåìåéñòâ ìîæíî îïèñàòü
åäèíîîáðàçíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî îáùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñïåöè-
àëüíûõ ôóíêöèé:

d

dx

(
k(x)

dy(x)

dx

)
− q(x) y(x) + λ ρ(x) y(x) = 0 , (6.108)

ãäå àðãóìåíò x èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ a 6 x 6 b; k(x), q(x) è ρ(x) �
çàäàííûå ôóíêöèè (k(x) > 0, q(x) > 0, ρ(x) > 0); λ � ïðîèçâîëüíûé
ïîëîæèòåëüíûé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, λ > 0 .

Âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå ãðàíèöû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ a, b è ôóíê-
öèè k(x), q(x), ρ(x), ïîëó÷àåì ðàçíûå êëàññû ôóíêöèé y(x).

1. Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ïóñòü a = 0, b = L, k(x) ≡ const,
q(x) ≡ 0, ρ(x) ≡ const, òîãäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà:

y′′ + λ y = 0 .

Åãî ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè sin x è
cos x.

2. Ôóíêöèè Áåññåëÿ. Ïóñòü a = 0, b = x0, k(x) = x, q(x) =
ν2/x, ρ(x) = x. Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå Áåññåëÿ (6.10),
ðåøåíèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ J±ν(x).

3. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Ïóñòü a = −1, b = 1, k(x) = 1 − x2,
q(x) ≡ 0, ρ(x) ≡ 1. Âîçíèêàåò óðàâíåíèå Ëåæàíäðà (6.103), ïðè
ýòîì èç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ ìû ïîëó÷èëè λ =
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`(` + 1). Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìû Ëåæàíäðà
P`(x).

4. Ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà. Ñëó÷àé a = −1,
b = 1, k(x) = 1−x2, q(x) = m2/(1−x2), ρ(x) ≡ 1 äà¼ò óðàâíåíèå
äëÿ ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé Ëåæàíäðà (6.100).

5. Ïîëèíîìû ×åáûø¼âà � Ýðìèòà. Ïóñòü a = −∞, b = ∞,
k(x) = e−x2, q(x) ≡ 0, ρ(x) = e−x2. Óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîëó÷à-
åòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå:

(
e−x2

y′
)′

+ λ e−x2

y = 0 , (6.109)

íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèÿ ×åáûø¼âà � Ýðìèòà.

6. Ïîëèíîìû ×åáûø¼âà � Ëàãåððà. Ïóñòü a = 0, b = ∞,
k(x) = x e−x, q(x) ≡ 0, ρ(x) = e−x. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò óðàâíå-
íèå: (

x e−x y′
)′

+ λ e−x y = 0 , (6.110)
íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì ×åáûø¼âà � Ëàãåððà.

7. Îáîáù¼ííûå ïîëèíîìû ×åáûø¼âà � Ëàãåððà. Íàêîíåö,
ïîëîæèì a = 0, b = ∞, k(x) = xs+1 e−x, q(x) ≡ 0, ρ(x) =
xs e−x (s > −1). Âîçíèêàþùåå ïðè ýòîì óðàâíåíèå:

(
xs+1 e−x y′

)′
+ λxs e−x y = 0 (6.111)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ îáîáù¼ííûõ ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà
� Ëàãåððà.

Â êà÷åñòâå îáùåãî ñâîéñòâà âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ óðàâíåíèé äëÿ
ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî êàæäàÿ èç ôóíêöèé
k(x) îáðàùàåòñÿ â íîëü õîòÿ áû íà îäíîé èç ãðàíèö, à â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ � íà îáåèõ ãðàíèöàõ èíòåðâàëà (a, b).

Èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà çàäà÷, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè âèäà
(6.108), âîçíèêàþò óñëîâèÿ íà ïîâåäåíèå ðåøåíèé y(x) âáëèçè ãðà-
íèö èíòåðâàëà (a, b). Äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ýòî áûëî óñëîâèå
îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, êàê ìû óâèäèì, ýòî
áóäóò óñëîâèÿ íå ñëèøêîì áûñòðîãî ðîñòà ðåøåíèé. Âî âñåõ ñëó÷à-
ÿõ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òàêèì óñëîâèÿì, âîç-
ìîæíî òîëüêî ïðè äèñêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ : λ1, λ2, . . .
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λn, . . . . Îíè íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè óðàâíåíèÿ (6.108).
Êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λn ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ yn(x).

Êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, åñëè k(a) = k(b) = 0, òî ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè yn(x) è ym(x), ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì λn è λm, îðòîãîíàëüíû íà èíòåðâàëå (a, b) ñ âåñîì ρ(x),
òî åñòü:

b∫

a

yn(x) ym(x) ρ(x) dx ≡ (yn, ym) = 0 ïðè λn 6= λm . (6.112)

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó íà ñ. 162 äëÿ ïîëèíîìîâ
Ëåæàíäðà. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå (6.108) äëÿ êàæ-
äîé èç ôóíêöèé yn(x), ym(x), äîìíîæàÿ êàæäîå óðàâíåíèå ñîîòâåò-
ñòâåííî íà ym(x) è yn(x), èíòåãðèðóÿ îò a äî b è âû÷èòàÿ èç îäíîãî
óðàâíåíèÿ äðóãîå, ïðèõîäèì, èñïîëüçóÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì,
ê ñîîòíîøåíèþ (6.112).

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè yn(x) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëíûé íàáîð
ôóíêöèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) ñ
íåïðåðûâíîé ïåðâîé è êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà
èíòåðâàëå (a, b) ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì:

f(x) =
∞∑

n=1

fn yn(x) , ãäå fn =
(f, yn)

(yn, yn)
. (6.113)

Îáùèì ñâîéñòâîì âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñåìåéñòâ ñïåöèàëüíûõ ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (6.56):

Ψ(t, x) =
∑

n

yn(x) tn.

6.11 Ïîëèíîìû ×åáûø¼âà � Ýðìèòà

Ðàñêðûâàÿ ïðîèçâîäíóþ â óðàâíåíèè ×åáûø¼âà � Ýðìèòà (6.109)
è ñîêðàùàÿ íà ýêñïîíåíòó, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

y′′ − 2 x y′ + λ y = 0 . (6.114)
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Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà:

y(x) =
∞∑

k=0

ak xk . (6.115)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå (6.114), ïîëó÷àåì ðåêóððåíò-
íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà:

ak+2 =
2k − λ

(k + 1)(k + 2)
ak . (6.116)

Êàê è ñ ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà, ìîæíî ïî îòäåëüíîñòè àíàëèçèðî-
âàòü ðÿäû òîëüêî ñ ÷¼òíûìè èëè òîëüêî ñ íå÷¼òíûìè ñòåïåíÿìè.

Íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà ïîâåäåíèåì ðÿäà ïðè x → ±∞. Ðàññìîò-
ðèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ðÿä èç ÷¼òíûõ ñòåïåíåé, k = 2m. Èç ðå-
êóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (6.116) ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ
íîìåðàõ ðÿä ñòðåìèòñÿ ê �îïàñíîé� ýêñïîíåíòå:

a2m+2

a2m

∣∣∣∣
mÀ1

' 1

m
, òî åñòü

∞∑ x2m

m!
−→ ex2

.

Îäíàêî â ôèçè÷åñêîé çàäà÷å, ãäå âîçíèêëî óðàâíåíèå (6.114), òà-
êîå ðåøåíèå íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Íåîáõîäèìî íîðìèðóå-
ìîå ðåøåíèå, (yn, yn) < ∞, çäåñü æå âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ρ(x) = e−x2

íå ìîæåò ñêîìïåíñèðîâàòü ðîñò ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Åäèí-
ñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü îñìûñëåííîå ðåøåíèå � íàëîæèòü
óñëîâèå íà ïàðàìåòð λ, äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà ïðîèçâîëüíûé, ÷òî-
áû íà íåêîòîðîì ÷ëåíå ðÿä îáðûâàëñÿ è ïðåâðàùàëñÿ â ïîëèíîì.
Âèäíî, ÷òî ýòî ðåàëèçóåòñÿ, åñëè λ = 2n, n = 0, 1, 2 . . . .

Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè ×åáûø¼âà � Ýðìèòà Hn(x),
óðàâíåíèå äëÿ êîòîðûõ ïðèíèìàåò âèä

H ′′
n(x)− 2 xH ′

n(x) + 2 nHn(x) = 0 . (6.117)

Äàëüíåéøèé àíàëèç ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà � Ýðìèòà óäîáíî ïðî-
âîäèòü, ââåäÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå
îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Ψ(t, x) =
∞∑

n=0

Hn(x)
tn

n!
= e2xt−t2 . (6.118)
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Äàëåå ìû çàïîëíèì ïðîáåë, ïîêàçàâ, ÷òî ôóíêöèè Hn(x), îïðåäåëÿå-
ìûå âûðàæåíèåì (6.118), äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâ-
íåíèÿ (6.117).

Ïðåæäå âñåãî íàéä¼ì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìîâ ×å-
áûø¼âà � Ýðìèòà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êîøè:

Hn(x) =
∂n

∂tn
Ψ(t, x)

∣∣∣∣
t=0

=
n!

2πi

∮

C

Ψ(ζ, x)

ζn+1 dζ , (6.119)

ãäå C � çàìêíóòûé êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ζ âîêðóã òî÷êè
ζ = 0. Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé ζ → z â èíòåãðàëå (6.119), x−ζ = z,
íåòðóäíî ïîëó÷èòü:

Hn(x) = (−1)n ex2 dn

dxn
e−x2

, n = 0 , 1 , 2 . . . . (6.120)

Âèäíî, ÷òî ñòàðøàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà îáðàçóåòñÿ, åñëè êàæäûé ðàç
äèôôåðåíöèðîâàòü òîëüêî ýêñïîíåíòó, è ÷òî ýòî áóäåò ïîëèíîì èìåí-
íî ñòåïåíè n , Hn(x) = 2nxn+an−2x

n−2+· · · . Èç (6.120) âèäíî òàêæå,
÷òî ïîëèíîìû îáëàäàþò îïðåäåë¼ííîé ÷åòíîñòüþ:

Hn(−x) = (−1)n Hn(x) .

Âûïèøåì íåñêîëüêî ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà � Ýðìèòà:

H0(x) = 1 , H1(x) = 2x , H2(x) = 4x2 − 2 , H3(x) = 8x3 − 12x , . . . .

Çíàíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (6.118) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåêóð-
ðåíòíûå ôîðìóëû äëÿ ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà � Ýðìèòà. Âû÷èñëÿÿ
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ψ(t, x), ìîæåì çàïèñàòü äâà òîæäå-
ñòâà:

Ψt − 2 (x− t) Ψ = 0 , Ψx − 2 t Ψ = 0 .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè Ψ(t, x) â
âèäå ðÿäà (6.118), ñîáèðàÿ è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t, ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿ-
çûâàþùèå ïîëèíîìû ×åáûø¼âà � Ýðìèòà è èõ ïðîèçâîäíûå:

Hn+1(x)− 2 xHn(x) + 2 nHn−1(x) = 0 , (6.121)
H ′

n(x) = 2 nHn−1(x) . (6.122)
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Ñîîòíîøåíèå (6.121) ïîçâîëÿåò, çíàÿ H0(x) è H1(x), ïîñëåäîâàòåëü-
íî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé ïîëè-
íîìû ×åáûø¼âà � Ýðìèòà ëþáîé ñòåïåíè.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (6.121) è (6.122), íåòðóäíî ïîêàçàòü, êàê
ýòî è áûëî íàìå÷åíî, ÷òî ïîëèíîìû ×åáûø¼âà � Ýðìèòà óäîâëå-
òâîðÿþò óðàâíåíèþ (6.117). Äåëàÿ â ñîîòíîøåíèè (6.121) çàìåíó
n + 1 → n:

Hn(x)− 2 x Hn−1(x) + 2 (n− 1) Hn−2(x) = 0 ,

è âûïîëíÿÿ, ñ ïîìîùüþ (6.122), ñëåäóþùèå ïîäñòàíîâêè:

Hn−1(x) =
1

2n
H ′

n(x) ,

Hn−2(x) =
1

2(n− 1)
H ′

n−1(x) =
1

2(n− 1) 2n
H ′′

n(x) ,

âîñïðîèçâîäèì óðàâíåíèå (6.117).
Óáåäèìñÿ â îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà � Ýðìèòà ñ

âåñîâîé ôóíêöèåé, â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.112), è îäíîâðåìåííî íàéä¼ì
èõ íîðìó ‖Hn‖. Çàïèñûâàÿ �ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå� ïîëèíîìîâ, ãäå
áóäåì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ñ÷èòàòü m < n, ïîäñòàâèì òóäà ïîëèíîì
Hn(x) â âèäå (6.120):

(Hm, Hn) =

∞∫

−∞
Hm(x) Hn(x) e−x2

dx = (−1)n

∞∫

−∞
Hm(x)

dn

dxn
e−x2

dx .

Èíòåãðèðóÿ m ðàç ïî ÷àñòÿì, âèäèì, ÷òî âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí
êàæäûé ðàç îáðàùàåòñÿ â íîëü. Çàìåíÿÿ îáðàçóþùèåñÿ ïîä èíòå-
ãðàëîì ïðîèçâîäíûå ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà � Ýðìèòà ïî ôîðìóëå
(6.122), ïîëó÷èì:

(Hm, Hn) = (−1)n−m 2m m!

∞∫

−∞
H0(x)

dn−m

dxn−m
e−x2

dx .

Ïîñêîëüêó H0(x) = 1, èíòåãðèðóÿ åù¼ ðàç, ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå
íîëü. Îðòîãîíàëüíîñòü ïðè m 6= n äîêàçàíà. Åñëè æå m = n, ïî-
ñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí √π, è ìû íàõîäèì íîðìó ïîëèíîìà. Îêîí-
÷àòåëüíî, ñîîòíîøåíèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà
� Ýðìèòà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

(Hm, Hn) = 2n n!
√

π δmn . (6.123)
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6.12 Ïðèìåð èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ôèçè÷åñêîé çàäà÷è, ãäå âîçíèêàþò ïîëèíîìû
×åáûø¼âà � Ýðìèòà, à èìåííî, çàäà÷ó î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå
â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

Äâèæåíèå ìèêðî÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âîë-
íîâîé ôóíêöèåé Ψ(x, y, z, t). Â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ìèê-
ðî÷àñòèöû ìàññû µ âî âíåøíåì ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U(x)
êîîðäèíàòíàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè, ψ(x), ïîä÷èíÿåòñÿ ñòàöèî-
íàðíîìó îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà:

d2ψ

dx2 +
2µ

~2 (E − U(x)) ψ = 0 , (6.124)

ãäå E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë âîëíîâîé ôóíêöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåëè÷èíà dW =
|ψ(x)|2 dx îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ìèêðî÷àñòèöû â èí-
òåðâàëå dx âáëèçè òî÷êè x, ñëåäîâàòåëüíî, |ψ(x)|2 åñòü ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ôóíêöèÿ äîëæíà ïîä÷èíÿòüñÿ
óñëîâèþ íîðìèðîâêè:

∞∫

−∞
|ψ(x)|2 dx = 1.

Â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìå-
åò âèä

U(x) =
k x2

2
=

µω2 x2

2
,

ãäå ω � ñîáñòâåííàÿ öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà â
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, ω =

√
k/µ.

Ïåðåéä¼ì â óðàâíåíèè (6.124) ê îáåçðàçìåðåííûì âåëè÷èíàì, îá-
ðàçîâàâ èç ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå, ïàðàìåòð ðàçìåðíî-
ñòè äëèíû x0:

x0 =

√
~

µω
, ξ =

x

x0
, λ =

2E

~ω
.

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:
d2ψ

dξ2 + (λ− ξ2) ψ = 0 . (6.125)
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Ìîæíî óáåäèòüñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
àðãóìåíòà, ξ → ±∞, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.125) âåäóò ñåáÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: ψ → exp(±ξ2/2). Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè î÷åâèäíî,
÷òî ôèçè÷åñêèé ñìûñë ìîæåò èìåòü ðåøåíèå òîëüêî ñ ìèíóñîì â
ýêñïîíåíòå. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.125) â âèäå:

ψ(ξ) = e−ξ2/2 y(ξ) . (6.126)

Ïðîèçâîäÿ ïîäñòàíîâêó, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ôóíê-
öèè y(ξ):

y′′ − 2 ξ y′ + (λ− 1) y = 0 , (6.127)
òî åñòü óðàâíåíèå ×åáûø¼âà � Ýðìèòà âèäà (6.114). Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðîâåä¼ííûì àíàëèçîì, ôóíêöèÿ (6.126) ìîæåò áûòü íîðìèðóåìîé
òîëüêî äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6.127) â âèäå ïîëèíîìîâ, òî åñòü
ïðè óñëîâèè λ− 1 = 2n. Îòñþäà âîçíèêàåò òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå
êâàíòîâàíèÿ ýíåðãèè:

E = En = ~ω

(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . . .

Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (6.124), ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäîìó åãî
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (ýíåðãåòè÷åñêîìó óðîâíþ) En ñîîòâåòñòâóåò
ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ âèäà:

ψn(x) =
1√

2n n!
√

π x0
e−x2/2x2

0 Hn

(
x

x0

)
. (6.128)

Ôóíêöèè ψn(x) íàçûâàþòñÿ òàêæå ôóíêöèÿìè ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà. Íàáîð ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì:

∞∫

−∞
ψn(x) ψm(x) dx = δnm .

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âåëè÷èíà |ψ(x)|2 èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ìèêðî÷àñòèöû â òî÷êå x. Íà ðèñ. 6.3 èçîá-
ðàæåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ ñîñòîÿíèé ñ n = 0 è
n = 1. Èç ãðàôèêà äëÿ n = 1 íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî ýòî ñîñòî-
ÿíèå êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà íåñîâìåñòèìî ñ êëàññè÷åñêèì ïðåä-
ñòàâëåíèåì î äâèæåíèè: âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó ñëåâà è
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Ðèñ. 6.3: Ãðàôèêè êâàäðàòîâ ôóíêöèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà |ψ0(x)|2
(òîíêàÿ ëèíèÿ) è |ψ1(x)|2 (òîëñòàÿ ëèíèÿ)
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Ðèñ. 6.4: Ãðàôèêè êâàäðàòà ôóíêöèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà |ψn(x)|2 ïðè
n = 18 (òîíêàÿ ëèíèÿ) è ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè pclass(x) (6.129) äëÿ êëàññè-
÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ òàêîé æå àìïëèòóäîé (òîëñòàÿ ëèíèÿ). Âåðòèêàëüíûå
ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì −A è A

ñïðàâà îò òî÷êè x = 0 îäèíàêîâû, òàê êàê ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷íà.
Îäíàêî â òî÷êå x = 0 ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû
ñòðîãî ðàâíà íóëþ!

Èíòåðåñíî òàêæå ñðàâíèòü ñ êëàññè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì ñîñòî-
ÿíèå êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà ïðè áîëüøîì n, ñì. ðèñ. 6.4. ×èñëî
íóëåé ïóëüñèðóþùåé ôóíêöèè |ψn(x)|2 ðàâíî ÷èñëó íóëåé ïîëèíî-
ìà Hn(x) è ðàâíî n. Íî åñëè òî÷íîñòü ∆x ïðèáîðà, ôèêñèðóþùå-
ãî êîîðäèíàòó, áîëüøå øèðèíû ïóëüñàöèé, òî íàáëþäàåìàÿ ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè ïðèìåò âèä ñãëàæåííîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ îêàçû-
âàåòñÿ áëèçêîé ê êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
pclass(x). Ýòó ôóíêöèþ íåòðóäíî íàéòè, åñëè ó÷åñòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü
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dW îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû íà èíòåðâàëå (x, x+dx) ïðîïîðöèîíàëü-
íà âðåìåíè dt = dx/v(x), ãäå v(x) � ñêîðîñòü ÷àñòèöû â òî÷êå x. Èç
çàêîíà äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà x(t) = A sin(ω t + δ),
ãäå A � àìïëèòóäà, ω � ÷àñòîòà, δ � íà÷àëüíàÿ ôàçà êîëåáàíèé, íà-
õîäèì, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàâíà

pclass(x) =
1

π
√

A2 − x2
ïðè − A < x < A , (6.129)

è ðàâíà íóëþ âíå ýòîãî èíòåðâàëà. Èç ðèñ. 6.4 âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ
(6.129) íåïëîõî èçîáðàæàåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè êâàíòîâîãî îñ-
öèëëÿòîðà, óñðåäí¼ííóþ ïî ïóëüñàöèÿì. Òàêèì îáðàçîì, ñ ðîñòîì
ýíåðãèè êâàíòîâîé ñèñòåìû å¼ ïîâåäåíèå ïðèáëèæàåòñÿ ê êëàññè÷å-
ñêîìó. Ýòî îáùåå ñâîéñòâî íîñèò íàçâàíèå ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ.

6.13 Ïîëèíîìû ×åáûø¼âà � Ëàãåððà
Ðàñêðûâàÿ ïðîèçâîäíóþ â óðàâíåíèè ×åáûø¼âà � Ëàãåððà (6.110)

è ñîêðàùàÿ íà ýêñïîíåíòó, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

x y′′ + (1− x) y′ + λ y = 0 . (6.130)

Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà:

y(x) =
∞∑

k=0

ak xk . (6.131)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå (6.130), ïîëó÷àåì ðåêóððåíò-
íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà:

ak+1 =
k − λ

(k + 1)2 ak . (6.132)

Íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà ïîâåäåíèåì ðÿäà ïðè x →∞, à çíà÷èò, çà åãî
÷ëåíàìè ñ áîëüøèìè íîìåðàìè, k À 1. Èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøå-
íèÿ (6.132) ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ ðÿä ñòðåìèòñÿ
ê ýêñïîíåíòå:

ak+1

ak

∣∣∣∣
kÀ1

' 1

k
, òî åñòü

∞∑ xk

k!
−→ ex .
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Îäíàêî â ôèçè÷åñêîé çàäà÷å, ãäå âîçíèêëî óðàâíåíèå (6.130), òàêîå
ðåøåíèå íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Íåîáõîäèìî íîðìèðóåìîå
ðåøåíèå, (yn, yn) < ∞, çäåñü æå âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ρ(x) = e−x íå
ìîæåò ñêîìïåíñèðîâàòü ðîñò ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Êàê è â
ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü îñìûñ-
ëåííîå ðåøåíèå � íàëîæèòü óñëîâèå íà ïàðàìåòð λ, äî íàñòîÿùåãî
ìîìåíòà ïðîèçâîëüíûé, ÷òîáû íà íåêîòîðîì ÷ëåíå ðÿä îáðûâàëñÿ
è ïðåâðàùàëñÿ â ïîëèíîì. Âèäíî, ÷òî ýòî ðåàëèçóåòñÿ, åñëè λ = n,
ãäå n � öåëîå.

Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè ×åáûø¼âà � Ëàãåððà
Ln(x), óðàâíåíèå äëÿ êîòîðûõ ïðèíèìàåò âèä

xL′′n(x) + (1− x) L′n(x) + nLn(x) = 0 . (6.133)

Äàëüíåéøèé àíàëèç ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà � Ëàãåððà óäîáíî ïðî-
âîäèòü, ââåäÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå
îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Ψ(t, x) =
∞∑

n=0

Ln(x) tn =
1

1− t
e−xt/(1−t) . (6.134)

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè Ln(x), îïðåäåëÿåìûå ýòèì âûðà-
æåíèåì, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (6.133).

Íàéä¼ì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà � Ëàãåð-
ðà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êîøè:

Ln(x) =
1

n!

∂n

∂tn
Ψ(t, x)

∣∣∣∣
t=0

=
1

2πi

∮

C

Ψ(ζ, x)

ζn+1 dζ , (6.135)

ãäå C � çàìêíóòûé êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ζ âîêðóã òî÷êè
ζ = 0. Ñäåëàåì â èíòåãðàëå (6.135) ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííîé
ζ → z:

xζ

1− ζ
= z − x , ζ = 1− x

z
, dζ =

x dz

z2 . (6.136)

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

Ln(x) =
1

n!
ex dn

dxn

(
xn e−x

)
, n = 0 , 1 , 2 . . . . (6.137)
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Âèäíî, ÷òî ñòàðøàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà îáðàçóåòñÿ, åñëè êàæäûé ðàç
äèôôåðåíöèðîâàòü òîëüêî ýêñïîíåíòó, è ÷òî ýòî áóäåò ïîëèíîì èìåí-
íî ñòåïåíè n, ñòàðøèé ÷ëåí êîòîðîãî ëåãêî íàéòè:

Ln(x) =
(−1)n

n!
xn + an−1 xn−1 + · · · . (6.138)

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ìëàäøèõ ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà � Ëàãåððà:

L0(x) = 1 , L1(x) = −x + 1 , L2(x) =
x2

2
− 2x + 1 ,

L3(x) = −x3

6
+

3x2

2
− 3x + 1 , . . . .

Ñëåäóþùèì øàãîì áóäåò ïîëó÷åíèå ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé.
Âû÷èñëÿÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (6.134), ïî-
ëó÷èì äâà òîæäåñòâà:

(1− t) Ψx + t Ψ = 0 , (1− t)2 Ψt − (1− x− t) Ψ = 0 .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè Ψ(t, x) â
âèäå ðÿäà (6.134), ñîáèðàÿ è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t, ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿ-
çûâàþùèå ïîëèíîìû ×åáûø¼âà � Ëàãåððà è èõ ïðîèçâîäíûå:

L′n+1(x) = L′n(x)− Ln(x) , (6.139)

(n + 1) Ln+1(x)− (2n + 1− x) Ln(x) + nLn−1(x) = 0 . (6.140)
Ñîîòíîøåíèå (6.140) ïîçâîëÿåò, çíàÿ L0(x) è L1(x), ïîñëåäîâàòåëüíî
âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé ïîëèíîìû
×åáûø¼âà � Ëàãåððà ëþáîé ñòåïåíè.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (6.139) è (6.140), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
ïîëèíîìû ×åáûø¼âà � Ëàãåððà óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (6.133).
Ïðîèçâîäÿ â ôîðìóëå (6.140) çàìåíó n → n + 1 è çàòåì äèôôåðåí-
öèðóÿ å¼ ïî x, ïîëó÷èì:

(n + 2) L′n+2(x)− (2n + 3− x) L′n+1(x) + Ln+1(x) + (n + 1) L′n(x) = 0 .

Èñêëþ÷àÿ îòñþäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (6.139) L′n+2(x), à çàòåì
L′n+1(x), ïîëó÷àåì:

xL′n(x) + (n + 1− x) Ln(x)− (n + 1) Ln+1(x) = 0 .
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Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå åù¼ ðàç ïî x è èñêëþ÷àÿ L′n+1(x),
âîñïðîèçâîäèì óðàâíåíèå (6.133).

Óáåäèìñÿ â îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà � Ëàãåððà ñ
âåñîâîé ôóíêöèåé, â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.112), è îäíîâðåìåííî íàéä¼ì
èõ íîðìó ‖Ln‖. Çàïèñûâàÿ �ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå� ïîëèíîìîâ, ãäå
áóäåì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ñ÷èòàòü m < n, ïîäñòàâèì òóäà ïîëèíîì
Ln(x) â âèäå (6.137):

(Lm, Ln) =

∞∫

0

Lm(x) Ln(x) e−x dx =
1

n!

∞∫

0

Lm(x)
dn

dxn

(
xn e−x

)
dx .

Èíòåãðèðóÿ m ðàç ïî ÷àñòÿì, âèäèì, ÷òî âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí
êàæäûé ðàç îáðàùàåòñÿ â íîëü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

(Lm, Ln) =
(−1)m

n!

∞∫

0

dmLm

dxm

dn−m

dxn−m

(
xn e−x

)
dx .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.138) ïðîèçâîäíàÿ ïîä èíòåãðàëîì ðàâíà:
dmLm/dxm = (−1)m. Èíòåãðèðóÿ åù¼ ðàç, ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå
íîëü. Îðòîãîíàëüíîñòü ïðè m 6= n äîêàçàíà. Åñëè m = n, ïîñëåäíèé
èíòåãðàë äà¼ò n!. Îêîí÷àòåëüíî, ñîîòíîøåíèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè
ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà � Ëàãåððà ïîëó÷àåì â âèäå:

(Lm, Ln) = δmn . (6.141)

6.14 Îáîáù¼ííûå ïîëèíîìû
×åáûø¼âà � Ëàãåððà

Ðàñêðûâàÿ ïðîèçâîäíóþ â óðàâíåíèè äëÿ îáîáù¼ííûõ ïîëèíîìîâ
×åáûø¼âà � Ëàãåððà (6.111) è ñîêðàùàÿ íà ôàêòîð xs e−x, ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå:

x y′′ + (1 + s− x) y′ + λ y = 0 . (6.142)

Âèäíî, ÷òî ïðè s = 0 èç (6.142) âîñïðîèçâîäèòñÿ óðàâíåíèå ×åáû-
ø¼âà � Ëàãåððà. Ýòî æå ñâîéñòâî áóäåò èìåòü ìåñòî è äëÿ ðåøåíèé,
÷òî ìîæíî ïðîñëåäèòü â ïîñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ.
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Ïîèñê ðåøåíèÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà äà¼ò ñëåäóþùåå ðåêóð-
ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ:

ak+1 =
k − λ

(k + 1) (k + 1 + s)
ak . (6.143)

Ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ ýòîò ðÿä òàêæå ñòðåìèòñÿ ê ýêñïîíåíòå ex,
÷åãî íå äîëæíî áûòü ïî ôèçè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì. Ïîëàãàÿ λ =
n, ãäå n � öåëîå, ïîëó÷àåì, ÷òî íà n-íîì ÷ëåíå ðÿä îáðûâàåòñÿ è
ïðåâðàùàåòñÿ â ïîëèíîì. Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ îáîáù¼ííûìè
ïîëèíîìàìè ×åáûø¼âà � Ëàãåððà è îáîçíà÷àþòñÿ Ls

n(x).
Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ îáîáù¼ííûõ ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà �

Ëàãåððà èìååò âèä:

Ψ(t, x) =
∞∑

n=0

Ls
n(x) tn =

1

(1− t)s+1 e−xt/(1−t) . (6.144)

Ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáîáù¼ííûõ ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà � Ëà-
ãåððà ÷åðåç ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ íàéä¼ì, êàê è äëÿ îáû÷íûõ
ïîëèíîìîâ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êîøè è ïðîèçâîäÿ â èíòåãðàëå òó
æå çàìåíó ïåðåìåííîé (6.136). Ïîëó÷àåì:

Ls
n(x) =

1

n!
x−s ex dn

dxn

(
xn+s e−x

)
, n = 0 , 1 , 2 . . . . (6.145)

Âèäíî, ÷òî ýòî ïîëèíîì ñòåïåíè n, ñòàðøèé ÷ëåí êîòîðîãî èìååò
âèä (6.138). Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî îáîáù¼ííûõ ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà
� Ëàãåððà:

Ls
0(x) = 1 , Ls

1(x) = −x + 1 + s ,

Ls
2(x) =

x2

2
− (2 + s) x +

(2 + s)(1 + s)

2
, . . .

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïàðàãðàôó, ìîæíî íàéòè ðåêóððåíò-
íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îáîáù¼ííûõ ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà � Ëàãåððà,
ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå ñ ïðîèçâîäíûìè èìååò òîò æå âèä, ÷òî è äëÿ
îáû÷íûõ ïîëèíîìîâ:

[Ls
n+1(x)]′ = [Ls

n(x)]′ − Ls
n(x) ,

(n + 1) Ls
n+1(x)− (2n + 1 + s− x) Ls

n(x) + (n + s) Ls
n−1(x) = 0 .
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Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîêàçàòü, ÷òî îáîáù¼ííûå ïîëèíîìû
×åáûø¼âà � Ëàãåððà óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (6.142).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè òàêæå è ñîîòíîøåíèå îðòîíîðìèðîâàí-
íîñòè äëÿ îáîáù¼ííûõ ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà � Ëàãåððà â âèäå:

(Ls
m, Ls

n) =

∞∫

0

Ls
m(x) Ls

n(x) xs e−x dx =
Γ(n + s + 1)

n!
δmn . (6.146)

6.15 Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ àòîìà
âîäîðîäà

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð ôèçè÷åñêîé çàäà÷è, ãäå âîçíèêà-
þò ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè � àòîì âîäîðîäà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.
Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â ïîëå ÿäðà èìååò âèä:

U(x, y, z) = U(r) = −e2

r
.

Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ êîîðäèíàòíîé ÷àñòè âîëíîâîé ôóíêöèè
ψ(x, y, z), îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ýëåêòðîíà, êîòîðóþ åñòåñòâåííî
ðàññìàòðèâàòü â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ψ(r, θ, ϕ), çàïèñûâàåòñÿ
â ôîðìå:

∆ψ +
2me

~2

(
E +

e2

r

)
ψ = 0 , (6.147)

ãäå me � ìàññà ýëåêòðîíà, ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Âåëè÷èíà E åñòü
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ýëåê-
òðîí ñâÿçàí â àòîìå, ïðè ýòîì E < 0. Ñëó÷àé E > 0 îïèñûâàåò
âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà áîëüøîé ýíåðãèè ñ ÿäðîì, êîãäà îíè íå
îáðàçóþò ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà ïîä÷èíÿòüñÿ óñëîâèþ íîðìèðîâêè:
∫
|ψ(r, θ, ϕ)|2 dV = 1 ,

ãäå èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåìó áåñêîíå÷íîìó ïðîñòðàíñòâó.
Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ àíàëèçîì, ïðîâåä¼ííûì â

ïàðàãðàôå 6.7, òî åñòü ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂ψ

∂r

)
+

1

r2 ∆θ,ϕ ψ +
2me

~2

(
E +

e2

r

)
ψ = 0 (6.148)
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÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå ψ(r, θ, ϕ) = R(r) Y (θ, ϕ), ìîæåì âèäåòü, ÷òî
åãî óãëîâàÿ ÷àñòü åñòü ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Y` m(θ, ϕ), ïîä÷èíÿþ-
ùàÿñÿ óðàâíåíèþ

∆θ,ϕ Y`m(θ, ϕ) + ` (` + 1) Y` m(θ, ϕ) = 0 .

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî äëÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè R(r) èìååì óðàâíåíèå

d2R

dr2 +
2

r

dR

dr
+

[
2me

~2

(
E +

e2

r

)
− ` (` + 1)

r2

]
R = 0 . (6.149)

Èç ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ìîæíî ñêîìïîíîâàòü ïàðàìåòðû ðàçìåð-
íîñòè äëèíû, a, è ðàçìåðíîñòè ýíåðãèè, E0, è ïåðåéòè â óðàâíåíèè
ê îáåçðàçìåðåííûì âåëè÷èíàì ρ è ε:

a =
~2

me e2 , E0 =
e2

a
=

me e4

~2 ,
r

a
≡ ρ ,

E

E0
≡ ε .

Óðàâíåíèå (6.149) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

d2R

dρ2 +
2

ρ

dR

dρ
+

(
2 ε +

2

ρ
− ` (` + 1)

ρ2

)
R = 0 . (6.150)

Ñëåäóþùèé øàã ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ � ïåðåõîä ê íîâîé íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè y(ρ) , R(ρ) = y(ρ)/

√
ρ. Óðàâíåíèå äëÿ íå¼ ïðèîá-

ðåòàåò âèä:

d2y

dρ2 +
1

ρ

dy

dρ
+

(
2 ε +

2

ρ
− s2

4 ρ2

)
y = 0 , (6.151)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå s = 2` + 1.
Íàêîíåö, óäîáíî ïðîèçâåñòè åù¼ îäíó, ïîñëåäíþþ çàìåíó ïàðà-

ìåòðà è ïåðåìåííîé (íàïîìíèì, ÷òî ε < 0):

2 ε ≡ − 1

ν2 , ρ ≡ ν

2
x .

Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè y(x) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

x
d2y

dx2 +
dy

dx
+

(
ν − x

4
− s2

4 x

)
y = 0 . (6.152)

Áóäåì àíàëèçèðîâàòü ýòî óðàâíåíèå â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ,
x → 0 è x →∞. Âáëèçè íóëÿ, ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå â âèäå ñòåïåííîé
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ôóíêöèè y(x) = xα, ïîëó÷èì, ÷òî α = ±s/2. Î÷åâèäíî, ÷òî ñëåäó-
åò âûáðàòü çíàê �ïëþñ�, ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ R(r) äîëæíà
áûòü èíòåãðèðóåìîé â íóëå ïðè ëþáîì `.

Àíàëèçèðóÿ óðàâíåíèå (6.152) â ïðåäåëå x → ∞ è âûäåëÿÿ ëè-
äèðóþùèå ÷ëåíû, ïîëó÷èì óðàâíåíèå x y′′ − (x/4) y = 0, ðåøåíèåì
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòà: exp(−x/2).

Ñ ó÷¼òîì àñèìïòîòèê x → 0 è x → ∞ ïðîèçâåä¼ì åù¼ îäíó,
ïîñëåäíþþ çàìåíó èñêîìîé ôóíêöèè y(x) → f(x) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

y(x) = xs/2 e−x/2 f(x) .

Ïîäñòàâëÿÿ y(x) â óðàâíåíèå (6.152), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå äëÿ ôóíêöèè f(x):

x f ′′ + (1 + s− x) f ′ +
(

ν − s + 1

2

)
f = 0 , (6.153)

êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ îáîáù¼ííûõ ïîëèíîìîâ ×åáû-
ø¼âà � Ëàãåððà (6.142). Êàê ìû âèäåëè èç ñîîòâåòñòâóþùåãî àíàëè-
çà, íîðìèðóåìûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè

ν − s + 1

2
≡ nr = 0 , 1 , 2 , . . .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïàðàìåòð ν, îïðåäåëÿþùèé ýíåðãèþ ýëåêòðîíà,
ïðèíèìàåò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ:

ν = nr +
s + 1

2
= nr + ` + 1 ≡ n = 1 , 2 , . . .

×èñëî n íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì, îíî îïðåäåëÿåò
ýíåðãèþ ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà:

ε = − 1

2 n2 , E = − me e4

2 ~2 n2 . (6.154)
×èñëî ` íàçûâàåòñÿ îðáèòàëüíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì. Ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì n îíî ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ: ` = 0 , 1 , 2 , . . . , n− 1.

Äëÿ ôóíêöèè y(x) ïîëó÷àåì:

ynr
(x) = xs/2 e−x/2 Ls

nr
(x) , x =

2 ρ

n
. (6.155)

Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè R(r) èìååì:

Rn`(ρ) = An

(
2 ρ

n

)`

e−ρ/n L2`+1
n−`−1

(
2 ρ

n

)
, (6.156)

ãäå An � íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò.
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Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ ê ãëàâå 6
1. Ïîñòðîéòå íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé v(ρ, ϕ) (6.6) äëÿ ìåì-

áðàíû, äîêàæèòå èõ îðòîãîíàëüíîñòü.

2. Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå I−n(x) = In(x) äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ
ôóíêöèé Áåññåëÿ.

3. Âûâåäèòå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ
ôóíêöèé Áåññåëÿ, àíàëîãè÷íûå ôîðìóëàì (6.26), (6.28).

4. Íàéäèòå àñèìïòîòèêó ôóíêöèè Ìàêäîíàëüäà öåëî÷èñëåííîãî
ïîðÿäêà âáëèçè òî÷êè x = 0.

5. Âûâåäèòå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû (6.73) äëÿ ìîäèôèöèðî-
âàííîé ôóíêöèè Áåññåëÿ è ôóíêöèè Ìàêäîíàëüäà.

6. Ïîëó÷èòå èç òîæäåñòâà (6.95) ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ
ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà (6.97).
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Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðèâåäåíû áàçîâûå ïîíÿòèÿ îñíîâíîãî ìåòî-
äà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè � ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Äàíû ïîíÿòèÿ î
ñåòêàõ è ñåòî÷íûõ ôóíêöèÿõ. Èçëàãàåòñÿ ñõåìà àïïðîêñèìàöèè ïðî-
ñòåéøèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè.
Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû íåêîòîðûõ ðàçíîñòíûõ çàäà÷. Äàíû ïîíÿòèÿ
î ðàçðåøèìîñòè, ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì.

7.1 Ñåòêè è ñåòî÷íûå ôóíêöèè.
Àïïðîêñèìàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ àíàëèòè÷åñêèìè ìå-
òîäàìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè. Îäíàêî êðóã ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ãäå ýòè ìåòîäû äîñòàòî÷-
íû äëÿ àíàëèçà, äîâîëüíî óçîê. Íàïðèìåð, â îäíîìåðíîì óðàâíåíèè
òåïëîïðîâîäíîñòè (3.8) êîýôôèöèåíòû ìîãóò çàâèñåòü îò îáîèõ àð-
ãóìåíòîâ:

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
= c(x, t) ρ(x, t)

∂u

∂t
. (7.1)

Ïðè ýòîì ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðèìåíèì ê äàííîìó óðàâ-
íåíèþ òîëüêî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû ðàçáèâàþòñÿ
íà ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé: k(x, t) = k1(x) k2(t), è ò.ä. Îäíàêî â áîëü-
øèíñòâå çàäà÷ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îò àðãóìåíòîâ íå èìååò
òàêîãî âèäà, áîëåå òîãî, îíè ìîãóò çàâèñåòü òàêæå è îò òåìïåðàòóðû,
÷òî ïðèâîäèò ê êâàçèëèíåéíîìó óðàâíåíèþ.

186
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Çàäà÷è, íå ïîääàþùèåñÿ àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ, ïðèõîäèòñÿ
ðåøàòü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè îñíîâíûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, èëè ìåòîä ñåòîê. Åãî áàçîâûì
ïðèíöèïîì ÿâëÿåòñÿ çàìåíà îáëàñòè íåïðåðûâíîãî èçìåíåíèÿ àðãó-
ìåíòà äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì òî÷åê (óçëîâ), íàçûâàåìûì ñåòêîé.
Âìåñòî ôóíêöèé íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíê-
öèè äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà, îïðåäåë¼ííûå â óçëàõ ñåòêè è íàçûâà-
åìûå ñåòî÷íûìè ôóíêöèÿìè. Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â
óðàâíåíèå, çàìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçíîñòíûìè îòíîøåíè-
ÿìè, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàìåíÿåòñÿ íà ñèñòåìó àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé, íàçûâàåìóþ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì. Íà÷àëü-
íûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òàêæå çàìåíÿþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçíîñòíûå óñëîâèÿ äëÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè.

Îñíîâíûì êðèòåðèåì ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ åãî
ñõîäèìîñòü: ïðè óìåíüøåíèè øàãà ñåòêè íàáîð ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ
çàäà÷ äîëæåí ñõîäèòüñÿ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è �
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ñåòîê. Ïóñòü àðãóìåíò x ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå 0 6 x 6 `. Ðàçîáü¼ì èíòåðâàë íà N ðàâ-
íûõ ÷àñòåé äëèíû h = `/N . Ìàññèâ {x} òî÷åê xi = ih (i = 0, 1, . . . N)
íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé ðàçíîñòíîé ñåòêîé íà îòðåçêå 0 6 x 6 `,
òî÷êè xi � óçëàìè ñåòêè, ÷èñëî h � øàãîì ñåòêè. Ïîâûøåíèå òî÷-
íîñòè ìåòîäà ñåòîê îáåñïå÷èâàåòñÿ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà óçëîâ N , è,
ñëåäîâàòåëüíî, óìåíüøåíèåì øàãà h. Ýòî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ
ìàññèâà îáðàáàòûâàåìûõ äàííûõ è âðåìåíè ðàñ÷¼òîâ.

Îäíàêî â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ìîæåò áûòü çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî
â îäíîé ÷àñòè èíòåðâàëà çíà÷åíèé àðãóìåíòà èññëåäóåìàÿ ôóíê-
öèÿ èçìåíÿåòñÿ áûñòðî, à â äðóãîé - ìåäëåííî. Ïðè ýòîì èñïîëü-
çîâàíèå ðàâíîìåðíîé ñåòêè, ñ îäèíàêîâûì óìåíüøåíèåì øàãà íà
âñ¼ì èíòåðâàëå, îêàçûâàåòñÿ íåðàöèîíàëüíûì, ïîñêîëüêó â îáëàñòè
ìåäëåííîãî èçìåíåíèÿ ôóíêöèè íåò íåîáõîäèìîñòè â äàëüíåéøåì
óìåíüøåíèè øàãà. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì èñïîëü-
çîâàòü íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó. Â îáùåì ñëó÷àå îòðåçîê 0 6 x 6 `

ìîæíî ðàçáèòü íà N ÷àñòåé, ââîäÿ ìàññèâ {x} ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê
0 < x1 < x2 < · · · < xN−1 < `, x0 = 0, xN = `. Ïîëó÷àåì íåðàâíî-
ìåðíóþ ñåòêó ñ ïåðåìåííûì øàãîì hi = xi − xi−1.
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Ïðè àíàëèçå óðàâíåíèÿ íà áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé, −∞ < x < ∞,
ìîæíî ââåñòè ñåòêó {x}, ñîñòîÿùóþ èç �áåñêîíå÷íîãî� ÷èñëà óçëîâ
x + ih (i = 0,±1,±2, . . . ), ñ íà÷àëîì â ëþáîé òî÷êå x. Î÷åâèäíî,
÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ìàññèâ i íóæíî îãðàíè÷èâàòü ïî ìîäóëþ
êàêèì-ëèáî äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì, îïðåäåëÿåìûì èç óñëîâèé
çàäà÷è.

Ôóíêöèÿ yi = y(xi), îïðåäåë¼ííàÿ íà ñåòêå {x}, íàçûâàåòñÿ ñå-
òî÷íîé ôóíêöèåé.

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ äâóìåðíàÿ ñåòêà â çàäà÷å ñ äâóìÿ ïåðå-
ìåííûìè. Ïóñòü îáëàñòü èçìåíåíèÿ àðãóìåíòîâ (x, t) ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê, 0 6 x 6 `, 0 6 t 6 T . Ðàçáèâàÿ èí-
òåðâàë 0 6 x 6 ` íà N ðàâíûõ ÷àñòåé, ïîëó÷èì ñåòêó {x}, xi =
ih (i = 0, 1, . . . N) ñ øàãîì h = `/N . Òî÷íî òàê æå ðàçîáü¼ì èíòåð-
âàë 0 6 t 6 T íà N0 ðàâíûõ ÷àñòåé, ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ ñåòêà {t},
tj = jτ (j = 0, 1, . . . N0) ñ øàãîì τ = T/N0. Ìíîæåñòâî óçëîâ (xi, tj)
îáðàçóåò äâóìåðíóþ ñåòêó, ðàâíîìåðíóþ ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ.
Èíîãäà îêàçûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïîñòðîåíèå íåðàâíîìåðíûõ ñå-
òîê.

Íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u(x, t), îïðåäåë¼ííîé íà ïðÿìîóãîëüíèêå
0 6 x 6 `, 0 6 t 6 T , ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ
uj

i = u(xi, yj).
Îïåðàòîð Lh, ïðåîáðàçóþùèé ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ y â ñåòî÷íóþ

ôóíêöèþ Y = Lhy, íàçûâàåòñÿ ñåòî÷íûì, èëè ðàçíîñòíûì îïåðà-
òîðîì. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L, îïðåäåë¼ííûé äëÿ ôóíê-
öèé íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà, ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàí (ïðè-
áëèæ¼ííî çàìåí¼í) ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì Lh, çàäàííûì íà ñå-
òî÷íûõ ôóíêöèÿõ. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ïðîèçâîäíàÿ çàìåíÿåòñÿ ðàç-
íîñòíûì îòíîøåíèåì, ñîäåðæàùèì çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè â
íåñêîëüêèõ óçëàõ ñåòêè.

Ðàññìîòðèì íà èíòåðâàëå 0 6 x 6 ` ñåòêó {x}, xi = ih (i =
0, 1, . . . N) ñ øàãîì h = `/N . Ïóñòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, Lv = v′ ôóíêöèè v(x).
Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ åãî çàìåíû ðàçíîñòíûì îïåðàòî-
ðîì. Ïðîñòåéøèìè ÿâëÿþòñÿ:

ëåâàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Lv → L−h vi =
vi − vi−1

h
; (7.2)
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ïðàâàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Lv → L+
h vi =

vi+1 − vi

h
; (7.3)

öåíòðàëüíàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Lv → L0
h vi =

vi+1 − vi−1

2h
. (7.4)

Êàæäûé èç ýòèõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ v â äâóõ
óçëàõ ñåòêè. Òàêèå îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ äâóõòî÷å÷íûìè ðàçíîñò-
íûìè îïåðàòîðàìè, èëè îïåðàòîðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðâóþ ïðî-
èçâîäíóþ ìîæíî òàêæå àïïðîêñèìèðîâàòü òð¼õòî÷å÷íûì îïåðàòî-
ðîì âèäà

L
(σ)
h vi = σ L+

h vi + (1− σ) L−h vi =
σvi+1 + (1− 2σ)vi − (1− σ)vi−1

h
,

(7.5)
ãäå σ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Â ÷àñòíîñòè, ïðè σ = 0, 1, 1/2 ïîëó÷àåì
èç (7.5) äâóõòî÷å÷íûå îïåðàòîðû (7.2), (7.3), (7.4) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè çàìåíå Lv = v′ ðàçíîñòíûì âûðàæåíèåì L±h vi âîçíèêàåò ïî-
ãðåøíîñòü L±h vi − (Lv)i = ψh

i , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ
àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L ðàçíîñòíûì îïå-
ðàòîðîì Lh. Åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ýòà ïîãðåøíîñòü ñòðå-
ìèëàñü ê íóëþ ïðè h → 0. Ïóñòü ôóíêöèÿ v(x) íåïðåðûâíà âìåñòå
ñ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûìè íà îòðåçêå 0 6 x 6 `. Èñïîëüçóÿ
ðàçëîæåíèå â ðÿä Òýéëîðà, â îêðåñòíîñòè òî÷êè xi ìîæíî çàïèñàòü:

vi±1 = vi ± h v′i +
h2

2
v′′i + O

(
h3) . (7.6)

Äëÿ ïîãðåøíîñòåé ïîëó÷àåì:

ψh
i = L−h vi − v′i = O(h) , ψh

i = L+
h vi − v′i = O(h) . (7.7)

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:

1) ðàçíîñòíûé îïåðàòîð Lh àïïðîêñèìèðóåò äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð L íà ñåòêå {x}, åñëè äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè
v(x) âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè
max
{x}

|ψh
i | = max

{x}
|Lh vi − (Lv)i| ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè h → 0;
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2) ðàçíîñòíûé îïåðàòîð Lh àïïðîêñèìèðóåò ñ ïîðÿäêîì n (n > 0)
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L, åñëè max

{x}
|ψh

i | = O (hn), èëè

max
{x}

|ψh
i | 6 M hn, ãäå M � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâè-

ñÿùàÿ îò h.
Èç ôîðìóë (7.7) âèäèì, ÷òî ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû L±h àïïðîê-

ñèìèðóþò îïåðàòîð ïåðâîé ïðîèçâîäíîé L, L v = v′, ñ ïåðâûì ïî-
ðÿäêîì. Äëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè òð¼õòî÷å÷íûì îïåðàòî-
ðîì (7.5) ïîëó÷àåì

ψh
i = L

(σ)
h vi − v′i = h

(
σ − 1

2

)
v′′i + O

(
h2) , (7.8)

òî åñòü öåíòðàëüíàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (7.4) (äëÿ êîòîðîé σ =
1/2) àïïðîêñèìèðóåò ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ñ áîëåå âûñîêèì, ÷åì îïå-
ðàòîðû L±h , âòîðûì ïîðÿäêîì.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîé ïðîèçâîäíîé,
Lv = v′′. Î÷åâèäíî, ÷òî àïïðîêñèìèðîâàòü åãî äâóõòî÷å÷íûì ðàç-
íîñòíûì îïåðàòîðîì íåâîçìîæíî. Âûáåðåì òðè óçëà, xi−1, xi, xi+1, è
ïîñòðîèì òð¼õòî÷å÷íûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð

Lh vi =
vi+1 − 2vi + vi−1

h2 . (7.9)

Ïóñòü ôóíêöèÿ v(x) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî 4-é âêëþ-
÷èòåëüíî, òîãäà ðàçëîæåíèå â ðÿä Òýéëîðà âáëèçè òî÷êè xi äà¼ò:

vi±1 = vi ± h v′i +
h2

2
v′′i ±

h3

6
v′′′i +

h4

24
v

(IV )
i + O

(
h5) . (7.10)

Äëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷àåì

Lh vi − v′′i =
h2

12
v

(IV )
i + O

(
h3) , (7.11)

òî åñòü ðàçíîñòíûé îïåðàòîð (7.9) àïïðîêñèìèðóåò âòîðóþ ïðîèç-
âîäíóþ ñî âòîðûì ïîðÿäêîì.

7.2 Ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïî äâóì ïåðåìåííûì

Lu =
∂u

∂t
− a2 ∂2u

∂x2 , (7.12)
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ãäå ôóíêöèÿ u(x, t) îïðåäåëåíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå 0 6 x 6 `,
0 6 t 6 T . Êàê ýòî îïèñàíî âûøå, ââåä¼ì ñåòêó

{x, t}, xi = ih, tj = jτ (i = 0, 1, . . . N, j = 0, 1, . . . N0)

ñ øàãàìè h = `/N, τ = T/N0. Ðàññìîòðèì ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ uj
i =

u(xi, yj) è çàìåíèì ïðîèçâîäíûå ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè:
(

∂u

∂t

)j+1

i

→ uj+1
i − uj

i

τ
,

(
∂2u

∂x2

)j

i

→ uj
i−1 − 2uj

i + uj
i+1

h2 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàçíîñòíûé îïåðàòîð

Lhτ uj+1
i =

uj+1
i − uj

i

τ
− a2 uj

i−1 − 2uj
i + uj

i+1

h2 . (7.13)

Ýòîò îïåðàòîð îïðåäåë¼í íà ìàññèâå èç ÷åòûð¼õ òî÷åê (xi−1, tj),
(xi, tj), (xi+1, tj), (xi, tj+1), ñì. ðèñ. 7.1 (a). Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî

(i-1,j) (i,j) (i,j)(i+1,j)

(i-1,j+1) (i,j+1) (i+1,j+1)(i,j+1)

(a) (b)

Ðèñ. 7.1: ×åòûð¼õòî÷å÷íûå ìàññèâû äëÿ àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà (7.12) ðàçíîñòíûì

ðàçíîñòíûé îïåðàòîð (7.13) îïðåäåë¼í íå âî âñåõ óçëàõ ñåòêè {x, t},
à òîëüêî â óçëàõ (xi, tj) ïðè 0 < i < N, j > 0. Ýòè óçëû íàçûâàþòñÿ
âíóòðåííèìè. Â îñòàëüíûõ óçëàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà òð¼õ ñòîðîíàõ
ðàññìàòðèâàåìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, i = 0, i = N, j = 0, è íàçûâà-
åìûõ ãðàíè÷íûìè, äîëæíû áûòü çàäàíû ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ.

Èç àíàëèçà, ïðîâåä¼ííîãî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ñëåäóåò, ÷òî
îïåðàòîð Lhτ èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî τ è âòîðîé
ïî h:

max
{x,t}

|Lhτ uj
i − (Lu)j

i | = O
(
h2 + τ

)
. (7.14)
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Ñóùåñòâóþò è äðóãèå âîçìîæíîñòè àïïðîêñèìàöèè, íàïðèìåð, ðàç-
íîñòíûé îïåðàòîð

Lhτ uj+1
i =

uj+1
i − uj

i

τ
− a2 uj+1

i−1 − 2uj+1
i + uj+1

i+1

h2 , (7.15)

îïðåäåë¼ííûé íà ìàññèâå èç ÷åòûð¼õ òî÷åê (xi, tj), (xi−1, tj+1),
(xi, tj+1), (xi+1, tj+1), ñì. ðèñ. 7.1 (b), àïïðîêñèìèðóåò îïåðàòîð Lu

ñ òåì æå ïîðÿäêîì, ÷òî è îïåðàòîð (7.13).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ìåòîäîì ñåòîê êàêîå-ëèáî äèôôåðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå, íàïðèìåð Lu = −f , òðåáóåòñÿ, êðîìå ïîñòðîåíèÿ
ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà, àïïðîêñèìèðîâàòü íà ñåòêå ïðàâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ è êðàåâûå óñëîâèÿ. Ïîñëå ýòîãî ôîðìóëèðóåòñÿ ðàçíîñò-
íàÿ çàäà÷à, èëè ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, òî åñòü çàïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà
ðàçíîñòíûõ (àëãåáðàè÷åñêèõ) óðàâíåíèé è äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ
íà ñåòêå.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2 + f(x, t) , 0 6 x 6 `, 0 6 t 6 T,

u(x, 0) = u0(x) , 0 6 x 6 `,

u(0, t) = µ1(t) , u(`, t) = µ2(t) , 0 6 t 6 T , (7.16)

íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå {x, t}, xi = ih, tj = jτ (i = 0, 1, . . . N, j =
0, 1, . . . N0). Çàìåíÿÿ îïåðàòîð (7.12) ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì (7.13),
ïîëó÷àåì ðàçíîñòíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó âèäà

yj+1
i − yj

i = γ
(
yj

i−1 − 2yj
i + yj

i+1

)
+ τ ϕj+1

i , 0 < i < N, j > 0,

γ =
a2τ

h2 , ϕj+1
i = f(xi, tj) , y0

i = u0(xi) , (7.17)

yj
0 = µ1(tj) , yj

N = µ2(tj) . (7.18)

Âûðàæàÿ èç óðàâíåíèÿ (7.17) âåëè÷èíó yj+1
i :

yj+1
i = (1− 2γ) yj

i + γ
(
yj

i−1 + yj
i+1

)
+ τ ϕj+1

i , (7.19)

âèäèì, ÷òî ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ ñåòî÷íîé ôóíêöèè yj
i âî âñåõ

óçëàõ ñëîÿ j ïî ýòîé ôîðìóëå ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ yj+1
i âî âñåõ

óçëàõ i = 1, 2, . . . N − 1 ñëîÿ j + 1. Ïîñêîëüêó â óçëàõ íóëåâîãî
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ñëîÿ, j = 0, çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå y0
i = u0(xi), ôîðìóëà (7.19)

ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè îò ñëîÿ ê ñëîþ,
ñ ó÷¼òîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (7.18). Ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à âèäà (7.17)
íàçûâàåòñÿ ÿâíîé.

Èíàÿ ñèòóàöèÿ ñêëàäûâàåòñÿ, åñëè àïïðîêñèìèðîâàòü äèôôåðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð (7.12) â óðàâíåíèè (7.16) ðàçíîñòíûì îïåðàòî-
ðîì (7.15). Ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ñåòî÷íîé ôóíêöèè
yj+1

i â óçëàõ ñëîÿ j +1 ïîëó÷àåì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
âèäà

γ yj+1
i−1 − (1+2γ) yj+1

i +γ yj+1
i+1 = −yj

i − τ ϕj+1
i , 0 < i < N . (7.20)

Òàêàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ íåÿâíîé, èëè ñõåìîé ñ îïåðåæåíèåì.
Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû âàæíåéøèì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ

î å¼ ðàçðåøèìîñòè, òî åñòü î ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìà íåðàçðåøèìà, ðàç-
íîñòíàÿ ñõåìà íåïðèãîäíà.

Äîïóñòèì, ðàçðåøèìîñòü èìååò ìåñòî. Ñëåäóþùèé âàæíûé âî-
ïðîñ, êîòîðûé íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü - ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíîé ñõå-
ìû. Ïðè óìåíüøåíèè øàãà ñåòêè ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è äîëæ-
íî ñõîäèòüñÿ ê îïðåäåë¼ííîìó ðåçóëüòàòó, êîòîðûé è äîëæåí áûòü
ðåøåíèåì èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Íàêîíåö, òðåòüÿ âàæíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàçíîñòíîé ñõåìû - å¼
óñòîé÷èâîñòü. Âñå ÷èñëåííûå ðàñ÷¼òû ïðîâîäÿòñÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì çíàêîâ, è íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèé âîçíèêàþò îøèáêè îêðóã-
ëåíèÿ. Åñëè ìàëûå îøèáêè îêðóãëåíèÿ, âîçíèêàþùèå â õîäå âû÷èñ-
ëåíèé, ïðèâîäÿò ïðè ñãóùåíèè ñåòêè ê áîëüøèì èñêàæåíèÿì ðåøå-
íèÿ, òàêàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé è íåïðèãîäíà äëÿ ïðàê-
òèêè. Îøèáêè âû÷èñëåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê âîçìóùåíèÿ
âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è � íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì âîïðîñ î
íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò âõîäíûõ äàííûõ ïðè óìåíü-
øåíèè øàãà ñåòêè. Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, ñõåìà íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâîé.

Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ îòûñêèâàþò ðàçëè÷íûå âîçìîæ-
íîñòè âëèÿíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ïðèâåä¼ì áåç ïî-
äðîáíîãî àíàëèçà íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá óïðàâëåíèÿ óñòîé÷èâî-
ñòüþ è òî÷íîñòüþ ðåøåíèÿ íà ïðèìåðå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíå-
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íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (7.16). Àïïðîêñèìèðóåì äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð (7.12) îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ðàñ-
ñìîòðåííûõ âûøå ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ, âçÿâ îïåðàòîð (7.15) ñ
âåñîì σ è îïåðàòîð (7.13) ñ âåñîì (1 − σ), ãäå σ � ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî. Ïîëó÷àþùèéñÿ îïåðàòîð áóäåò îïðåäåë¼í íà øåñòèòî÷å÷íîì
ìàññèâå (xi−1, tj), (xi, tj), (xi+1, tj), (xi−1, tj+1), (xi, tj+1), (xi+1, tj+1),
îáúåäèíÿþùåì òî÷êè íà ðèñ. 7.1 (a), (b). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíê-
öèÿ u(x, t) èìååò íóæíîå ÷èñëî íåïðåðûâíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
è ðàçëàãàÿ å¼ â ðÿä ïî îáåèì ïåðåìåííûì âáëèçè òî÷êè (xi, tj), íàé-
ä¼ì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè äëÿ âûáðàííîãî ðàçíîñòíîãî îïå-
ðàòîðà. Â ðåçóëüòàòå èìååì

Lhτ uj
i − (Lu)j

i = O
(
h2) +

(
σ − 1

2

)
O (τ) + O

(
τ 2) , (7.21)

òàêèì îáðàçîì, âûáèðàÿ σ = 1/2, ìû ïîëó÷èì ñõåìó ïîâûøåííîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, èìåþùóþ áîëåå âûñîêèå õàðàêòåðèñòèêè
ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè.

Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ ê ãëàâå 7
1. Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå (7.8) äëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè îïå-

ðàòîðà ïåðâîé ïðîèçâîäíîé òð¼õòî÷å÷íûì ðàçíîñòíûì îïåðàòî-
ðîì (7.5).

2. Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå (7.11) äëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè
îïåðàòîðà âòîðîé ïðîèçâîäíîé òð¼õòî÷å÷íûì ðàçíîñòíûì îïå-
ðàòîðîì (7.9).
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