
ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ
Çàäà÷è äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé (6 ñåìåñòð)

Çàäà÷è ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Â.Ì.Ãàëèöêèé, Á.Ì.Êàðíàêîâ, Â.È.Êîãàí. 1981.
Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. Ë.Ä.Ëàíäàó, Å.Ì.Ëèôøèö.1989.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
1.1. Ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå îïåðàòîðû (−∞ < x < +∞):

a) îòðàæåíèÿ Î: ÎΨ(x) = Ψ(−x);
á) ñäâèãà T̂a: T̂aΨ(x) = Ψ(x+ a);
â) èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà M̂c: M̂cΨ(x) =

√
cΨ(cx), c > 0;

ã) êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ K̂: K̂Ψ(x) = Ψ∗(x).
ßâëÿþòñÿ ëè ýòè îïåðàòîðû ëèíåéíûìè? Íàéòè âèä îïåðàòîðîâ, êîòîðûå ïî îòíîøåíèþ ê
óêàçàííûì ÿâëÿþòñÿ: òðàíñïîíèðîâàííûìè, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè, ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûìè,
îáðàòíûìè.

1.2. Äëÿ óêàçàííûõ íèæå îïåðàòîðîâ íàéòè îïåðàòîðû, êîòîðûå ïî îòíîøåíèþ ê íèì
ÿâëÿþòñÿ òðàíñïîíèðîâàííûìè, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè, ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûìè:
à) id/dx,−∞ < x < +∞;
á) i∂/∂r, r - ðàäèàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (0 ≤ r <∞).

1.3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L̂ ïîêàçàòü ñëåäóþùåå:
à) (L̂+)+ = L̂;
á) îïåðàòîðû L̂+L̂ è L̂L̂+ ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè.
â) îïåðàòîðû L̂+ L̂+ è i(L̂− L̂+) ýðìèòîâû.

1.4. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð Ĉ ýðìèòîâ, òî îïåðàòîð Ĝ = ÂĈÂ+ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ýðìèòîâûì.

1.5. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð F̂ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå F̂ = Â+ iB̂, ãäå
Â è B̂ - ýðìèòîâû îïåðàòîðû.

1.6. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îïåðàòîðû Â è B̂ - ýðìèòîâû, òî îïåðàòîðû ÂB̂+B̂Â è i(ÂB̂−B̂Â)
òàêæå ýðìèòîâû.

1.8. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè àëãåáðàè÷åñêèõ äåéñòâèÿõ ñ êîììóòàòîðàìè ñïðàâåäëèâ çàêîí
äèñòðèáóòèâíîñòè, ò.å. ÷òî êîììóòàòîð ñóììû ðàâåí ñóììå êîììóòàòîðîâ:[∑

i
Âi,

∑
k
B̂k

]
=

∑
i,k

[Âi, B̂k].

1.9. Äàíû òðè îïåðàòîðà Â, B̂, Ĉ. Âûðàçèòü êîììóòàòîð ïðîèçâåäåíèÿ ÂB̂ è Ĉ ÷åðåç
êîììóòàòîðû [Â, Ĉ] è [B̂, Ĉ].

1.10. Äîêàçàòü òîæäåñòâî ßêîáè äëÿ êîììóòàòîðîâ îïåðàòîðîâ Â, B̂, Ĉ:
[Â, [B̂, Ĉ]] + [B̂, [Ĉ, Â]] + [Ĉ, [Â, B̂]] = 0.

1.12. Îïåðàòîð F̂ âèäà F̂ = F (f̂), ãäå F (z) -íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé z, ïðåäñòàâèìàÿ
â âèäå ðÿäà F (z) =

∑
n
cnz

n, ìîæíî ïîíèìàòü êàê îïåðàòîð, ðàâíûé F̂ =
∑
n
cnf̂

n. Èñïîëüçóÿ

ýòî îïðåäåëåíèå íàéòè ÿâíûé âèä ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ:
a) exp(iπÎ);

á) T̂a = exp
(
a d

dx

)
(îïåðàòîð Î îïðåäåëåí â 1.1).

1.13. Ïðåäïîëàãàÿ λ ìàëîé âåëè÷èíîé, íàéòè ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà (Â−λB̂)−1 ïî ñòåïåíÿì
λ.

1.14. Äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

eÂB̂e−Â = B̂ + [Â, B̂] + 1
2!
[Â, [Â, B̂]] + ...

1.15. Â îáùåì ñëó÷àå ëèíåéíûé îïåðàòîð L̂ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé
îïåðàòîð, ò.å. Φ(ξ) ≡ L̂Ψ(ξ) ≡

∫
L(ξ, ξ′)Ψ(ξ′)dξ′ , ãäå L(ξ, ξ′) -ÿäðî îïåðàòîðà L̂ (ξ � ñîâîêóïíîñòü

ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ). Êàê ÿäðà îïåðàòîðîâ L̂∗,
˜̂
L, L̂+ ñâÿçàíû ñ ÿäðîì



L(ξ, ξ′) îïåðàòîðà L̂? Íàéòè ÿäðà îïåðàòîðîâ Î , M̂c, T̂a, x̂ ≡ x, p̂ ≡ −ih̄d/dx. Îïåðàòîðû
Î , M̂c, T̂a îïðåäåëåíû â 1.1.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñðåäíèå
1.19. Â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì âîëíîâîé ôóíêöèåé âèäà

Ψ(x) = C exp
[

ip0x
h̄
− (x−x0)2

2a2

]
, ãäå p0, x0, a � âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

ïî êîîðäèíàòàì ÷àñòèöû. Îïðåäåëèòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è ôëóêòóàöèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà
÷àñòèöû.

1.20. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû èìååò âèä
Ψ(x) = C exp(ip0x/h̄)ϕ(x), ϕ(x) -âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ïîêàçàòü, ÷òî p0 � ñðåäíèé èìïóëüñ
÷àñòèöû â ðàññìàòðèâàåìîì ñîñòîÿíèè.

1.22. Ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ L̂+L̂ è L̂L̂+ (L̂ � íåêîòîðûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð) â ïðîèçâîëüíîì ñîñòîÿíèè íåîòðèöàòåëüíû.

1.23. Ïîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà êâàäðàòà ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû
íåîòðèöàòåëüíû.

1.24. Ýðìèòîâ îïåðàòîð f̂ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ f̂ 2 = cf̂ , ãäå c - íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî. Êàêîâû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òàêîãî îïåðàòîðà?

1.25. Íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû,
ïðåäñòàâëÿþùåé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îäíîèìåííûõ êîìïîíåíòîâ èìïóëüñà è êîîðäèíàòû:
f̂ = αp̂+βx̂. Óáåäèòüñÿ â îðòîãîíàëüíîñòè ïîëó÷åííûõ ôóíêöèé è íîðìèðîâàòü èõ ñîîòâåòñòâóþùèì
îáðàçîì. Ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíûå ñëó÷àè: α→ 0; β → 0.

1.27. Ýðìèòîâ îïåðàòîð (ìàòðèöà) f̂ èìååòN ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîêàçàòü,
÷òî îïåðàòîð f̂N ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîðû 1̂, f̂ , ..., f̂N−1. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ðàññìîòðåòü îïåðàòîð îòðàæåíèÿ (èíâåðñèè) Î.

1.29. Ýðìèòîâû îïåðàòîðû Â, B̂, L̂ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:
[Â, L̂] = 0, [B̂, L̂] = 0, [Â, B̂] 6= 0. Ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L̂
îáÿçàòåëüíî åñòü âûðîæäåííûå.

1.31. Â ñîñòîÿíèè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîì âîëíîâîé ôóíêöèåé ΨA,
ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíàA èìååò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå. Èìååò ëè â ýòîì ñîñòîÿíèè îïðåäåëåííîå
çíà÷åíèå òàêæå âåëè÷èíà B â ñëó÷àÿõ, åñëè îïåðàòîðû Â è B̂:
à) íå êîììóòèðóþò;
á) êîììóòèðóþò ?

Îäíîìåðíîå äâèæåíèå
2.3. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì è èìïóëüñàì, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ýòèõ

âåëè÷èí è èõ ôëóêòóàöèè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â áåñêîíå÷íî
ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

U(x) =

{
0, 0 < x < a,
∞, x < 0, x > a.

2.4. Ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíû a
(0 < x < a) îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé âèäà:
à) Ψ(x) = Ax(x− a);
á) Ψ(x) = B sin2(πx/a) .

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè ÷àñòèöû, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ
è ñðåäíèå êâàäðàòè÷íûå ôëóêòóàöèè ýíåðãèè.

2.6. Íàéòè èçìåíåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé è âîëíîâûõ ôóíêöèé ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé
çàðÿæåííîãî ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ïðè íàëîæåíèè íà íåãî îäíîðîäíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè êîëåáàíèé.

2.20*. Äëÿ ÷àñòèöû â ïîëå U(x) âèäà

U(x) =


∞, x < 0,
0, 0 < x < a,
U0, x > a,
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íàéòè óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíûé ñëó÷àé
U0 = ∞.

Ë.Ä.Ëàíäàó, Å.Ì.Ëèôøèö. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. � Ì.: Íàóêà, 1989. Ñòð. 90, N 2.
Îïðåäåëèòü óðîâíè ýíåðãèè äëÿ ÷àñòèöû â ïîëå U(x) âèäà

U(x) =


U1, x < 0,
0, 0 < x < a,
U2, x > a,

2.11. Íàéòè óðîâíè ýíåðãèè è íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå ôóíêöèè ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî
ñïåêòðà ÷àñòèöû â ïîëå U(x) = −αδ(x), α > 0. Íàéòè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêîé è
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ.

2.22. ×àñòèöà íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Âû÷èñëèòü ñðåäíþþ
ñèëó, ñ êîòîðîé ÷àñòèöà äåéñòâóåò íà êàæäóþ èç ñòåíîê ÿìû â ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ.
Ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòîì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.

2.44. Íàéòè âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû â ïîëå

U(x) =

{
0, x < 0,
U0, x > 0 (U0 > 0),

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E ìåíüøå âûñîòû ïîòåíöèàëüíîé ñòåíêè U0. Óáåäèòüñÿ â
îðòîãîíàëüíîñòè ïîëó÷åííûõ ôóíêöèé è íîðìèðîâàòü èõ íà δ-ôóíêöèþ ïî ýíåðãèè. Îáðàçóþò
ëè ïîëó÷åííûå ôóíêöèè ïîëíóþ ñèñòåìó?

2.46. Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ÷àñòèö îò ïîòåíöèàëüíîé ñòåíêè èç 2.44 ïðè
ýíåðãèè E > U0. Ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíûå ñëó÷àè E →∞ è E → U0.

2.54. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ áàðüåðà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
R(E) +D(E) = 1, ãäå R � êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ, D � êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèö.

2.55. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ áàðüåðà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ è
îòðàæåíèÿ ÷àñòèö ñ äàííîé ýíåðãèåé E íå çàâèñÿò îò òîãî, ñ êàêîé ñòîðîíû ÷àñòèöû íàëåòàþò
íà áàðüåð.

Ìîìåíò èìïóëüñà
3.2. Äàòü ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ êîììóòàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ ïðîåêöèé èìïóëüñà è

íåêîììóòàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ ïðîåêöèé ìîìåíòà èìïóëüñà, èñõîäÿ èç êèíåìàòè÷åñêîãî ñìûñëà
ýòèõ îïåðàòîðîâ, ñâÿçàííîãî ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïåðåíîñàìè è ïîâîðîòàìè.

3.3. Ïîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî L2 = l(l + 1) ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ôîðìóë
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî âîçìîæíûå ïðîåêöèè ìîìåíòà íà ïðîèçâîëüíóþ îñü
ðàâíû m (m = −l,−l + 1, ...l) è âñå ýòè çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè ìîìåíòà ðàâíîâåðîÿòíû, à îñè
ðàâíîïðàâíû.

3.4. Íàéòè ñëåäóþùèå êîììóòàòîðû:
à) [L̂i, r̂

2], [L̂i, p̂
2], [L̂i, (p̂r̂)], [L̂i, (p̂r̂)2];

á)[L̂i, (p̂r̂)p̂], [L̂i, (p̂r̂)r̂], [L̂i, (ar̂ + bp̂)];
â) [L̂i, x̂kx̂i], [L̂i, p̂kp̂i], [L̂i, x̂kp̂i],
ãäå r̂, p̂, L̂ � îïåðàòîðû ðàäèóñà-âåêòîðà, èìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû; a è b �
ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû.

3.6. Èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà ìîìåíòà, íàéòè Sp L̂i, ãäå
L̂i � ìàòðèöà i-ãî êîìïîíåíòà ìîìåíòà L̂.

3.7. Ïðåäñòàâèòü îïåðàòîð ìîìåíòà ñèñòåìû äâóõ ÷àñòèö â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ, îïèñûâàþùèõ
ìîìåíò ÷àñòèö â ñ.ö.ì. (ìîìåíò îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ) è ìîìåíò öåíòðà ìàññ ñèñòåìû.

3.12. Ïîêàçàòü, ÷òî â ñîñòîÿíèè Ψm ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì m ïðîåêöèè ìîìåíòà íà
îñü z âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:
à) < l̂x >=< l̂y >= 0;

á) < l̂xl̂y >= − < l̂y l̂x >= im/2

â) < l̂2x >=< l̂2y >.

3



3.13. Â ñîñòîÿíèè Ψlm ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè ìîìåíòà l è åãî ïðîåêöèè m íà îñü z
íàéòè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ < l̂2x >,< l̂2y >.

3.15. Â ñîñòîÿíèè ÷àñòèöû, õàðàêòåðèçóþùåìñÿ óãëîâîé çàâèñèìîñòüþ âîëíîâîé ôóíêöèè
âèäà Ψ = A cosn ϕ (ϕ � óãîë ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè z, n � öåëîå ÷èñëî) íàéòè
âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé m ïðîåêöèè ìîìåíòà íà îñü z.

3.20. Ïîêàçàòü, ÷òî èç [L̂i, f̂ ] = 0 äëÿ îïåðàòîðà ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû f̂ ñëåäóåò, ÷òî
ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âèäà

< n,L,M ′|f̂ |n, L,M >

(ãäå n - îçíà÷àåò íàáîð êâàíòîâûõ ÷èñåë, êîòîðûå âìåñòå ñ L è M îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð)
îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü ïðè M ′ = M è ïðè ýòîì íå çàâèñÿò îò M .

3.26. Óêàçàòü â lz - ïðåäñòàâëåíèè ÿâíûé âèä îïåðàòîðîâ êîìïîíåíò ìîìåíòà, ïîâûøàþùåãî
l̂+ è ïîíèæàþùåãî l̂− îïåðàòîðîâ äëÿ ìîìåíòà l = 1. Êàêîâ âèä îïåðàòîðîâ l̂3±?

3.30. Íàéòè ÿâíûé âèä îïåðàòîðà R̂(~α) ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë ~α, äåéñòâóþùåãî
â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû ñ ìîìåíòîì l = 1.

3.34. Ìîìåíòû l1 è l2 äâóõ ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì ñêëàäûâàþòñÿ â ðåçóëüòèðóþùèé
ìîìåíò âåëè÷èíû L. Ïîêàçàòü, ÷òî â òàêèõ ñîñòîÿíèÿõ (ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì L )

ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ~̂l1 · ~̂l2, ~̂l1 · ~̂L, ~̂l2 · ~̂L òàêæå èìåþò îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ.
3.35. Êàêîâ ñïåêòð ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé êâàäðàò âåêòîðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìîìåíòîâ l1 è l2?
3.37. Èìåþòñÿ äâå ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèå ñèñòåìû 1 è 2, ñîñòîÿíèÿ êîòîðûõ õàðàêòåðèçóþòñÿ

êâàíòîâûìè ÷èñëàìè (l1,m1) è (l2,m2) ìîìåíòà è åãî ïðîåêöèè íà îñü z. Íàéòè ñðåäíèå

çíà÷åíèÿ ~̂L è ~̂L2 ïîëíîãî ìîìåíòà ñîâîêóïíîé ñèñòåìû (1 + 2).
3.38. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñóììàðíîãî

ìîìåíòà L äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ m1 = l1,m2 = l2 − 1.
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå
4.28. Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà (èîíà) íàéòè äëÿ ýëåêòðîíà âåëè÷èíó

< rn >.
4.29. Íàéòè ýôôåêòèâíûé (ñðåäíèé) ïîòåíöèàë ϕ(r), äåéñòâóþùèé íà çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó,

ïðîëåòàþùóþ ñêâîçü íåâîçáóæäåííûé àòîì âîäîðîäà (ïðåíåáðåãàÿ ïîëÿðèçóåìîñòüþ ïîñëåäíåãî).
Ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ϕ(r) äëÿ áîëüøèõ è ìàëûõ ðàññòîÿíèé ÷àñòèöû îò àòîìà.

4.31. Íàéòè ñðåäíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è åãî ôëóêòóàöèþ (ôëóêòóàöèþ êîìïîíåíòîâ
ïîëÿ) íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò àòîìà âîäîðîäà, íàõîäÿùåãîñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.
Îáðàòèòü âíèìàíèå íà õàðàêòåð óáûâàíèÿ íàéäåííûõ âåëè÷èí ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ.

4.33. Íàéòè óðîâíè ýíåðãèè Enrl è âîëíîâûå ôóíêöèè Ψnrlm ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé
÷àñòèöû â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ñôåðè÷åñêîé ÿìå

U(r) =

{
0, r ≤ a,
∞, r > a.

Èçìåíåíèå ñîñòîÿíèé âî âðåìåíè
7.1. Âûâåñòè ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ.
7.4. Ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, íå

çàâèñÿùåé ÿâíî îò âðåìåíè, â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ðàâíî íóëþ.
7.10. Ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé

ÿìå øèðèíû a (0 < x < a) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìååò âèä Ψ(x, t = 0) = A sin3 πx
a
.

Íàéòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå
âðåìÿ T ÷àñòèöà âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå.

7.13. Ñîñòîÿíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé
âèäà Ψ(x, t = 0) = A exp

(
− x2

2a2 + imv0x
h̄

)
. Íàéòè èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû âî âðåìåíè è

ñëåäóþùèå cðåäíèå:
< x(t) >, < p(t) >, < (∆x(t))2 >, < (∆p(t))2 >.
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7.29. Íàéòè îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â ãàéçåíáåðãîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ
ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Çàäà÷ó ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:
à) èñïîëüçóÿ óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñâÿçûâàþùåå îïåðàòîðû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí â
ãàéçåíáåðãîâñêîì è øðåäèíãåðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèÿõ;
á) íåïîñðåäñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ ãàéçåíáåðãîâñêèõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé
8.1. Äëÿ ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíû a (0 <

x < a), íàéòè â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ñìåùåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ïîä
äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ âèäà:

a) V (x) =
V0

a
(a− |2x− a|); b) V (x) =

{
V0, b < x < a− b,
0, 0 < x < b, a− b < x < a.

Óêàçàòü óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà.
8.3. Íà çàðÿæåííûé ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð íàëîæåíî îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E ,

íàïðàâëåííîå âäîëü îñè êîëåáàíèé. Ðàññìàòðèâàÿ äåéñòâèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ êàê âîçìóùåíèå,
ðàññ÷èòàòü â ïåðâûõ äâóõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé ñäâèã ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé îñöèëëÿòîðà.
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñðàâíèòü ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.

8.4. Ïðåäñòàâèì ãàìèëüòîíèàí îñöèëëÿòîðà â âèäå Ĥ = p̂2

2m
+ kx2

2
+ αx2

2
. Ðàññìàòðèâàÿ

ôîðìàëüíî ñëàãàåìîå αx2/2 êàê âîçìóùåíèå, ðàññ÷èòàòü â ïåðâûõ äâóõ ïîðÿäêàõ òåîðèè
âîçìóùåíèé ñäâèã ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé îñöèëëÿòîðà. Îòâåò ñðàâíèòü ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.
Êàêîâî óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé?

8.13. Íàéòè ðàñùåïëåíèå ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî óðîâíÿ ýíåðãèè ïëîñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ âèäà V = αxy (ïëîñêîñòü x, y � ïëîñêîñòü êîëåáàíèé)
â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé. Óêàçàòü ïðàâèëüíûå ôóíêöèè íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Ñðàâíèòü ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.

Ë.Ä.Ëàíäàó, Å.Ì.Ëèôøèö. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. � Ì.: Íàóêà, 1989.
Ñòð. 170, N 1. Îïðåäåëèòü ïîïðàâêó âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ψ(2)

n ê ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì
íåâûðîæäåííîãî äèñêðåòíîãî ñïåêòðà.

Ñòð. 170, N 2. Îïðåäåëèòü ïîïðàâêó òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ E(3)
n ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

ýíåðãèè íåâûðîæäåííîãî äèñêðåòíîãî ñïåêòðà.
Ñòð. 170, N 3. Îïðåäåëèòü óðîâíè ýíåðãèè àíãàðìîíè÷åñêîãî ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà,

ãàìèëüòîíèàí êîòîðîãî èìååò ôîðìó

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x2 + αx3 + βx4.

Ñòð. 175, N 1. Îïðåäåëèòü ïîïðàâêè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
ýíåðãèè è ïðàâèëüíûå âîëíîâûå ôóíêöèè íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ äâóêðàòíî âûðîæäåííîãî
óðîâíÿ.

Ñòð. 175, N 2. Âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ ïîïðàâîê ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì è âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ñëó÷àå, ðàññìîòðåííîì â
ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå
9.16. Èñõîäÿ èç ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà, ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñìåùåíèÿ

ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ÷àñòèöû ïðè èçìåíåíèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè íà ìàëóþ âåëè÷èíó
δU(x). Ïîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîëó÷åííûì â ïåðâîì ïîðÿäêå ñòàöèîíàðíîé
òåîðèè âîçìóùåíèé.

9.27. Îöåíèòü â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè êîýôôèöèåíò ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà
âèäà

U(x) =

{
0, x < 0,
U0 (1− x/a), x > 0.

Êàêîâà òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà?
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9.28. Òî æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, äëÿ áàðüåðà âèäà

U(x) =

{
0, x < 0,
U0 exp (−x/a), x > 0.

9.31. Íàéòè ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü â êâàçèêëàññè÷åñêîì âûðàæåíèè äëÿ êîýôôèöèåíòà
ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà âèäà

U(x) =

{
0, x < 0,

Ũ(x), x > 0

(ïðåäïîãàëàåòñÿ, ÷òî ïðè x > 0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ).
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