Решение дифференциальных уравнений в частных производных

1. Введение

Мы ограничимся методами решения линейных уравнений второго порядка с двумя переменными. Увеличение количества переменных или повышение порядка, по существу, ничего не меняют. Что же касается нелинейных  уравнений, то…

Методы решения различных задач делятся на две группы:

А. Методы, в которых, приближённое решение получается аналитически в виде отрезка некоторого ряда;

В. Методы, с помощью которых можно получить таблицу приближённых значений искомого решения.

К методам группы А относится метод Фурье решения краевых задач (он рассматривается в методах математической физики). Сюда же относятся вариационные методы решения краевых задач и близкий к ним метод Галёркина.

К методам группы В, относится целая группа методов, именуемых конечно-разностными методами. 

2. Идея метода сеток
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Пусть решается дифференциальное уравнение:
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с условиями на границе Г:    
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Здесь a, b, c, d, g, f, (  – известные функции от х  и  у.

Обозначим: 
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Заменим:      
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И тогда:
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Для каждого внутреннего узла можно записать такое уравнение. Если (i, k) – граничный узел, то 
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. Здесь aik, bik, …, (ik – значение известных функций в узле или в точке границы ближайшей к граничной. И вместо дифференциального уравнения мы получаем систему конечно-разностных уравнений.

Вопросы, которые возникают:

1) Разрешима ли эта система и, если разрешима, то, как ее решать?

2) Если система разрешима, то насколько ее решение близко к точному, т.е. какова погрешность метода?

3) Можно ли, сгущая сетку, получить решение сколь угодно близкое к точному, т.е. какова сходимость метода?

Погрешности, возникающие при решении дифференциального уравнения делятся на:

 а) погрешность от замены дифференциального уравнения системой конечно – разностных;

 б) погрешность за счёт сноса граничных условий;

 в) погрешность за счёт приближённого решения системы.

3. Аппроксимация дифференциального уравнения системой 

    конечно-разностных уравнений
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Способы аппроксимации дифференциальных уравнений конечно-разностными рассмотрим на примере уравнения Пуассона: 
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. Обозначив:  
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,  получим уравнение: 
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Пронумеровав узлы 
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, а остальные 1, 2, 3, ... составим линейную комбинацию 
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 с неопределёнными коэффициентами, а коэффициенты 
[image: image16.wmf]j

c

 подберём из условия, чтобы 
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 наилучшим образом приближала дифференциальный оператор Lu. Таким образом, получим разностное уравнение                                  
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Этот способ несколько отличается от метода замены производных их конечно-разностными аналогами. Преимущество метода состоит в том, что его можно применять не только для прямоугольных сеток, но и для сеток весьма сложной конфигурации.

Рассмотрим метод на примерах аппроксимации уравнения Пуассона для различных сеток:

А. Аппроксимируем уравнение на системе узлов, указанных на рисунке: 
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 ищем в виде: 
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.  С учётом симметрии 
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 и узлов сетки можем считать, что 
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Т.е.   
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Теперь воспользуемся рядом Тейлора:
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Тогда:
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Потребуем, чтобы: 
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И получаем:
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Разностное уравнение имеет вид:  
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 и погрешность аппроксимации уравнения Пуассона будет порядка 
[image: image37.wmf]2
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В. Рассмотрим теперь аппроксимацию уравнения Пуассона с другой системой узлов (9 точек).   

Дифференциальный оператор  Lu =
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 ищем в виде:
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Поступая так же, как и в случае А, мы получим:
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Потребуем, чтобы:    
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[image: image43.wmf]2
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 – свободная переменная. Положим:  
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Т.к.    
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Получаем разностное уравнение:
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Точность такой аппроксимации уравнения Пуассона – порядка 
[image: image53.wmf]6
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Если функция 
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 задана не аналитически, а только в узлах сетки, то заменив 
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, получим разностное уравнение 
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, которое аппроксимирует уравнение Пуассона с точностью порядка 
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С. Аппроксимация уравнения Пуассона, по указанной системе узлов даёт разностное уравнение:
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 и погрешность аппроксимации будет порядка 
[image: image59.wmf]4
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D. Если  рассмотреть  разностную  аппроксимацию  уравнения   
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 EMBED Equation.3  
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по системе узлов, указанных на рисунке получим разностную  схему:
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 EMBED Equation.3  [image: image62.wmf](
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которая аппроксимирует  заданное  уравнение  с  погрешностью  порядка  
[image: image63.wmf]4
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Замечание: Важно  помнить,  что  при построении   разностной  схемы,  аппроксимирующей  дифференциальное  уравнение  с  той  или  иной  точностью,  надо  предполагать,  что  решение  имеет  необходимое  количество  производных,  а  это  накладывает  условия  на  коэффициенты  уравнения,  на  область,  и  на  функции,  входящие  в  краевые  условия.  В  противном  случае  повышение  точности  аппроксимации  приводит  к  усложнению  работы,  но  отнюдь  не  улучшает  результат.

5. Аппроксимация  граничных  условий

Решая  методом  сеток  краевую  задачу  для  дифференциального  уравнения  в  частных  производных,  мы  заменяем  область  G  с  границей  Г  сеточной  областью  G*  с  границей  Г*
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С  целью  уменьшения  погрешностей,  возникающей  за  счет  этой  замены,  надо:

а)  постараться  осуществить  выбор  сетки  так,  чтобы  ее  узлы  были  как  можно  более  близки  к  Г.

б)  для  нахождения  значений  в  узлах  близких  к  границе  следует  воспользоваться  интерполяционными  или  экстраполяционными  формулами;

в)  в  приграничных  узлах  следует  использовать другие конечно-раз​но​с​тные  урав​не​​ния,  чем  во  внутренних  узлах .

   Более  подробно  этот  вопрос  в  данном  курсе  не  обсуждается. 

6. Метод  сеток  решения  задачи  Коши  для  уравнений  

            гиперболического  типа.

Постановка  задачи: решается уравнение:
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с граничными условиями: 
[image: image66.wmf](
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Заменим  производные  разностными  отношениями:
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[image: image68.wmf]ij
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Собирая  подобные  члены  и  переобозначая  коэффициенты,  получим:
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[image: image70.wmf]ij
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Зная  значения  функции  u  в  двух горизо​нтальных рядах  можно  найти  зна​​чение функции в  следующем  горизонта​ль​ном  ряду.

а)  Значения  в  нулевом  горизонтальном  ряду  известны: 
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 EMBED Equation.3  [image: image72.wmf]
б) Чтобы  найти  значения  в  1-ом  горизонтальном  ряду  есть  два  способа:

б1) 
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   (погрешность  порядка  l);

б2) 
[image: image74.wmf];
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 и  из  уравнения  
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 получим:   
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В итоге:  
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при  этом  погрешность  порядка  l2.

Замечание:   Величина  
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,  вообще  говоря,  не  может  быть  произвольной.
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Лучами  (1)  и  (2)  определяется,  так  называемый,  треугольник  определённости  разностной  схемы. 

Характеристики  данного  ура​в​нения  (3)  и  (4)  определяют  тре​у​гольник  определенности  диф​​ференциального  уравнения.  

Т(. Для  сходимости  метода  сеток треугольник определенности  диф​фе​ре​нциального  уравнения  должен  находится  внутри  треугольника  определённости  разностной  схемы.

6. Метод  сеток  решения  смешанной  задачи

 EMBED Equation.3  
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 EMBED Equation.3  
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Т.е. решается первая краевая задача.

На  рисунке:  
[image: image85.wmf]1
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1) В  нулевом  горизонтальном  ряду  
[image: image86.wmf]i
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  (темные кружочки).

2) Во  внутренних  узлах  1го ряда  находим  значение  одним  из  способов,  обсуждавшихся  в  предыдущем  параграфе  б1) и б2)  (крестики).

3) В  первом  ряду  при  х = 0  и  х = 1  имеем 
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   (светлые кружочки).

4) Для  подъема  выше  вновь  повторим  пункты  2  и  3.  

Если  решается  третья  краевая  задача,  то:  
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Записав условия в виде:  
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Получим:    
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И по сравнению с первой  краевой  задачей  отличие  будет  лишь  в  п. 3.

3) В  горизонтальном  ряду  при  х = 0  и  х = 1  (светлые кружочки)  имеем  соотношения (1). 

Все  остальное  для  3й  краевой  задачи  без  изменения.

Для  второй  краевой  задачи  применима  схема третьей  краевой  задачи,  но  
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Дополнение

Конечно, на этом далеко не исчерпывается многообразие методов, используемых при решении  дифференциальных уравнений в частных производных. 

Это можно  считать  лишь  некоторым  введение  во  введение ... Но  ресурсы   времени, отведенного  на  данный  курс ... увы   и  ах!     
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