Теория интерполирования
1. Постановка задачи

Рассмотрим некоторое линейное множество R вещественнозначных функций на [а, b] и некоторую совокупность 
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 достаточно простых функций этого множества, таких, что любая конечная совокупность (i(x) линейно независима.

Например:  1, x, x2, x3, … 
                    1, sinx, cosx, sin2x, …

                    1, 
[image: image2.wmf](

)

x

1

exp

a

, 
[image: image3.wmf](

)

x

2

exp

a

, 
[image: image4.wmf](

)

x

3

exp

a

, …
Обозначим:    
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. ( (x) – называется обобщенным полиномом по системе функций: (1(x), (2(x), …, (n(x).

Задача состоит в следующем:  (((x)(R ( ((x)(
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В теории интерполирования это делается следующим образом :

1. Выбираются   x0, x1, x2, …, xn((a, b(;   (x0, x1, x2, …, xn – узлы интерполирования).

 2. (((x)(R ( ((x)(
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( ((xi) = ((xi(      i = 0, 1, 2, 3, …, n
       ((x( – обобщенный (интерполяционный) многочлен для ((x) по заданной системе функций и узлов.

Частный случай  задачи интерполирования.

Табличным способом задана функция y(x), т.е.

Для  x0, x1, x2, …, xn((a, b( заданы значения функции у = у(х) в этих точках:   y0, y1, …, yn.  Требуется  построить  многочлен  nй степени Pn(x), который аппроксимирует данную функцию кривой, проходящей через все заданные (n + 1) точки, т.е.   Pn(xi) = yi        i = 0, 1, 2, …, n.

Методы отыскивания такого многочлена делятся на три группы:

а) Методы Лагранжа; 

б) Разностные методы;

в) Итерационные методы.

             Вопрос: При каких условиях задачу интерполирования можно считать поставленной корректно, т.е. в каком случае ((x( находится и при этом однозначно?

2. Условия корректности задачи
Def.  Система функций (0, (1, (2, …, (n  называется системой  Чебышева на [a, b],  если   (((x( =
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 функция ((х) на [a, b] имеет не более чем n корней.

Т0. Чтобы  (((x)(R[a,b]  и (х0, х1, …, хn([a, b] существовал обобщенный интерполяционный многочлен ((х) = 
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 необходимо и достаточно чтобы система {(i (x)} была системой Чебышева. При этом интерполяционный многочлен единственен.

(                           
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Чтобы система (1) относительно аk имела решение (х0, х1, …, хn([a, b] и (((xi)  надо чтобы ее определитель не равнялся нулю:
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    (х0, х1, …, хn([a, b].

Покажем, что для выполнения условия ( ( 0 необходимо и достаточно чтобы система {(i (x)} была системой Чебышева.

Пусть (х0, х1, …, хn (( = 0 ( ((х) = 
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и, кроме того,  ((х0) = ((х1) = … = ((хn) = 0  т.е.  на [a, b]  ((х) имеет (n + 1) корень т.е. {(i(x)} не есть система Чебышева.

Это, по сути, доказывает теорему.

Единственность ((x) при  ( = 0 следует  из формул Крамера: 
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[image: image17.wmf](

)

4

3

4

2

1

x

i

k

k

ik

i

i

k

k

i

ik

i

x

x

f

x

x

f

F

å

å

å

å

D

D

=

D

D

)

(

)

(

)

(

)

(

j

j

.
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При этом величина (i(х) не зависит от ((х).

Должно выполняться:  (((х(    ((хk) = ((хk) =
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(i(xk). Это, очевидно, выполняется, если:       (i(xk) = (ik ;       (i(x) =
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Вопрос: Каковы же достаточные условия, чтобы система {(i(x)} была                      системой Чебышева (х([a, b]).   

T0. Если (i(x)  (n + 1) раз дифференцируемы на [a, b] и (k ( n  W[(0, (1, …, (k] ( 0, то система  
[image: image21.wmf](

)

{

}

n

i

i

x

0

=

j

 – система Чебышева.             

Вопросы: 

1. Каковы способы фактического построения обобщенных  интерполяционных многочленов для конкретных систем Чебышева?

2. Какова погрешность интерполяционных формул, а также как оптимальным способом осуществить выбор узлов интерполирования?

3. Интерполяционный многочлен Лагранжа

Пусть (i(х) = хi; {(i(x)} – система Чебышева, Ln(х) =
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Тогда:   (j(x)
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,   т.е. 

(j(x) = 
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Если обозначить  (n(х) =
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Этот многочлен называется интерполяционным многочленом Лагранжа.

4. Пример построения интерполяционного многочлена Лагранжа
(Контрольная функция y = x3)

[image: image89.png]


а) Пусть функция задана таблицей: 

Построим интерполяционный многочлен P2(x) второй степени по Лагранжу:
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И получим:    
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,  т.е.

 L2(x) = 6x2 – 11x + 6.
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 С помощью данного интерполяционного многочлена  вычислим значения функций в некоторых точках: 

L(1.9) = 6.76  (6.859); L(2.3) = 12.44  (12.167);  L(2.8) = 12.24   (21.952).

В скобках приведены значения контрольной функции в указанных точках (видно, что погрешность увеличивается на концах промежутка).
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б) Пусть функция задана таблицей:  

Построим интерполяционный многочлен P3(x) третьей степени по Лагранжу:
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Тогда:
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. Получаем  L3(x) = x3. То что, интерполяционный многочлен просто совпадает с контрольной функцией, естественно, так как контрольная функция есть многочлен 3й степени.

5. Погрешность интерполяционной формулы Лагранжа
Пусть функция ((х) – (n + 1) раз дифференцируема и n раз непрерывно дифференцируема.

Рассмотрим:  ((z) =((z) – Ln(z) – K(z – x0)(z – x1) … (z – xn).  Ясно, что ((x0) = ((x1) = … = ((xn) = 0. 

Потребуем, чтобы   
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((z) на [a, b] имеет (n + 2) корня;

(((z) на [a, b] имеет (n + 1) корень;

(((z) на [a, b] имеет n корней;

… … … … … … … … … … ;

((n+1)(z) на [a, b] имеет один корень;
((([a, b] что ((n+1)(() = 0.

Но: ((n+1)(() =((n+1)(() – K(n + 1)! = 0,         т.е. 
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Тогда:      
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Это и есть оценка погрешности интерполяционной формулы Лагранжа.

Ясно, что выбором х0, х1, х2, … хn можно попытаться уменьшить   sup((n(x) ( и тем самым повысить точность интерполяции.

6. Многочлены Чебышева I рода
Рассмотрим   Тn(х) = cos(narccosx);   (  х ( (  1.   При этом:  Т0(х) = cos0 = 1;

T1(x) = cos(arccosx) = x;     T2 = cos2arccosx sin2arccosx = x2 – (1 – x2) = 2x2 – 1.

Кроме того: cos(n + 1)( + cos(n – 1)( = 2cos(cosn(. Если  ( = arccosx, то  Tn+1(x) = 2xTn(x) – Tn–1(x). Получено рекуррентное соотношение для многочленов Чебышева, позволяющее по значениям двух полиномов Чебышева, степени которых отличаются на единицу, получить значения полинома Чебышева более высокой степени. Из рекуррентного соотношения ясно, что Тn(х) многочлен степени n со старшим коэффициентом 2n–1. Далее: 

cos(narccosx) = 0 ( narccosx =  
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(k = 0, 1, 2, …, n – 1),  

т.е. многочлен Тn(х) на [–1, 1] имеет ровно n корней. При этом:

max( Tn(x) ( = 1 и достигается (эти точки легко найти).

7. Выбор узлов интерполирования
Если в качестве отрезка интерполирования взять [–1, 1] а узлы интерполирования взять в корнях многочлена Чебышева то:
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Для оценки погрешности получим:     
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1

(

2

)

(

sup

)

(

)

(

)

1

(

+

£

-

+

n

x

f

x

L

x

f

n

n

n

.

Оказывается: выбором х0, х1, …, хn величину sup((n(х)( уменьшить уже нельзя.  Именно  по этой  причине,  многочлены Чебышева называют многочленами   наименее   уклоняющимися  от нуля.   Для отрезка   [a, b]   замена  z = (2x – a – b)/(b – a) переводит его в отрезок [–1, 1].

( f(x) – Ln(x) (  ≤
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Это наилучшая оценка в целом по отрезку [a, b].

8. Распределение погрешности по отрезку

Вопрос: Если узлы интерполирования зафиксированы то, для каких             промежутков изменения аргумента остаточный член будет меньше?   

Исследование общего случая 
[image: image44.wmf])
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не тривиально, поэтому ограничимся случаем равностоящих узлов:

[image: image45.wmf])

(

x

n

w

=
[image: image46.wmf](

)

(

)

(

)

k

x

x

x

x

x

x

-

-

-

...

1

0

   и   
[image: image47.wmf]h

x

x

k

k

=

-

-

1

.

Тогда: 
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где  
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.   Изучим свойства функции 
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1) ψ(t)  при n = 2k  нечетная относительно точки  
[image: image51.wmf]÷
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2) ψ(t)  при n = 2k + 1 четная относительно точки  
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.  Отсюда,  если  разбить  отрезок   [0, n] на части [0, 1], [1, 2], ... , то значение функции на каждом отрезке будет получаться из значения на предыдущем отрезке умножением на 
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[image: image55.wmf]1

1

-

+

t

t

 < 0,  знак  ψ(t)  будет  чередоваться; 
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б) т.к. при 
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, то экстремальные значения к середине отрезка будут убывать.

Вывод: Оценка остаточного члена формулы Лагранжа будет особенно велика при 
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, т.е. при экстраполировании погрешности будут велики. При интерполировании точность будет выше для средних отрезков и меньше для крайних.

9. Интерполяция методом разделенных разностей

Рассмотрим здесь один из возможных методов: 

Метод Ньютона-Грегори (интерполяция вперед): Интерполяционный многочлен строится в виде:
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Для нахождения 
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 используем условия:
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    для i = 0, 1, 2, 3, …, n.

Пользуясь этими условиями, составляем систему уравнений для  нахождения 
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Эта система для нахождения 
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 имеет верхний треугольный вид и легко решается. 

Особую простоту приобретает эта система для системы  равностоящих узлов.
Пусть 
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. Тогда система имеет вид:
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Находя  Сi  получаем:

1) C0 = y0;

2) C1 =
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3) C2 =
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4) C3 =
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Продолжая таким же образом, можем получить:
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Таким образом, 
[image: image78.wmf]k
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 найдены и, следовательно, интерполяционный многочлен построен.

10.  Пример (контрольная функция у = х3)
	i
	xi
	yi
	(1yi
	(2yi
	(3yi
	(4yi

	0
	1
	1
	7
	12
	6
	0

	1
	2
	8
	19
	18
	6
	-

	2
	3
	27
	35
	24
	-
	-

	3
	4
	64
	61
	-
	-
	-

	4
	5
	125
	-
	-
	-
	-


То, что (3yi – одинаковые константы – не случайность (контрольная функция – полином х3) и поэтому интерполяционный многочлен третьей степени будет совпадать с контрольной функцией.

С помощью построенных разностей, вычислим (2.3)3:

Пусть     х0 = 2;    у0 = 8;    у(1)  = 8;

              С0 = у0 ( С1 = 
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(1y0 = 19;

              у(2)  = у(1)  + С1(х – х0) = 8 + 19 . 0.3 = 8 + 5.7 = 13.7;

             у(3)  = С0  + С1(х – х0) + С2(х – х0)(х – х1) = 13.7 –
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                   = 13.7 – 
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. 0.3 . 0.7 = 13.7 –1.89 = 11.81;

            у(4)  = С0  + С1(х – х0) + С2(х – х0)(х – х1) + С3(х – х0)(х – х1)(х – х2) = 

                  = 11.81 +
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 = 11.81 + 0.357 = 12.167.

Итак, получили:    у(1) = 8;      у(2)  = 13.7;     у(3)  = 11.81;     у(4)  = 12.167.  

При этом  у(4)  совпадает с точным значением контрольной функции.                              

Преимущество этого метода заключается в том, что каждое очередное приближение служит основой для уточнения на последующих шагах.

     При использовании интерполяционных многочленов Лагранжа при построении многочлена более высокой степени всю работу следует начинать сначала, что мы и видели в предыдущих примерах (п.4).

11. Итерационные методы интерполяции

Методы основаны на повторном применении некой (достаточно простой) интерполяционной формулы или схемы.

Наиболее известным является метод Эйткена, основанный на повторном применении линейной интерполяции: 

уравнение прямой: 
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1. По имеющимся  xi  и  уi  рассчитываются уi1:
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2. По имеющимся  xi  и  уi1  рассчитываются  уi2:
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k. По имеющимся  xi  и  уi k-1  рассчитываются  уik:
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Продемонстрируем это на примере: (контрольная функция:  у = х3).

Проведем вычисления для х = 2.3. 

Расчетная табличка:

	xi
	уi
	уi1
	уi2
	уi3

	1
	1
	–
	–
	–

	2
	8
	10.1
	–
	–

	3
	27
	17.9
	12.44
	–

	4
	64
	28.3
	12.83
	12.167

	5
	125
	41.3
	13.22
	12.167


Точное значение контрольной функции в точке х = 2.3 будет  y = 12.167. Можно сделать вывод о том, что уже на третьем шаге получено точное значение. 
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