1. Апериодические неустойчивости пучков заряженных частиц

Апериодические электростатические неустойчивости относятся к классу наиболее сильных неустойчивостей, приводящих в отдельных случаях к практически полному запиранию пучка.

Вообще говоря, понятие «электростатические» является упрощением, поскольку для описания пучковой системы из четырех уравнений Максвелла используется лишь одно уравнение Пуассона:

           

     или    


Более правильным было бы использовать волновое уравнение:         




Однако получение аналитических выражений в последнем случае весьма затруднено, а зачастую и невозможно.

Тем не менее, в большинстве случаев в использовании полной системы уравнений нет необходимости, особенно это хорошо видно в случае сравнительно низкоэнергетичных пучков. 

Представим ( в виде плоской волны, т.е




тогда волновое уравнение примет вид:




или                             




где

– фазовая скорость волны. Как будет показано в разделе 2.2.2, фазовая скорость волны меньше скорости пучка, а т.к. второй член волнового уравнения пропор-ционален  (vф/c)2, то для нерелятивистских пучков (vф/c)2((1 и вторым членом уравнения можно пренебречь, т.е., рассматривать чисто электростатическую задачу.

Вначале рассмотрим неустойчивость пучка заряженных частиц в условиях хорошего вакуума, т.е., при отсутствии зарядовой нейтрализации объемного заряда пучка частицами противоположного знака.




1.1.  Апериодические неустойчивости пучков заряженных частиц 

без зарядовой компенсации

Наиболее часто встречающимися случаями, когда имеет место возникновение запирания пучка вследствие развития апериодической электростатической неустойчивости, является прохождение пучка частиц через эквипотенциальное пространство дрейфа, ограниченное прозрачными стенками с расстоянием много меньшим поперечного размера пучка (случай плоской геометрии), либо прохождение аксиально-симметричного пучка по цилиндрическому эквипотенциальному пучкопроводу (случай цилиндрической геометрии)

1.1.1. Неустойчивость и предельный ток некомпенсированного пучка заряженных частиц в цилиндрическом пучкопроводе. Ток Бурсиана.

Рассмотрим прохождение пучком  заряженных частиц (для определенности – электронов, хотя все излагаемое ниже в полной мере относится и к ионному пучку) по цилиндрическому пучкопроводу, представляющему собой эквипотенциальную металлическую трубу радиуса rк, имеющую потенциал анода электронной пушки.

Наличие металлического пучкопровода необходимо, т.к. транспортировка интенсивного пучка без него практически невозможна. Если отказаться от пучкопровода и инжектировать пучок просто в открытое пространство, то он пройдет лишь небольшое расстояние, поскольку его объемный заряд создает тормозящее электрическое поле, такое, что на некотором расстоянии от места инжекции скорость частиц пучка упадет до нуля и они остановятся.

Смягчить негативное действие собственного объемного заряда, не прибегая при этом к зарядовой нейтрализации частицами противоположного знака, удается, окружив пространство дрейфа пучка металлическим экраном. При этом, объемный заряд пучка наводит на поверхности экрана поверхностный заряд противоположного знака, который частично нейтрализует тормозящее электрическое поле, обусловленное зарядом пучка.

В случае цилиндрического пучкопровода получается как бы коаксиальный конденсатор, центральной обкладкой которого служит пучок заряженных частиц. Если рассмотреть очень длинный пучкопровод, то вдали от торцов электрическое поле будет иметь практически только радиальную составляющую. При этом ясно, что чем больше ток пучка при неизменном ускоряющем напряжении, тем больше плотность заряда в пучке и тем больше радиальное электрическое поле и разность потенциалов между зоной прохождения пуча и стенкой пучкопровода.

Отметим, что наличие данной разности потенциалов ведет к тому, что скорость частиц пучка в пучкопроводе меньше, чем на выходе из пушки. Вследствие этого, имеется некий предел на величину тока через пучкопровод, поскольку рост тока через возрастание объемного заряда увеличивает разность потенциалов между стенкой и пучком, что, в свою очередь, все сильнее замедляет частицы пучка. Определению этого предела и посвящен данный раздел.

Итак, пусть имеется цилиндрический пучкопровод радиуса  rк, вдоль которого по центру распространяется электронный пучок радиуса  rb со стартовой энергией  eV0, где V0 – ускоряющее напряжение электронной пушки.
Для устранения радиального смещения электронов пучка под действием радиального электрического поля наложим продольное магнитное поле, такое, чтобы выполнялось условие: (e((rb, где  (e = v0 /(He – ларморовский радиус, v0 – начальная скорость пучка, а (He – циклотронная частота.

Впервые такая задача была рассмотрена В.Р.Бурсианом в 1923 году.

Для определения предельного тока пучка через пучкопровод найдем связь между величиной тока пучка и разностью потенциалов между стенкой и центральной областью пучка. Задачу будем решать в МГД–приближении, считая тепловой разброс частиц пучка по скоростям много меньше направленной скорости. Запишем систему МГД-уравнений:




Представим уравнение Пуассона (1) в цилиндрической системе координат:




Решение данного дифференциального уравнения второй степени в частных производных с правой частью весьма затруднительно, поэтому для получения точного аналитического решения придется сделать некоторые упрощения.

Во-первых, предположим, что у нас аксиально-симметричный пучок. Это занулит вторую производную потенциала по угловой координате: 



.

Во-вторых, поскольку максимальную величину тока пучка в пучкопроводе определяет область, где разность потенциалов между стенкой и пучком максимальна (а эта область находится посередине длины пучкопровода, т.е., вдали от торцов), то можно для случая длинного пучкопровода пренебречь краевыми эффектами и считать, что внутри пучкопровода имеется только радиальное электрическое поле:



, 

и уравнение Пуассона примет вид:

                         


Для простоты выкладок будем считать, что наш пучок имеет однородную плотность заряда по сечению (( ( ( (r)), хотя это и не совсем верно. Так, из-за радиального электрического поля разность потенциалов между центром пучка и стенкой будет больше, чем между его границей и стенкой. Поэтому в центре частицы движутся медленнее, чем вблизи границы и при однородном начальном распределении плотности тока по сечению, плотность заряда в центре пучка будет выше чем у боковой поверхности. Однако для пучков относительно малого диаметра это различие будет несущественным: (( (( (.

Решим уравнение (4) в рамках сделанных допущений. Первое интегрирование дает:



                             

 или

                            


Второе интегрирование дает:




Для нахождения констант интегрирования воспользуемся граничными условиями:

а). для области, занятой пучком (0 ( r ( rb):




(Второе граничное условие вытекает из симметричности системы.)

б). для области вне пучка (rb ( r ( rк)


       

Рассмотрим вначале внутреннюю область, т.е. область, занятую пучком. Здесь, как мы ранее договорились, ( = const (которую мы позже определим). Подставив второе граничное условие из (7) в выражение (5), получим: 

. Тогда выражение (6) для потенциала примет вид:

                            

 

Воспользовавшись первым граничным условием из (7) и подставив его в (9), получим: 

. Окончательно, радиальное распределение потенциала во внутренней области имеет вид:        




Отметим, что в случае электронного пучка и заземленной стенки пучкопровода  ((((((((  и  (((((, поэтому потенциал от центра к стенке постепенно повышается.

Рассмотрим теперь внешнюю область, т.е., пространство между пучком и стенкой. Учтем, что здесь ( = 0, и выражение (6) для потенциала принимает вид:




Подставив второе граничное условие из (8) в выражение для потенциала (11), получим:




откуда, 

           


Константу 

определим из условия непрерывности потока электрического поля вблизи боковой границы пучка E (rb ( dr) = E (rb + dr) (непрерывность потока связана с отсутствием здесь поверхностных зарядов). При этом, граничное условие имеет вид:




Воспользовавшись выражениями (10) и (12):





 EMBED Equation.2  
   и    


откуда:                 




Таким образом, распределение потенциала во внешней области имеет вид:




или

                         


Разность потенциалов между стенкой и центральной областью пучка (((0) ( (к = ((0)) складывается из падения напряжения на пучке и на внешней области. Из выражения (10) падение напряжения на пучке составляет:




а на внешней области из выражения (13):




Таким образом, разность потенциалов между стенкой и центральной областью пучка составляет:




Данное уравнение связывает величину провисания потенциала в пучкопроводе 

с плотностью объемного заряда пучка (, которая, в свою очередь, определяется током Ib и энергией пучка eV0. Для получения явной зависимости 

от Ib и eV0 воспользуемся уравнением непрерывности (2) и уравнением движения (3) системы МГД-уравнений. Формально, необходимо выразить ( через Ib и eV0.

Рассмотрим уравнение непрерывности (2).





 EMBED Equation.2  

Будем исследовать медленное увеличение тока пучка, когда за время пролета электронами пучкопровода ток, а, следовательно, и плотность объемного заряда возрастают незначительно, т.е. (((( t ( 0. Далее, поскольку распространение электронного пучка происходит в глубоком вакууме, то можно пренебречь и изменением плотности заряда за счет ионизации остаточного газа, т.е. (((( t ( 0. Таким образом, от уравнения непрерывности остается:




Так как мы рассматриваем одномерное движение частиц вдоль оси OZ ( jr= j( = 0), то окончательно:




или  jz = const. Эту константу обозначим jb - плотность тока пучка. С другой стороны, jb = enbvz или  jb = (vz, тогда: 




Скорость определим из уравнеия движения (3):  




расписав полную производную по времени:




В нашем случае одномерного движения вдоль оси OZ уравнение движения имеет вид:



 

При неизменной энергии частиц пучка и медленном увеличении тока явной зависимостью скорости частиц от времени (( vz(( t) можно пренебречь, и окончательно уравнение движения примет вид:



   или   


После интегрирования вдоль оси OZ получаем:




откуда:          




Подставим значение скорости (16) в выражение для плотности (15), получим:




В случае однородного распределения плотности тока  jb по сечению пучка 

,




плотность объемного заряда в пучке имеет вид:




Подставив значение для плотности (18) в выражение для потенциала (14), получим зависимость провисания потенциала ( (0) от тока и энергии пучка: 



                    

или




Видно, что данная зависимость неоднозначна, поэтому исследуем ее на экстремум:



откуда: 

  и




Подставив значение экстремального потенциала ( (0)экстр (20) в выражение (19), получим экстремальное значение тока пучка:




Данное экстремальное значение тока пучка получило название тока Бурсиана (IБ), и соответствует максимальному току пучка радиусом rb и энергией eV0, который можно пропустить по цилиндрическому пучкопроводу радиусом rк.

Отметим, что заряд e и потенциал эмиттера пушки V0 взяты по модулю чтобы исключить появление под знаком радикала отрицательной величины (в случае электронного пучка).

Полезным будет привести счетные формулы для случаев электронного и ионного пучков.

Предельный ток электронного пучка:




Предельный ток ионного пучка:




где z - кратность заряда ионов, М - масса иона в атомных единицах. Здесь токи измеряются в амперах, ускоряющее напряжение – в вольтах.

Сразу же сделаем некоторые выводы относительно величины максимального тока в пучкопроводе (21): 

во-первых: для увеличения предельного тока необходимо уменьшать отношение rк /rb (в идеале диаметр пучкопровода должен равняться диаметру пучка, что невозможно ввиду выброса части частиц пучка на стенку. Более точно: rк-rb((e - ларморовского радиуса электронов пучка. (e=v0 /(He и (e(( rb.); 

во-вторых: для увеличения предельного тока необходимо использовать трубчатые пучки. (Если бы мы рассматривали трубчатый пучок, то в знаменателе выражения (21) вместо единицы стояло бы меньшее число. Это является следствием уменьшения поперечного падения потенциала на объемном заряде пучка для трубчатой геометрии.)

Воспользовавшись выражением (19), построим график зависимости величины провисания потенциала от то-ка пучка в безразмерных единицах, выразив ток пучка Ib через ток Бурсиана IБ, а величину провисания потенциала ( (0) – через ускоряющий потенциал пушки V0. Для этого, определив значение геометрического фактора из выражения (21):




и подставив его в выражение (19), получим:




Из рисунка видно, что с ростом тока пучка увеличивается провисания потенциала по оси системы относительно стенки пучкопровода. Этот процесс остается стабильным до тех пор, пока ток пучка не достигнет своего максимального значения - тока Бурсиана, а величина провисания потенциала - значения 2/3 от ускоряющего напряжения. Попытка дальнейшего увеличения тока пучка ведет к увеличению провисания потенциала и одновременно – к снижению пропускной способности пучкопровода. Но так как пушка продолжает инжектировать ток больший, чем может пропустить пучкопровод, то происходит накопление избыточного объемного заряда, приводящее к еще большему провисанию потенциала и, как следствие, к еще меньшему пропускаемому току. Таким образом, при превышении тока Бурсиана система перестает быть стабильной и становится неустойчивой, быстро переходя в состояние с величиной провисания потенциала равной ускоряющему напряжению и нулевым током пучка. Внешне это выглядит как скачкообразное запирание тока пучка. 

Рассмотрим физику данной неустойчивости, используя метод последовательных приближений.

Пусть в пучке происходит медленная (по сравнению с пролетным временем) случайная флуктуация, вследствие которой провисание потенциала пучка ( (0) увеличивается на малую величину d(1. Такая флуктуация потенциала вызовет замедление скорости пучка vz на dv. Из соотношения (16):



                      

тогда




т.к., в случае электронного пучка е ( (, d(1 ( (, то и dv ( (, иными словами рост провисания потенциала ведет к замедлению пучка. Замедление пучка при неизменной плотности тока влечет за собой рост плотности объемного заряда:




(здесь мы воспользовались соотношением (25)). Т.к., d(1 ( 0, е ( 0  и  Ib ( 0, то и  d( ( 0, т.е. d(  возрастает по абсолютной величине.

Повышение плотности объемного заряда, в свою очередь, увеличивает провисание потенциала на величину d(2. Воспользовавшись выражением (14) для величины провисания потенциала, получим:




(здесь воспользовались выражением (26)).

Окончательно, связь между первичной флуктуацией d(1 и вторичной d(2 имеет вид:




Если вторичная флуктуация d(2 будет меньше первичной d(1, т.е. (d(2( ( (d(1(, то возмущение постепенно затухнет, т.к. каждый последующий член будет меньше предыдущего и ряд сойдется к некоторому значению. Иными словами, система срелаксирует в соответствие с новыми внешними условиями. Если же (d(2( ((d(1(, то возмущение, однажды начавшись, будет быстро нарастать со всевозрастающей скоростью. Оценим границу между устойчивым и неустойчивым состояниями из условия: d(2 = d(1. Воспользовавшись выражением (27), имеем:




Учтем, что максимального значения ток пучка достигает при провисании потенциала (согласно (20))




Тогда, максимальное значение тока пуча через пучкопровод будет определяться выражением:




что совпадает с ранее найденным значением (21).

Придадим теперь иную форму выражению для максимального тока пучка через цилиндрический пучкопровод (21). В случае однородного по сечению пучка, ток имеет вид:  

  и ускоряющий потенциал: 

. Тогда, условие (21) можно переписать в виде:




или:  

  откуда:




где:



- ленгмюровская частота пучка,



- поперечный волновой вектор. 

Данная форма записи полезна для сравнения условий возбуждения данной неустойчивости и, например, колебательных МГД-неустойчивостей.

Таким образом, рассмотрение задачи транспортировки пучка заряженных частиц по цилиндрическому пучкопроводу без зарядовой компенсации показало, что существует определенное максимальное значение тока пучка, зависящее от его энергии и геометрических размеров (диаметры пучка и пучкопровода), который можно пропустить по пучкопроводу. Предельное значение тока некомпенсированного пучка носит название «тока Бурсиана».

Попытка увеличения тока пучка сверх критического значения сопровождается запиранием пучка, проявляющемся в резком обрыве его тока. Такое поведение отличает транспортировку пучков в пучкопроводах от прохождения ими ускоряющих промежутков, где достижение предельного тока, соответствующего закону «трех-вторых», оставляет систему в стабильном состоянии и внешне проявляется как выход тока на некоторое плато. 

Резкий срыв тока пучка в пучкопроводе  объясняется переходом системы в неустойчивое состояние по отношению к малым возмущениям при превышении током критического значения. (Попытка пропустить надкритичный ток по пучкопроводу эквивалентна ситуации удержания шара на шаре, когда метастабильное состояние мгновенно нарушается при появлении малейшего отклонения от положения равновесия.) Отметим, что ограничение тока пучка носит не статический, а динамический характер, с характерным временем развития неустойчивости порядка пролетного времени частиц вдоль системы.

Положительная обратная связь при развитии данной неустойчивости осуществляется через электроны внешней цепи, и заключается в том, что объемный заряд пучка наводит поверхностный заряд противоположного знака на внутренней поверхности пучкопровода. Математически, положительная обратная связь заключена в введенных нами граничных условиях (7) и (8):



        и          

.

Всякое изменение объемной плотности заряда пучка сопровождается изменением поверхностной плотности заряда, что эквивалентно заряду-разряду коаксиального конденсатора. При этом остается неизменным потенциал стенки пучкопровода, а потенциал пучка меняется в ту, либо иную сторону. 

Здесь нами было сделано одно допущение. Мы считали, что изменение величины объемного заряда пучка мгновенно сказывается на плотности поверхностного заряда на всей стенке пучкопровода, так что условие:  

 все время остается неизменным везде. Иными словами, мы пренебрегли индуктивностью пучкопровода, наличие которой затягивает процесс установления равновесия между объемным зарядом пучка и поверхностным зарядом стенки. Это приводит к тому, что при переходных процессах на некоторое время данное граничное условие может нарушаться. Но в случае относительно высоких энергий пучка и малых величин индуктивности пучкопровода данными отклонениями можно пренебречь.

Поскольку в условиях развившейся неустойчивости пушка продолжает формировать пучок частиц, но данные частицы по пучкопроводу не проходят, то для установления механизма запирания пучка необходимо рассмотреть область на входе в пучкопровод, так как именно здесь должны иметь место процессы, препятствующие прохождению частиц. Точное рассмотрение задачи даже в случае аксиально-симметричного пучка предполагает решение двумерной задачи, т.е. дифференциального уравнения второй степени в частных производных. В общем случае получение аналитического выражения невозможно, поэтому имеет смысл ограничиться одномерным случаем. Одномерный случай применим, когда поперечные размеры пучка существенно превышают длину ускоряющего промежутка пушки.
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