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Çàíÿòèå �4

7 äåêàáðÿ 2008 ã.

Àííîòàöèÿ
Íà äàííîì çàíÿòèè íåîáõîäèìî èçó÷èòü âñòðîåííûå ôóíêöèè ñèñòåìû Mathematica,

ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ÷èñëåííîãî è ñèìâîëüíîãî ðåøåíèÿ ¾ñòàíäàðòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ¿
çàäà÷.

Îïåðàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

Âû÷èñëåíèå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ

Çàäàíèå �1
Âû÷èñëèòü äëèíó îêðóæíîñòè çàäàííîãî ðàäèóñà R. Çíà÷åíèå R ïîëó÷èòü â äèàëîãîâîì ðå-

æèìå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Input. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåñòè ñ 20 çíà÷àùèìè öèôðàìè, à ðåçóëüòàò
âû÷èñëåíèé âûâåñòè íà ýêðàí ñ 17 çíà÷àùèìè öèôðàìè.

Âû÷èñëåíèå ñóìì

Çàäàíèå �2
Àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëèòü ñóììó âèäà

n∑
m=0

xm

m!

Ïðè ïîìîùè ïðàâèë ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå (ñ 18 âåðíûìè çíàêà-
ìè) çíà÷åíèå ýòîé ñóììû äëÿ ñëåäóþùèé ïàð çíà÷åíèé: x = 10, n = 5; x = 11, n = 6; x = 12,
n = 7; x = 13, n = 8 x = 14, n = 9; x = 15, n = 10.
Çàäàíèå �3
Ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ Áåññåëÿ I1(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà:

I1(x) =
∞∑

k=0

(x/2)2 k+1

k! (k + 1)!

Íàïèñàòü ôóíêöèþ ïîëüçîâàòåëÿ, êîòîðàÿ ïî ýòîé ôîðìóëå ÷èñëåííî âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå ìî-
äèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ñðàâíèòü ñî âñòðî-
åííîé ôóíêöèåé Áåññåëÿ. Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû:

Àðãóìåíò: 5.
Ôóíêöèÿ ïîëüçîâàòåëÿ: 24.3356
Âñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ: 24.3356
Àáñîëþòíàÿ îøèáêà: 3.55271× 10−15

1



Âû÷èñëåíèå ïðîèçâåäåíèé

Çàäàíèå �4
Àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå âèäà

31∏
n=2

(
1− 1

n2

)

Ïîëó÷èòü àáñîëþòíî òî÷íûé îòâåò è åãî ïðèáëèæåííîå (ñ 18 âåðíûìè çíàêàìè) çíà÷åíèå.

Çàäàíèå �5
×èñëåííî âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå

33∏
n=1

cosh
(

1

1n

)

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ

Çàäàíèå �6
Íàéòè ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè ρ′ =

d ρ

d θ
.

ρ =
(

2

3
·
√
α+ 1

)
· α, θ =

√
α · e

√
α

Çàäàíèå �7
Íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ y(x) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì x · y3 − (x + 1)2 · y + 3 = 0 è óñëîâèåì

y(0) = 3. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y(x) ïðè x = 0.

Çàäàíèå �8
Ïîëó÷èòü â íàèáîëåå ïðîñòîì âèäå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

ñëåäóþùåé ôóíêöèè:

y(x) =
sin(x)

cos2(x)
+ ln

(
1 + sin(x)

cos(x)

)
Íàïèñàòü ôóíêöèÿ ïîëüçîâàòåëÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåò äâà ÷èñëà � çíà÷åíèå àðãóìåíòà x è ïîðÿ-
äîê ïðîèçâîäíîé n, è âîçâðàùàåò ÷èñëåííîå çíà÷åíèå n�òîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y â òî÷êå
x.

Çàäàíèå �9

Íàéòè y′ =
d y

d x
, y′′ =

d2 y

d x2
, åñëè:

{
x = a · cos3(t)
y = a · sin3(t)

Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y′′ =
d2 y

d x2
ïðè a = 0.1.

Çàäàíèå �10
Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî åñëè ∆x ìàëî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, òî f(x + ∆x) ≈ f(x) +

f ′(x) · ∆x âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå arcsin(0,51). Ñðàâíèòü ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ñ
ðåçóëüòàòîì ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ.

Çàäàíèå �11
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Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ z = yy/x sin
(
y

x

)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

x2 · ∂ z
∂ x

+ x · y · ∂ z
∂ y

= y · z.

Çàäàíèå �12
Çàäàíà ôóíêöèÿ r = ρ2 · sin4(θ). Íàéòè:

∂ r

∂ ρ
è
∂ r

∂ θ
.

Çàäàíèå �13
Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè: x = ρ · cos(θ), y = ρ · sin(θ). Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Outer îðãàíèçî-

âàòü âû÷èñëåíèå: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ x

∂ ρ

∂ x

∂ θ
∂ y

∂ ρ

∂ y

∂ θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Çàäàíèå �14

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ z = arctan

(
x+ y

x− y

)
. Íàéòè ïîëíûé äèôôåðåíöèàë çàäàííîé ôóíê-

öèè d z.

Çàäàíèå �15
Ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå

√
sin2(1,55) + 8 · e0,015, èñõîäÿ èç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè z =√

sin2(x) + 8 · ey ïðè x =
π

2
, y = 0.

Çàäàíèå �16

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ z = y · ln(x). Íàéòè:
∂2 z

∂ x2
,
∂2 z

∂ x ∂ y
,
∂2 z

∂ y2
.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ:
Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà, òî ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ~e âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
∂ z

∂ e
=
∂ z

∂ x
· cos(α) +

∂ z

∂ y
· sin(α),

ãäå α� óãîë, îáðàçîâàííûé âåêòîðîì ~e ñ îñüþ ox.
Ãðàäèåíòîì ôóíêöèè z = f(x, y) â òî÷êå M (x, y) íàçûâàåòñÿ âåêòîð, âûõîäÿùèé èç òî÷êè

M è èìåþùèé ñâîèìè êîîðäèíàòàìè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z:

−−−−→
grad(z) =

∂ z

∂ x
·~i+ ∂ z

∂ y
·~j.

Çàäàíèå �17
Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè z = x2 − y2 â òî÷êå M(1, 1) â íàïðàâëåíèè ~e, ñîñòàâëÿþùåì

óãîë α = 60o ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè ox.

Çàäàíèå �18
Íàéòè âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå ãðàäèåíòà ôóíêöèè u = tan(x)− x + 3 · sin(y)− sin3(y) +

z + cot(z) â òî÷êåM
(
π

4
,
π

3
,
π

2

)
.

Çàäàíèå �19
Ôóíêöèÿ z(x, y) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ óðàâíåíèåì z5 − x · z + y2 · z2 − 1 = 0

è óñëîâèåì z(0, 0) = 1. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå (0, 0).
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Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ôóíêöèè

Çàäàíèå �20
Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé (íå ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ), íàéòè

ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = 2 · x3 + 5 · x2 − 7 · x− 4.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ

Çàäàíèå �21
Ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà èíòåðâàëå [a, b] ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå:

M [f ] =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx

Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèé

f(x) = 10 + 2 sin(x) + 3 cos(x)

g(x) = sin(x) sin(x+ ϕ)

íà èíòåðâàëå [0, 2π].

Çàäàíèå �22
Ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà èíòåðâàëå [0,+∞) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå:

M [f ] = lim
x→+∞

1

x

x∫
0

f(ξ) dξ

Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) = sin2 x+ cos2(x
√

2)

Çàäàíèå �23
Íàéòè

lim
x→0

+∞∫
x

t−1e−t dt

ln
1

x

Çàäàíèå �24
Íàéòè ïëîùàäè ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè, çàäàííûìè â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ:

y = x2, x+ y = 2.

Çàäàíèå �25
Ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

S =
1

2

T∫
0

(x(t)y′(t)− x′(t)y(t)) dt.

Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè, çàäàííûìè ïàðàìåòðè÷åñêè:

x = a cos t, y =
a sin2 t

2 + sin t
.
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Çàäàíèå �26
Ïëîùàäü êðèâîé r = r(ϕ), çàäàííîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ è äâóìÿ ïîëóïðÿìûìè ϕ = α

è ϕ = β (α < β) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

S =
1

2

β∫
α

r2(ϕ) dϕ.

Íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííîé êðèâîé

r = a sin(3ϕ) (òðèëèñòíèê).

Çàäàíèå �27
Íàéäèòå ÷èñëåííî äëèíó îòðåçêà êðèâîé 4 · y2 = (x − 1)5, çàêëþ÷åííîãî âíóòðè ïàðàáî-

ëû y2 = x. Èñïîëüçóéòå ôóíêöèþ ImplicitPlot äèðåêòîðèè Graphics è âñòðîåííóþ ôóíêöèþ
NIntegrate.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé è èõ ñèñòåì

Çàäàíèå �28
Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ FindRoot ñèñòåìû Mathamatica ïðè ïîìîùè ìåòîäà Íüþòîíà íàéòè

íåñêîëüêî ÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

1− 2 · |sin(πx)| = 0.

Âûïîëíèòü ïðîâåðêó.

Çàäàíèå �29
×èñëåííî ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé:{

sin x+ 2y = 1.6,
cos(y − 1) + x = 1.

Âûïîëíèòü ïðîâåðêó.

Çàäàíèå �30
Íàéòè ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

x2 + y2 + z3 = 5,
sin(x) · y3 + ln(z) = 7 · z,
exp(−x)− y − z = 4.

Âûïîëíèòü ïðîâåðêó.

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Çàäàíèå �31
Çàäàíà ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:{

x′ = x+ 2y + 16t exp(t),
y′ = 2x− 2y.

Íàéòè åå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò çíà÷åíèé x(0), y(0). Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû ïðè x(0) = 0, y(0) = 1. Ïîñòðîèòü
ðåøåíèÿ ïðè t ∈ [0, 1].
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Çàäàíèå �32
Çàäàíà ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:{

x′ = 3x− y,
y′ = 4x− y.

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = 0.2, y(0) = 0.5. ×èñëåííî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé íà
èíòåðâàëå 0 ≤ t ≤ 2. Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè
x(t), y(t) è y(x).
Çàäàíèå �33
Íàéäèòå ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû Ëîðåíöà òðåõ îáûêíî-

âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
x′(t) = −3 ·

(
x(t)− y(t)

)
,

y′(t) = −x(t) · z(t) + 30 · x(t)− y(t),
z′(t) = x(t) · y(t)− z(t).

äëÿ ïðîìåæóòêà âðåìåíè t ≈ 30 ïðè ïîìîùè âñòðîåííîé ôóíêöèè NDSolve. Íà÷àëüíûå çíà÷å-
íèÿ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèíÿòü ðàâíûìè x(0) = 0, y(0) = 1, z(0) = 0. Ðåçóëüòàò èñïîëüçîâàòü
äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òðàåêòîðèè. Ðèñóíîê äåìîíñòðèðóåò íàëè÷èå òàê íàçûâàåìîãî
¾ñòðàííîãî àòòðàêòîðà¿ ó òðàåêòîðèé ñèñòåìû Ëîðåíöà. Èññëåäóéòå, êàê èçìåíèòñÿ ðèñóíîê
â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ 3 è 30, à òàêæå îò èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ñêîëüêî âðåìåíè çàíèìàåò ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå íà âàøåì êîìïüþòåðå? Äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ âðåìåíè ðàñ÷åòà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé Timing.
Çàäàíèå �34
Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ñðåäñòâà ïàêåòà Mathematica, íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è:

∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
+ F (x, t),

0 < x < 4, 0 < t < 6,

u(x, 0) = f(x), u(0, t) = ϕ(t), u(4, t) = ψ(t).

Ïóñòü çàäàíû F (x, t) = 0, a2 = 1, f(x) = sin πx/4 è ϕ(t) = ψ(t) = 0. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ðå-
øåíèÿ. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé ðåøåíèþ ïðè x = 2. Ïîñòðîèòü ãðàôèê
ðåøåíèÿ äëÿ âûáðàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè t (t = 1). Ïîñòðîèòü íà îäíîì ðèñóíêå ãðàôèêè
ðåøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t = 0.5, t = 1.0, t = 1.5 è t = 2.0.

Îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è

Çàäàíèå �35
Íàéòè ïîëîæåíèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè

f(x) = x+
3

x2

íà èíòåðâàëå x ∈ [0.5, 3] äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû.
Çàäàíèå �36
Íà ïàðàáîëå y = x2 íàéòè òî÷êó, êîòîðàÿ áëèæå âñåõ ê òî÷êå (3, 1). Ïîñòðîèòü ðèñóíîê.

Çàäàíèå �37
Íàéòè âñå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû è ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ôóíêöèè

f(x, y) = 0.02 sin(x) sin(y)− 0.03 sin(2x) sin(y) + 0.04 sin(x) sin(2y) + 0.08 sin(2x) sin(2y)

â êâàäðàòå 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π.
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Ðàçëîæåíèå â ðÿäû

Çàäàíèå �38
Ïðè êàêîì ïîäáîðå êîýôôèöèåíòîâ a è b âåëè÷èíà

x− (a+ b cos(x)) sin(x)

áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëîé 5-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî x?

Çàäàíèå �39
Ïðè êàêèõ êîýôôèöèåíòàõ A, B, C è D ñïðàâåäëèâà ïðè x→ 0 àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà:

exp(x) =
1 + Ax+Bx2

1 + Cx+Dx2
+O(x5)

Çàäàíèå �40
Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ íàéòè ïðåäåë. Ñðàâíèòü ðåçóëüòàò ñ âñòðîåííîé ôóíêöèåé âû÷èñëå-

íèÿ ïðåäåëà.

lim
x→0

1− cossin(x)(x)

x3

Çàäàíèå �41
Ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà

exp(x) ≈ 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
,

0 < x < n+ 1 ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

Rn <
xn

n!

x

n+ 1− x
.

Âû÷èñëèòü exp(x) ñ òî÷íîñòüþ 0.00001. Çàïèñàòü ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó.

Èíòåðïîëÿöèÿ. Àïïðîêñèìàöèÿ. Ðåãðåññèÿ.

Çàäàíèå �42
Çàäàíà òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè

f(x) = exp(x) cos2(x)

íà èíòåðâàëå x ∈ [0, π]. Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôóíêöèþ. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

π∫
0

f(x) dx

ïðè ïîìîùè èíòåðïîëÿöèîííîé ôóíêöèè è âû÷èñëèòü åãî òî÷íîå çíà÷åíèå. Îïðåäåëèòü îøèá-
êó. Êàê îøèáêà çàâèñèò îò ÷èñëà ðàçáèåíèé îòðåçêà. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè.

Çàäàíèå �43
Çàäàíà òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè

f(x) =
1

(1 + 25x2)
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íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå çíà÷åíèé x ∈ [−1, 1].
Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ýòè òî÷êè. Íàðèñîâàòü ãðàôèêè.

Íàéòè îøèáêè èíòåðïîëÿöèè. Îöåíèòü êà÷åñòâî èíòåðïîëÿöèè ïðè ðàçíîì êîëè÷åñòâå òî÷åê.

Çàäàíèå �44
Ïðèâåäåíà òàáëèöà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè âîäû (cp) îò

òåìïåðàòóðû (t), ïðè÷åì òåïëîåìêîñòü ïðè 15◦C ïðèíÿòà çà åäèíèöó.
cp 1.00762 1.00392 1.00153 1.00000 0.99907 0.99852 0.99826 0.99818
t 0 5 10 15 20 25 30 35
cp 0.99828 0.99849 0.99878 0.99919 0.99967 1.00024 1.00091 1.00167
t 40 45 50 55 60 65 70 75
cp 1.00253 1.00351 1.00461 1.00586 1.00721
t 80 85 90 95 100
Ïðè ïîìîùè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîñòðîèòü ïîëèíîì, àïïðîêñèìèðóþùèé äàí-

íóþ çàâèñèìîñòü. Íàéòè íàèáîëüøåå îòêëîíåíèå ðàñ÷åòíîãî çíà÷åíèå îò ýêñïåðèìåíòàëüíîãî
è çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû, ïðè êîòîðîì íàéäåíî ýòî îòêëîíåíèå. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè.
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